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همین  لیلد. بهکندرا مطالعه مینُرم سیگنال کنترل  با محدودیتای های غیرخطی سوئیچ ضربهپایدارسازی کلاسی از سیستم، ن مقالهیا ده:کیچ

ضیات مربوط به ست که ا تنها کافیمحدودیت،  شند.  هایدینامیکشرایط پایداری و فر شامل مبدأ برقرار با ضای  ، لبتهاغیرخطی بر روی یک زیرف
ضیات ب ستای گونههاین فر ستم ا سی شش میهای واقعی را که اغلب  ست یسیگنال طراحی ،در این مقالههدف . دهدپو که بتواند همگرایی نمایی  ا

 ،یک سیییسییتم کلی غیرخطیبرای ، ابتدادر لذا  مین نماید.تضییها در حضییور نایقینیرا اندازه کافی کوچک مسیییرهای حالت به یک کران غایی به
ضمینمی ارائهشرایطی  سیرهای حالت کننده همگرایی همه شود که ت ضای جذب به شده شروعم ست یک کران غاییاز یک زیرف شرایط ا . این 

ابع د. در بخش دوم، با استفاده از تبرقرار باشبر روی زیرفضای جذب ست ا کافیتنها  بوده وبرحسب یک تابع لیاپانوف مشترک و حداقل زمان توقف 
های خطی یا دوخطی بازنویسییی ای از نامسییاویصییورت مجمو هبخش اول، بهشییده در بیانگیری از فیدبک حالت، شییرایط لیاپانوف تربیعی و بهره

ترین ناحیه همگرایی و سیییگنال کنترل، بزر  بر تعیین پارامترهای لاوه ،د که با حل آنگردسییازی ارائه مید. همچنین یک مسییهله بهینهشییومی
 دادن کارایی روش پیشنهادی ارائه شده است.منظور نشاند. در نهایت، چند مثال شهودی بهآیمی دستهترین کران غایی بکوچک
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Abstract: This paper investigates stabilization for a class of nonlinear impulsive switched systems with norm-bounded input constraint. 

Due to this constraint, it is only enough that the stabilization criteria and assumptions related to the nonlinearities be met on a subspace 

containing the origin. Certainly, these assumptions are such that they covers most of real-world systems. The purpose of this paper is 

to design a norm-bounded control that guarantees the exponential convergence of trajectories to a sufficient small ultimate bound in 

presence of uncertainties. Therefore, firstly, we present the stability criteria for a general model that ensures the convergence of all 

trajectories starting from a region of attraction to an ultimate bound. These conditions are in terms of a common Lyapunov function 

candidate and the minimum dwell-time, and it is enough to be valid on the region of attraction. Secondly, using the common quadratic 

Lyapunov function candidate and using the state-feedback approach, the established conditions are reformulated as a set of linear or 

bilinear matrix inequalities. Besides, to achieve the control parameters along with the largest convergence area and smallest ultimate 

bound, we propose an optimization problem. Finally, some illustrative examples are presented to demonstrate the proposed approach. 
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 مقدمه -1
و گسیییسیییته زمان  های پیوسیییتهدر اغلب فرآیندهای نوین، دینامیک

شده و شدت در یکدیگر درهمبه سیستمپیچیده خانوادهتنیده   ،اهای از 
های سییوئیچ اند. سیییسییتمدادهتشییکیل را  ،های هایبریدنام سیییسییتمبه

ست برانگیزی از این خانوادهکلاس چالش ،ایضربه  شامل . این کلاسا
سوئیچ میتعداد متناهی زیر ستم و یک قانون  شدسی  که ایگونهه، ببا

سوئیچ  شوندمتغیرهای حالت در زمان  ست دچار جهش  . [1] ممکن ا
وانی در کنترل و دارای کاربردهای فراای ضیربهو های سیوئیچ سییسیتم

سازی فرآیندهای   شناسیتوان به بومکه از آن جمله می بودهواقعی مدل
ستم[2] جمعیت سی شیمیایی [3] های مکانیکی،  و  [4] ، فرآیندهای 
 اشاره داشت. [6، 5] های آشوبسیستم

شتر این  سبب پیچیدگی بی ضربه،  سوئیچ و   سکلاوجود همزمان 
ستم سی سبت به  ستن شده ا سنتی  های و لذا محققان تلاش [1] های 

صرف فراوانی سائل  را  در  .اندهنمودکنترل در این حیطه بنیادین حل م
 فانواع مختلمبتنی بر  گوناگونیی هابسییییاری از این تحقیقات، راهکار

 توان بهمیشیییده اسیییت. به  نوان مثال،  رائهتابع لیاپانوف اکاندیدای 
سکی-پانوفیاتابعی ل سوف شده کاندیدای تابع و یا  [9-7] کرا سته  س گ

 .اشاره نمود [11، 10] لیاپانوف
یک کاندیدای لیاپانوف  ،مطالعات ای ازپارهدر از دیدگاهی دیگر، 

 ،در مقابل .[12] شودگرفته میها در نظر مشترک برای همه زیرسیستم
تفاده اسییی را چندگانهلیاپانوف توابع تکنیک  تحقیقات، گروهی دیگر از

. در تکنیک لیاپانوف چندگانه، برای هر [16-13، 10، 8، 6] نمایندمی
 ا کافیشود که تنهمی در نظر گرفتهمجزا یک تابع لیاپانوف  ،زیرسیستم

بودن هر زیرسیییسییتم غیرمثبت فعال هنگامسییت مشییتا زمانی آن در ا
سایر زمان شد و در  شتا با شد. بدینتواند مثبت میها، این م ب، ترتیبا

تعداد پارامترها بیشتر شده ولی معمولًا شرایطی در این تکنیک، اگر چه 
 حاصل خواهد شد. کاری کمتربا محافظه

شییده را به دو توان تحقیقات انجاماز دیدگاه قا ده سییوئیچ نیز می
( آنهایی که پایداری تحت هر قا ده سوئیچ دلخواه 1تقسیم نمود: ) گروه

سی می سوئیچ مقید را در نظر دارند. 2کنند و )را برر ( آنهایی که قوا د 
سوئیچ دلخواه همواره  از آنجا که سازی تحت هر قا ده  پایداری و پایدار

ست سوئیچی را سیگنال ،، اغلب تحقیقات کاربردی[17] ممکن نی های 
بین دو سییوئیچ متوالی  زمانحداقل/حداکثر یا  ،در آنها در نظر دارند که

مان توقف( یانگین  و [20-18] )ز مشیییخ   [23-21، 10-7] آنیا م
های غیرخطی که دارای معمولٌا در هنگام بررسیییی سییییسیییتم .اسیییت

ای هسیستمهنگام بررسی در و یا  صورت سراسری هستندفرضیاتی به
 کاری کمتری است.، تکنیک میانگین دوره توقف دارای محافظهخطی
های مبتنی بر میانگین ذکر اسیییت که در روشلازم بهحال، اینبا

برای همه لحظات مسیرهای حالت وجود ندارد که تضمینی  دوره توقف،
 ،هنگامی که شیییرایطلذا  .باقی بمانددرون یک زیرفضیییای معین آتی، 

و خارج )زیرفضا معتبر است یک مبتنی بر فرضیاتی است که فقط درون 
ضا ست ب از این زیرف شدممکن ا ، تکنیک میانگین دوره توقف (رقرار نبا

ست می ست که با دهکارایی خود را از د  بودنمفروضد. این در حالی ا
وان تضیییمین نمود تدوره توقف میزمان مربوط به حداقل و یا حداکثر 

 .دباقی بماندرون زیرفضا حالت،  که مسیر

 از خارجقانون سوئیچ دستکاری در که  جایی، بویژه  ملیاز دیدگاه 

یار  حائز اهمیت اسیییتاخت نده  یدارکن پا قانون کنترل  یک  ، طراحی 
عات . باشیییدمی در این حیطه، دارای دو محدودیت  مده اغلب مطال

. ثانیاً، شرایط پایداری گیرندها را در نظر نمی، اشباع محرک. اولًاهستند
ذا و ل پیشنهاد شده است ،ی حالتبر روی کل فضاو صورت سراسری به

ضیات شده نیز به فر صور سری  صورتت ستندسرا تواند . این امر میه
زمانی بیشتر جلوه . این مسهله دنبال داشته باشدبهکاری زیادی محافظه

 ا(ه)برای جلوگیری از اشییباع محرک نُرم سیییگنال کنترل نماید کهمی
 .ناپذیر استاجتنابه و مطالعه سیستم در یک زیرفضا بودمحدود 

 همینزدر  های محدودیفعالیتدگان، بر اسیییاس دانش نویسییین
ستم سوئیچ وسی شباع محرکضربه های  ست که ا شده ا ها را ای انجام 

. به هر صورت، در  مل چندین جنبه [27-24، 20] بررسی کرده باشند
ستم سی سوئیچ از  طور همزمان در هوجود دارد که باید بای ضربههای 

و شیییده شیییناختههای مطالعات مدنظر باشییید که  بارتند از: غیرخطی
نایقینی ها،  یات  ملی برای آن حدود و ،مختلفهای فرضییی بودن نُرم م

طور همزمان مورد توجه هها بسیگنال کنترل. تا به این لحظه، این جنبه
ای هدینامیکهایی که اند. از طرف دیگر، در بسیاری از روشقرار نگرفته

صییورت بهشیییتز ، شییرط لی دارنددر نظر  را غیرخطی پیوسییته زمان
ده و در نتیجه شیییرایط شیییتصیییور ها این دینامیکسیییراسیییری برای 

ستخراج شامل ماتریس)شده ا ستند(شیتز ثوابت لی  هایی ازکه   یزن ه
سری میبه سرا شند. صورت  ستمامابا سی سیاری از  های دنیای ، در ب

ست  واقعی، ضا برقرار نبوده و یا شیتز شرط لی ممکن ا نکه ایدر کل ف
سیار ماتریس ثوابتنیازمند ، آن رقراریبرای ب ستند ببزر   ب  ایگونههه

 گردد.میتبدیل نشدنی به یک مسهله حل شدهکه شرایط بیان
ظور من)به رم سیییگنال کنترلنُ بودنمحدود باتوجه داشییته باشییید، 

، رسیییدن به یک سیییگنال پایدارسییاز ها(جلوگیری از اشییباع محرک
سری ست ،سرا شدنی ا شوار و ن . لذا، در نظر گرفتن [27، 20]  ملًا د

کارانه باشیید. تواند محافظهمیسییراسییری صییورت شیییتز بهشییرایط لی 
 فرضیات بر روی زیرفضاییاین کارانه این است که رویکرد کمتر محافظه

رم سیییگنال نُ در آن، جایی کهیعنی شییامل مبدأ در نظر گرفته شییود، 
، در این مقاله، بر روی پایدارسیییازی بنابراین .اسیییتمحدود نیز کنترل 

ضیا ست و فر شده ا  ،های غیرخطیمربوط به دینامیک تمحلی تمرکز 
شامل مبدأ به ر در نظ .اندشده بیانصورت محلی بر روی یک زیرفضای 

شوندهگرفتن منابع مختلفی از نایقینی صفرن س های  ، یدر مدل موردبرر
 ،همین دلیلبهاسیییت.  هار فعالیتدیگر تفاوت  مده این مقاله با سیییای

ستم به  سی سیرهای حالت  شنهادی در این مقاله، همگرایی م روش پی
 نماید.را بررسی می (و نه همگرایی به خود مبدأ)یک کران غایی 

جامع مدل  تدا برای یک  له، در اب قا یداری  ،تردر این م پا شیییرایط 
کننده همگرایی مسیییرهای که تضییمین شییودارائه میای گونههمحلی ب
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شرایط برحالت به  شد. این  سب یک کاندیدای تابع یک کران غایی با ح
. دگردمیلیاپانوف بیان شییده و از تکنیک حداقل دوره توقف اسییتفاده 

کارگیری تابع لیاپانوف تربیعی و اسییتفاده از فیدبک حالت  هسیی س با ب
سییی خطی و های ماتریای از نامسییاویصییورت مجمو هاین شییرایط به

 د.شوبازنویسی می نظردوخطی برای سیستم مورد 
ستیابی به کوچکدر کنار این موارد، به به  ران غاییترین کمنظور د

سهله بهینهترین ناحیه جذب همراه بزر شود سازی معرفی می، یک م
 . این مسهلههستندخطی و دوخطی  ماتریسی هاینامساوی ،که قیود آن

سط جعبه شد. از طرف حل میقابل PENBMI [28]ابزارهایی نظیر تو با
های دوخطی در قیود، شیییامل یک متغیر دیگر، از آنجا که همه بخش

سکالر  ستا ساوی، الگوریتما های خطی نیز برای حل های مبتنی بر نام
 .[27] وجود داردسازی این مسهله بهینه

صه، هب  بارت  اهمیتترتیب به شدهروش ارائههای نوآوریطور خلا
 حوزهدر  کنترل نُرم برای ورودیمحدودیت ن گرفت( درنظر1: )اسییت از
ستم ضربهسی سوئیچ  شباع محرک در نتیجه و ایهای  . اهجلوگیری از ا

 ای کههای سییوئیچ ضییربهسییاختار کاملی از سیییسییتمگرفتن ( درنظر2)
نامیکهمزمان دربردارنده  های غیرخطی شیییناخته شیییده و انواع دی

اسییت. بدین ترتیب، این سییاختار صییفرنشییونده ی هااز نایقینیمختلفی 
ستم سی سیعی از  شش خواهد داد. طیف و ها و فرآیندهای واقعی را پو

که کاربرد این شییرایط را در  صییورت محلیارائه شییرایط پایداری به( 3)
عددیموارد  کان مت یدپذیر میام ما له می .ن به مواردی از آن جم توان 

صییورت بهشیییتز را شییرط لی  ،های غیرخطیدینامیکاشییاره کرد که 
مجاز برای متغیرهای  فضیییاینمایند و یا آنهایی که برآورده میمحلی 
( توسعه 4. )شده استمحدود  یا فیزیکی دلیل مسائل  ملیاتیبه حالت،

سهله بهینه ستیابی به بزر سازی بهیک م و  ترین ناحیه جذبمنظور د
ین اهای مختلف  ملی در نظرگرفتن جنبهدرترین کران غایی؛ و کوچک

 سازی.مسهله بهینه
شدهنسازماصورت ادامه این مقاله بدین ست. در بخش  دهی  ، 2ا

آورده شییده اسییت. نتای  نیازها همراه پیشبه نظرمسییهله مورد توصیییف
صلی این مقاله سهله بهینه ،ا سازی و م شرایط پایدار در  ،سازیشامل 

، ابتدا با الهام 1در این بخش و در قضیه . شرح داده شده است 3بخش 
گون جاذب در ویژه روش بیضیه[ و ب30، 29شده در ]های بیاناز روش

ستم27] سی شرایط پایداری برای  ضربه[،  سوئیچ  سعه داده های  ای تو
ست.  جهت  مندنظاممنظور ارائه راهکاری ، به1 نتیجهس س در شده ا

ای های از نامساویصورت مجمو هیافتن سیگنال کنترل، این شرایط به
سی می سی بازنوی شبیه شود.ماتری ضبه ،سازینتای   ایای منظور تهیید ق

سعه داده گیری در جهیت. در نهایت، نشوددیده می 4خش شده، در بتو
 آورده شده است. 5بخش 

مقاله کاملًا  نگارششیییده در  لائم اسیییتفاده ها:علائم و نشااانه

ن معیمتقارن برای نمایش ماتریس  ، نوان نمونهاسییتاندارد هسییتند. به
𝐴از نماد  ،𝐴معین( مثبت )یا نیمه > 𝐴)یا  0 ≥ شییود. ( اسییتفاده می0

نمایش  0و  𝐼ترتیب با نمادهای به ،های یکه و صیییفرهمچنین ماتریس

,ℰ(𝑃گون بیضییی بر این، لاوهشییوند. داده می 𝑟)  که بر حسییب ماتریس
𝑃 > 𝑟و اسییکالر حقیقی مثبت  0 > صییورت به ،شییودسییاخته می 0

{𝑥 ∈ ℝ𝑛|𝑥𝑇𝑃𝑥 ≤ 𝑟} های در نامسییاوینیز « *». نماد گرددتعریف می
جای هرکگردد که در های متقارن است. تهکید میماتریسی بیانگر بخش

ست صمقاله که ابعاد ماتریس به ست، فرض بر این ا شده ا راحت بیان ن
 جبری هسیییتند. ا مال برایها دارای ابعاد مناسیییب آن ماتریس که

سر مقاله سرتا سب متغیرهای حالت بر 𝑉تابع لیاپانوف  ،همچنین، در  ح
𝑥 شد. بهمی سادهبا سی، در این مقاله بمنظور  ، 𝑉(𝑥(𝑡))جای نماد هنوی

 شود.استفاده می 𝑉(𝑡)از نماد 
 

 بیان مسأله -2

سی ای زیر بررغیرخطی سوئیچ ضربهدر این مقاله، پایدارسازی سیستم 
که در آنمی 𝑢(𝑡)ورودی  بردار گردد  ∈ ℝ𝑚  یت دارای حدود نُرم  م

 :است

(1)  {
�̇�(𝑡) = 𝑔𝑖(𝑥, 𝑢), 𝑡 ≠ 𝑡𝑘 , 𝑘 ∈ ℕ+

𝑥(𝑡+) = 𝐶𝑖𝑥(𝑡), 𝑡 = 𝑡𝑘 , 𝑘 ∈ ℕ+, 

 ،در آن که

(2) 
 𝑔𝑖(𝑥, 𝑢)

= (𝐴𝑖 + 𝛥𝐴𝑖)𝑥 + (𝐵𝑖 + 𝛥𝐵𝑖)𝑢(𝑡)
+ 𝑓𝑐𝑖(𝑥, 𝑢) + 𝜙𝑖(𝑡) 

 است. 𝑖زیرسیستم  مربوط به بیانگر دینامیک پیوسته زمان
𝑘=1{𝑡𝑘} زمانی ( دنباله1در سیییسییتم )

∞ ≔ {𝑡1, 𝑡2, … , 𝑡𝑘 , … یک  {
که توسییط قا ده سییوئیچ  بودهدنباله اکیداً افزایشییی از لحظات ضییربه 

𝜎(𝑡): ℝ+ → {1,2,… ,𝑚} لحظه  ،یابد. این قا ده سیییوئیچشیییکل می
ستم موجود را تعیین می 𝑚شدن هر یک از فعال  کند. همچنین،زیرسی

𝑖 ∈ {1,2,… ,𝑚} ستم فعال می سی ضربه، بیانگر زیر شد. در لحظات  با
سوئیچ می  د، بردارنمایهنگامی که یک زیرسیستم به زیرسیستم دیگر 

𝑥(𝑡)حالت  ∈ ℝ𝑛 ، بر اسییاس ماتریس جهش𝐶𝑖 ∈ ℝ𝑛×𝑛  صییورت بهو
 ،𝑥(𝑡)ت که بردار حالت گردد. فرض بر این اسییناگهانی دچار جهش می

 دیگر: بارتهاز سمت چ  پیوسته باشد. ب هدر لحظات ضرب

(3)  𝑥(𝑡𝑘) = 𝑥(𝑡𝑘
−) = 𝑙𝑖𝑚𝜁→0+ 𝑥(𝑡𝑘 − 𝜁). 

ست بردار حالت هب ضربه  ،𝑥(𝑡) لاوه، حد را صورت زیر به ،𝑡𝑘در لحظه 
 شود:تعریف می

(4)  𝑥(𝑡𝑘
+) = 𝑙𝑖𝑚𝜁→0+ 𝑥(𝑡𝑘 + 𝜁). 

های معلوم و ماتریس ،𝐶𝑖و  𝐴𝑖 ،𝐵𝑖های ماتریس ،(1در سیییسییتم )
ستند. همچنین، تابع  ,𝑓𝑐𝑖(𝑥ثابتی ه 𝑢): ℝ𝑛 × ℝ𝑚 → ℝ𝑛،  بودهمعلوم 

شناختهو بیانگر دینامیک ستم های غیرخطی و  سی ست 𝑖شده در زیر  ا
𝑓𝑐𝑖(0,0)ای که گونههب =  𝜙𝑖(𝑡)و  𝛥𝐴𝑖 ،𝛥𝐵𝑖های . ماتریسباشییدمی 0

شان شناخته برای مختلفی از نایقینیدهنده انواع نیز ن شات نا ها و اغتشا
ستم  سی ست. 𝑖زیر که حداقل زمان  شود، فرض میبر این مواردلاوه  ا

 دیگر:بیانشده است. بهشناخته 𝜏𝑚𝑖𝑛بین دو سوئیچ متوالی ما

(5) 𝜏𝑚𝑖𝑛 ≔ 𝑖𝑛𝑓
𝑘∈ℕ+

(𝑡𝑘 − 𝑡𝑘−1), 
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 باشد:مدنظر می (1) های زیر در مورد سیستمهمچنین، فرض

 کنند:فرم ماتریسی زیر را برآورده می ها،نایقینی :[27] 1فرض 

(6) [Δ𝐴𝑖(𝑡) Δ𝐵𝑖(𝑡) 𝜙𝑖(𝑡)] = 𝐷𝑖𝐹𝑖[𝐸𝑎𝑖 𝐸𝑏𝑖 𝐸𝜙𝑖], 

ماتریس بت و معلوم بوده و   𝐸𝜙𝑖و   𝐷𝑖 ،𝐸𝑎𝑖 ،𝐸𝑏𝑖های که در آن  ثا
ست 𝐹𝑖(𝑡)ماتریس  ه ای کگونههب ،یک ماتریس نامعلوم و متغیر با زمان ا
𝑡برای هر  ∈ ℝ+  شرط𝐹𝑖

𝑇(𝑡)𝐹𝑖(𝑡) ≤ 𝐼 .برقرار است 

,𝑓𝑐𝑖(𝑥تابع  :[27] 2فرض  𝑢) محلی زیر را بر روی دامنه  شیییرط

𝔻 ⊂ ℝ𝑛 (که مبدأ دستگاه مختصات را در بردارد) کند:برآورده می 

(7) 𝑓𝑐𝑖
𝑇𝑓𝑐𝑖 ≤ 𝑥𝑇𝑀𝑖

𝑇𝑀𝑖𝑥 + 𝑢𝑇𝑁𝑖
𝑇𝑁𝑖𝑢 

 .دارای ابعاد مناسب هستند 𝑁𝑖و  𝑀𝑖های ثابت ماتریس ،که در آن

با  ؛خوردبه چشم می 2، فرض شدهدر اغلب مطالعات انجام :1 نکته

در نظر گرفته  𝑥شییییتز تنها بر روی متغیر این تفاوت که شیییرط لی 
کنند که این شییرط بر روی شییود. همچنین این مطالعات فرض میمی

توان می ،هاییدر مورد چنین سیییسییتم برقرار اسییت. ℝ𝑛کل فضییای 
𝔻 = ℝ𝑛  و𝑁𝑖 = نابراین، 0 فت. ب نظر در این مورد فرض را در نظر گر

 دهد.ها را نیز پوشش میاین دسته از سیستم، (2)یعنی فرض  مقاله

حسییب هر دو محلی و بر صییورت، به2گرفتن فرض درنظر :2 نکته

ستخراج ،𝑢و  𝑥متغیر  شتری از شده را به دامنه کاربرد نتای  ا تعداد بی
ی هایدر مورد سیستم نمونهطور هب .دهدگسترش میهای واقعی سیستم

بلکه اسیییت تنها تابعی از متغیر حالت نه ،های غیرخطیکه دینامیک
 باشد.تابعی از ورودی کنترل نیز می

، دینامیک پیوسییته زمان 2و  1های گرفتن فرضنظربا در :3 نکته

𝑔𝑖(𝑥, 𝑢)توان دهد که میمی شکلهای غیرخطی را ، کلاسی از سیستم
 .[27] سازی نمودهای واقعی را با این ساختار مدلاغلب سیستم

𝜦 [27 ،]-صورت خاصی از لم نامساویپیش از توسعه نتای  اصلی، 

 سا  -و لم [31] مکمل شور های مشهورهمراه لمشود. این لم بهارائه می
های ماتریسیی نامسییاویصییورت در اسییتخراج شییرایط پایداری به [27]

 .کاربرد دارند

با ابعاد مناسیییب را در  𝐹و  𝐷 ،𝐸های حقیقی ماتریس :[32] 1 لم

𝐹𝑇𝐹نظر بگیرید. اگر  ≤ 𝐼 شد، آنگاه به سکالر حقیقی مثبت با ازای هر ا
𝛾 >  نامساوی زیر برقرار است: ،0

(8) 𝐷𝐹𝐸 + 𝐸𝑇𝐹𝑇𝐷𝑇 ≤ 𝛾𝐷𝐷𝑇 + 𝛾−1𝐸𝑇𝐸. 

 نتایج اصلی -3
، اقدام به توسیییعه شیییرایط پایداری برای یک در ابتدادر این بخش و 

ضربه سوئیچ  ستم   ،شدهروش ارائهدر حقیقت، . شودتر میجامعای سی
سعه ضیتو ستمای از روش بی سی ضربهگون جاذب به  سوئیچ   ایهای 

 ا مال روشاین ای در . البته تغییرات  مده[27]باشییید غیرخطی می
 بیشتری را پوشش دهد. تا بتواند مسائل  ملی شده است

ها و همچنین محدودبودن دلیل حضور نایقینیبهشده، در روش ارائه
شرایط با  و شدهترتیب دو زیرفضا در نظر گرفته به ،رم سیگنال کنترلنُ

که  Ω1: )الف( مجمو ه داخلی شیییوندتوجه به این زیرفضیییاها بیان می
هایتمسییییرهای حالت  شیییود و )ب( به این مجمو ه همگرا می در ن

Ω2مجمو ه خارجی  ⊃ Ω1 سیگنال کنترل بر روی آن دارای که نه تنها 
ست بلکه همه مسیرهای حالتی که از زیرفضای نُ شروع  Ω2رم محدود ا

همواره درون  ،Ω1همگرایی غایی به زیرفضیییای  بر لاوه ،باشیییدشیییده 
نامتغیر  یک مجمو ه Ω2فضای  ،دیگربیاند. بهمانباقی می Ω2زیرفضای 

ستمثبت  شرایط بیانا تنها وجود چنین ویژگی نه ،شده در این بخش. 
ضمین می ستم را نیز برآورده میرا ت سی  ازد.سکند بلکه پایداری غایی 

زیر که در آن  جامعبرای سیییسییتم ، در ابتدا، شییرایط کافی پایداری لذا
 شود:ارائه می ،کند( را برآورده می5)قا ده سوئیچ، شرط 

(9) {
�̇�(𝑡) = 𝑓𝑖(𝑥(𝑡)), 𝑡 ≠ 𝑡𝑘 , 𝑘 ∈ ℕ+

𝑥(𝑡+) = 𝑔𝑖(𝑥(𝑡)), 𝑡 = 𝑡𝑘 , 𝑘 ∈ ℕ+
, 

نامیکترتیب به 𝑔𝑖و  𝑓𝑖 (، توابع برداری9سییییسیییتم )در  های دی
در اینجا . هستند 𝑖پیوسته زمان و گسسته زمان مربوط به زیرسیستم 

ستم فعال نیز سی سوئیچ  ،𝑖، زیر سط قا ده  شود. در تعیین می 𝜎(𝑡)تو
که همه مسیرهای حالت  شودداده مینشان  ،(9) ادامه و برای سیستم

 :شده از زیرفضای خارجیشروع

(10) Ω2 = 𝜈(𝑉, 𝑟) ≔ {𝑥 ∈ ℝ𝑛|𝑉(𝑥) ≤ 𝑟} 

 :در نهایت به زیرفضای درونی

(11) Ω1 =  𝜈(𝑉, 𝛿) ≔ {𝑥 ∈ ℝ𝑛|𝑉(𝑥) ≤ 𝛿} 
 

سب  𝑉شوند که در آن همگرا می ست یک کاندیدای تابع لیاپانوف منا ا
𝑉(𝑥)ای که گونههب = 𝑐 ازای هر به𝑐 > یک منحنی بسیییته باشییید.  0

𝑟 همچنین > 𝛿 > سکالرهای حقیقی و مثبت 0 ستند. ا لازم به ذکر  ه
ست که  سب بر Ω1و کران غایی  Ω2بیان ناحیه جذب خارجی   لتا ح

شیییده به ، سیییهولت تبدیل شیییرایط اسیییتخراج𝑉کاندیدای لیاپانوف 
ماتریسی خطی و دوخطی در هنگام بررسی های ای از نامساویمجمو ه
 باشد.( می1سیستم )

0اسکالرهای حقیقی و مثبت  :1 هیقض < 𝛿 < 𝑟  .را در نظر بگیرید

، اسیییکالرهای 𝑉فرض کنید که یک کاندیدای تابع لیاپانوف مناسیییب 
𝜌 ،𝜇حقیقی و مثبت  ≥ ′𝛿و  1 > 𝛿  شند شته با ای که گونههبوجود دا

𝑉(𝑥) = 𝑐 ازای هر به𝑐 > سته  0 شرایط و همچنین  بودهیک منحنی ب
 زیر برقرار باشد:

(12) �̇� ≤ −𝜌𝑉,                ∀𝑥 ∈ 𝜐(𝑉, 𝑟)\𝜐(𝑉, 𝛿),  

(13) 𝑉(𝑡𝑘
+) ≤ 𝜇𝑉(𝑡𝑘),   ∀𝑥 ∈ 𝜐(𝑉, 𝑟) \𝜐(𝑉, 𝛿), 

(14) 𝑉(𝑡𝑘
+) ≤ 𝛿′,            ∀𝑥 ∈ 𝜐(𝑉, 𝛿), 

(15) 𝛼 ≔ 𝜌 − 𝑙𝑛 𝜇 𝜏𝑚𝑖𝑛⁄ > 0, 

( پایدار غایی 9. آنگاه سیستم )ستا ( تعریف شده5در ) 𝜏𝑚𝑖𝑛جایی که 
,𝜐(𝑉با باند غایی  𝛿) ازای همه شییرایط اولیه به𝑥0 ∈ 𝜐(𝑉, 𝑟) باشیید. می

 مثبت صیییورت نمایی به مجمو ه نامتغیر( به9 لاوه، سییییسیییتم )هب
𝜐(𝑉, 𝛿′) شود.همگرا می 
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شییود که پیش از همگرایی به کران در ابتدا نشییان داده می برهان:

,𝜐(𝑉غایی  𝛿)، ای یابد. برصورت نمایی کاهش میمقدار تابع لیاپانوف به
کییه این همگرایی در طول بییازه زمییانی  شیییوداین منظور فرض می

(𝑡𝑘 , 𝑡𝑘+1] .رخ دهد 
,𝑡0)در طول بازه زمانی  ،𝑉روند تغییرات تابع لیاپانوف  ،در ابتدا 𝑡𝑘] 
𝑡ازای هر ( به12) اساس شرط گردد. بربررسی می ∈ (𝑡0, 𝑡1] م:داری 

(16) 𝑉(𝑡) ≤ 𝑉(𝑡0) 𝑒𝑥𝑝(−𝜌(𝑡 − 𝑡0)), 

 که نتیجه زیر را به دنبال دارد:

(17) 𝑉(𝑡1) ≤ 𝑉(𝑡0) 𝑒𝑥𝑝(−𝜌(𝑡1 − 𝑡0)), 

 داریم: (13)با توجه به  در نتیجه،و 

(18) 𝑉(𝑡1
+) ≤ 𝜇𝑉(𝑡0) 𝑒𝑥𝑝(−𝜌(𝑡1 − 𝑡0)). 

بازه ند برای  مه همین رو مانی با ادا ,𝑡1)های ز 𝑡2] ،(𝑡2, 𝑡3] و ... ،
(𝑡𝑘−1, 𝑡k] :خواهیم داشت 

(19) 𝑉(𝑡𝑘
+) ≤ 𝜇𝑘𝑉(𝑡0) 𝑒𝑥𝑝(−𝜌(𝑡𝑘 − 𝑡0)). 

، آنگاه تعداد درنظر گرفته شیییود 𝜏𝑚𝑖𝑛که اگر حداقل زمان توقف برابر 
𝑡𝑘)تر یا مسیییاوی ها کوچکواقعی سیییوئیچ − 𝑡0) 𝜏𝑚𝑖𝑛⁄  .خواهد بود

 زیر بازنویسی کرد: صورتتوان بهرا می (19)رابطه  بنابراین،

(20) 

𝑉(𝑡𝑘
+)

𝑉(𝑡0)
≤ 𝜇(𝑡𝑘−𝑡0) 𝜏𝑚𝑖𝑛⁄ 𝑒𝑥𝑝(−𝜌(𝑡𝑘 − 𝑡0))

= exp (
𝑡 − 𝑡0
𝜏𝑚𝑖𝑛

ln 𝜇) 𝑒𝑥𝑝(−𝜌(𝑡𝑘 − 𝑡0))

= 𝑒𝑥𝑝 (−(𝜌 −
ln 𝜇

𝜏𝑚𝑖𝑛
) (𝑡𝑘 − 𝑡0)). 

توان نتیجه می( 20و رابطه )( 15) با توجه به شیییرط، بدین ترتیب
,𝑡0) یزمانبازه در طول که مقدار تابع لیاپانوف گرفت  𝑡k]، صیییورت به
مایی  با نرخ ن 𝛼و  < 𝜌 بد. کاهش می بازه یا 𝑡𝑘)در طول  , 𝑡𝛿]  با نیز، 

اگر  بیشتر است. در نتیجه 𝛼(، نرخ کاهش تابع لیاپانوف از 12توجه به )
,𝜐(𝑉اولین زمان همگرایی به کران  𝛿) صورتبه 𝑡𝛿 ∈ (𝑡𝑘, 𝑡𝑘+1)  نامیده

𝑡برای هر  ، آنگاهشود ∈ (𝑡0, 𝑡𝛿] آیددست میبه: 

(21) 𝑉(𝑡) ≤ 𝜇𝑘𝑉(𝑡0) 𝑒𝑥𝑝(−𝜌(𝑡 − 𝑡0)). 

به شیییرط جه  مان(12) با تو مام ز لت برای ت حا های ، مسییییر 
𝑡 ∈ (𝑡𝛿 , 𝑡𝑘+1]   درون این کران𝜐(𝑉, 𝛿)   ند و پس از ما هد  باقی خوا
𝑡𝑘+1جهش در زمان 

,𝜐(𝑉مسیییر حالت درون فضییای  + 𝛿′)  ماندمیباقی 
′𝛿آنجایی که . از(شییود( توجه 14)به رابطه ) < 𝑟  اسییت، مجدداً مسیییر

,𝜐(𝑉صیییورت نمایی به کران حالت به 𝛿)  همگرا شیییده و همین روند تا
,𝜐(𝑉انتها ادامه خواهد یافت. بدین ترتیب،  𝑟)  یک مجمو ه جذب بوده

,𝜐(𝑉و  𝛿′) بت اسیییت. همچنین مجمو ه ,𝜐(𝑉ای متغیر مث 𝛿)  کران
غایی محسیییوب شیییده و یک مجمو ه جذب خواهد بود. بدین ترتیب 

 شود.اثبات کامل می
 

ای از تلفیا و توسیییعه ،1 هیقضیییروش پیشییینهادی در  :4 نکته

ای های سوئیچ ضربهبرای سیستم [30، 29، 27] شده درهای ارائهروش

شمگیری چتغییرات . البته باشدمی های صفرنشوندهغیرخطی با نایقینی
شییده برای شییرایط ارائه ،1 هیقضییدر  .شییده وجود دارددر شییرایط بیان
ید با یداری  باشییی پا خارجی برقرار  حالیبر روی مجمو ه  که در د در

برقرار باشد.  ℝ𝑛بر روی کل فضای بایستی این شرایط  ،های مشابهروش
د. گردمیدر آینده ای از فرضیات ضروری سبب سادگی پاره ،این تفاوت

 هایمربوط به غیرخطی شیییتز تا شییرط لی سییت ا کافی ،طور مثالهب
بین های موجود مااز دیگر تفاوت. برقرار باشییندصییورت محلی معلوم به
ضیه  شرط ) 1ق شد. در واقع( می14و مراجع مذکور، وجود  دلیل ، بهبا

در کنار سییایر ( 14)شییرط ، [30، 29] وجود اثر ضییربه، در مقایسییه با
در هنگام ضییربه در نزدیکی مبدأ، تضییمین پایداری منظور شییرایط و به

 اضافه شده است.
حالهب یک هر یافتن  یدای ،  ند پانوف کا یا نههب 𝑉تابع ل که گو ای 

دنبال داشییته ترین مجمو ه جذب را بهترین کران غایی و بزر کوچک
سی  سا شرط ا شد،  ضدر با سوب می 1 هیق شرایط  .گرددمح حال که 

، این آمادگی وجود دارد که ( بیان گردید9پایداری برای سیستم جامع )
ده در شیییکننده فیدبک حالت، شیییرایط بیانکنترلگرفتن یک با درنظر

ض ستم ) 1 هیق سی سی نمود1را برای  شو  ( بازنوی رای مند بنظام یرو
 .یافتن تابع لیاپانوف ارائه کرد

 گنال کنترل زیر را در نظر بگیرید:سیبرای این منظور، 

(22) 𝑢(𝑡) = 𝑢𝜎(𝑡) 

𝑢𝑖که در آن  = 𝐾𝑖𝑥, 𝑖 ∈ {1,2,… ,𝑚} یهای کنترل مناسییبسیییگنال 
 اساسبراند. با یکدیگر ترکیب شده 𝜎(𝑡)توسط قا ده سوئیچ  هستند که

قا ده سیییوئیچ، ورودی کنترل  عال می  𝑢𝑖این  گامی ف که هن شیییود 
𝑉همچنین تابع لیاپانوف تربیعی  فعال باشد. 𝑖سیستم زیر = 𝑥𝑇𝑃𝑥  که

یک ماتریس معین مثبت با ابعاد مناسب است را در نظر داشته  𝑃در آن 
ی ، زیرفضییالیاپانوفبایسییتی توجه داشییت که تحت این تابع  باشییید.
Ω2خارجی  = 𝜈(𝑉, 𝑟) گون معادل بیضییییℰ(𝑃, 𝑟)  بوده و زیرفضیییای
Ω1داخلی  = 𝜈(𝑉, 𝛿) گون نیز معادل بیضیℰ(𝑃, 𝛿) باشد.می 

فعال اسییت،  𝑖های زمانی که زیرسیییسییتم در طول بازههمچنین، 
 باشد:صورت زیر میبه 𝑉مشتا زمانی تابع لیاپانوف 

(23) �̇� = �̇�𝑇𝑃𝑥 + 𝑥𝑇𝑃�̇�
= 𝑔𝑖

𝑇(𝑥, 𝑢𝑖) 𝑃𝑥 + 𝑥𝑇𝑃𝑔𝑖(𝑥, 𝑢𝑖), 
,𝑔𝑖(𝑥 که در آن 𝑢𝑖) ( تعریف شیییده اسیییت و2در ) Δ𝐴𝑖 ،Δ𝐵𝑖  و𝜙𝑖 

اند. جایگزینی این تعریف شیییده 1در فرض  هایی هسیییتند کهنایقینی
 رابطه زیر را به دنبال دارد:(، 23در )موارد 

 

(24) 

�̇� = 𝑥𝑇(𝐴𝑖
𝑇𝑃 + 𝑃𝐴𝑖 + 𝐾𝑖

𝑇𝐵𝑖
𝑇𝑃 + 𝑃𝐵𝑖𝐾𝑖

+ 𝐸𝑎𝑖
𝑇 𝐹𝑖

𝑇𝐷𝑖
𝑇𝑃 + 𝑃𝐷𝑖𝐹𝑖𝐸𝑎𝑖 + 𝐾𝑖

𝑇𝐸𝑏𝑖
𝑇 𝐹𝑖

𝑇𝐷𝑖
𝑇𝑃

+ 𝑃𝐷𝑖𝐹𝑖𝐸𝑏𝑖𝐾𝑖)𝑥 + 𝑓𝑐𝑖
𝑇𝑃𝑥 + 𝑥𝑇𝑃𝑓𝑐𝑖

+ 𝐸𝜙𝑖
𝑇 𝐹𝑖

𝑇𝐷𝑖
𝑇𝑃𝑥 + 𝑥𝑇𝑃𝐷𝑖𝐹𝑖𝐸𝜙𝑖 . 

 شود:نتیجه می 2و فرض  𝛬-با استفاده از نامساوی
 

(25) 𝑓𝑐𝑖
𝑇𝑃𝑥 + 𝑥𝑇𝑃𝑓𝑐𝑖 ≤ 𝜁𝑖𝑥

𝑇𝑃𝑃𝑥 + 𝜁𝑖
−1𝑓𝑐𝑖

𝑇𝑓𝑐𝑖
≤ 𝑥𝑇(𝜁𝑖𝑃𝑃 + 𝜁𝑖

−1𝑀𝑖
𝑇𝑀𝑖 + 𝜁𝑖

−1𝐾𝑖
𝑇𝑁𝑖

𝑇𝑁𝑖𝐾𝑖)𝑥 
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نیز  1 لمیک اسییکالر حقیقی مثبت اسییت. با اسییتفاده از  𝜁𝑖که در آن 
 های زیر را نتیجه گرفت:توان نامساویمی

(26) 𝐸𝜙𝑖
𝑇 𝐹𝑖

𝑇𝐷𝑖
𝑇𝑃𝑥 + 𝑥𝑇𝑃𝐷𝑖𝐹𝑖𝐸𝜙𝑖

≤ 𝛾𝜙𝑖𝑥
𝑇𝑃𝐷𝑖𝐷𝑖

𝑇𝑃𝑥 + 𝛾𝜙𝑖
−1𝐸𝜙𝑖

𝑇 𝐸𝜙𝑖 , 

(27) 𝑥𝑇𝐸𝑎𝑖
𝑇 𝐹𝑖

𝑇𝐷𝑖
𝑇𝑃𝑥 + 𝑥𝑇𝑃𝐷𝑖𝐹𝑖𝐸𝑎𝑖𝑥

≤ 𝛾𝑎𝑖𝑥
𝑇𝑃𝐷𝑖𝐷𝑖

𝑇𝑃𝑥 + 𝛾𝑎𝑖
−1𝑥𝑇𝐸𝑎𝑖

𝑇 𝐸𝑎𝑖𝑥, 

(28) 𝑥𝑇𝐾𝑖
𝑇𝐸𝑏𝑖

𝑇 𝐹𝑖
𝑇𝐷𝑖

𝑇𝑃𝑥 + 𝑥𝑇𝑃𝐷𝑖𝐹𝑖𝐸𝑏𝑖𝐾𝑖𝑥

≤ 𝛾𝑏𝑖𝑥
𝑇𝑃𝐷𝑖𝐷𝑖

𝑇𝑃𝑥 + 𝛾𝑏𝑖
−1𝑥𝑇𝐾𝑖

𝑇𝐸𝑏𝑖
𝑇 𝐸𝑏𝑖𝐾𝑖𝑥, 

بت و دلخواهی  𝛾𝜙𝑖و  𝛾𝑎𝑖 ،𝛾𝑏𝑖ها که در آن های حقیقی مث کالر اسییی
با جایگذاری روابط می  کران(، 24)( در رابطه 28)( الی 25)باشیییند. 

 آید:برای مشتا تابع لیاپانوف بدست می زیرصورت بالایی به

(29) 
�̇� ≤ 𝑥𝑇(𝛹𝑖 + 𝜁𝑖

−1𝑀𝑖
𝑇𝑀𝑖 + 𝜁𝑖

−1𝐾𝑖
𝑇𝑁𝑖

𝑇𝑁𝑖𝐾𝑖

+ 𝛾𝑎𝑖
−1𝐸𝑎𝑖

𝑇 𝐸𝑎𝑖 + 𝛾𝑏𝑖
−1𝐾𝑖

𝑇𝐸𝑏𝑖
𝑇 𝐸𝑏𝑖𝐾𝑖)𝑥

+ 𝛾𝜙𝑖
−1𝐸𝜙𝑖

𝑇 𝐸𝜙𝑖 , 

 جایی که:

(30) 𝛹𝑖 = 𝐴𝑖
𝑇𝑃 + 𝑃𝐴𝑖 + 𝐾𝑖

𝑇𝐵𝑖
𝑇𝑃 + 𝑃𝐵𝑖𝐾𝑖 + 𝜁𝑖𝑃𝑃

+ (𝛾𝜙𝑖 + 𝛾𝑎𝑖 + 𝛾𝑏𝑖)𝑃𝐷𝑖𝐷𝑖
𝑇𝑃, 

𝑥ازای هر هلذا اگر ب باشییید.می ∈ Ω ≔ ℰ(𝑃, 𝑟)\ℰ(𝑃, 𝛿) زیر  شیییرط
 برقرار باشد:

(31) 𝑥𝑇(𝛹𝑖 + 𝜁𝑖
−1𝑀𝑖

𝑇𝑀𝑖 + 𝜁𝑖
−1𝐾𝑖

𝑇𝑁𝑖
𝑇𝑁𝑖𝐾𝑖 + 𝛾𝑎𝑖

−1𝐸𝑎𝑖
𝑇 𝐸𝑎𝑖

+ 𝛾𝑏𝑖
−1𝐾𝑖

𝑇𝐸𝑏𝑖
𝑇 𝐸𝑏𝑖𝐾𝑖 + 𝜌𝑃)𝑥 ≤ −𝛾𝜙𝑖

−1𝐸𝜙𝑖
𝑇 𝐸𝜙𝑖 , 

𝑥ازای هر توان نتیجه گرفت که بهمی ∈ Ω شییرط ،�̇� ≤ 𝜌𝑥𝑇𝑃𝑥 = 𝜌𝑉 
𝑥ازای هر ( به31)رابطه  بارت دیگر با برقراری برقرار اسیییت. به ∈ Ω ،

 .بود ( نیز برقرار خواهد12شرط )
وجود  𝜏2𝑖و  𝜏1𝑖ا س، اگر اسییکالرهای حقیقی مثبت -بر اسییاس لم

 که دو شرط زیر برقرار باشد: ایگونههب ،داشته باشد

(32) −𝛾𝜙𝑖
−1𝐸𝜙𝑖

𝑇 𝐸𝜙𝑖 − 𝜏1𝑖𝑟 + 𝜏2𝑖𝛿 ≥ 0, 

(33) 
𝜏1𝑖𝑃 − 𝜏2𝑖𝑃

− (𝛹𝑖 + 𝜁𝑖
−1𝑀𝑖

𝑇𝑀𝑖 + 𝜁𝑖
−1𝐾𝑖

𝑇𝑁𝑖
𝑇𝑁𝑖𝐾𝑖

+ 𝛾𝑎𝑖
−1𝐸𝑎𝑖

𝑇 𝐸𝑎𝑖 + 𝛾𝑏𝑖
−1𝐾𝑖

𝑇𝐸𝑏𝑖
𝑇 𝐸𝑏𝑖𝐾𝑖 + 𝜌𝑃) ≥ 0. 

 های ماتریسی:نامساویدستگاه آنگاه 

(34) 𝑥𝑇𝑃𝑥 ≤ 𝑟, 
𝑥𝑇𝑃𝑥 ≥ 𝛿, 

Ω زیرفضای که معادل ≔ ℰ(𝑃, 𝑟)\ℰ(𝑃, 𝛿) و در ( 31باشد، شرط )می
با اسیییتفاده از لم بر این، افزون د.نمایرا برآورده می( 12نتیجه شیییرط )

 معادل روابط زیر هستند:ترتیب به( 33و ) (32مکمل شور، روابط )

(35) [
−𝜏1𝑖𝑟 + 𝜏2𝑖𝛿 𝐸𝜙𝑖

𝑇

∗ 𝛾𝜙𝑖𝐼
] ≥ 0, 

(36) 

[
 
 
 
 
−𝛱𝑖 𝑀𝑖

𝑇 𝐾𝑖
𝑇𝑁𝑖

𝑇 𝐸𝑎𝑖
𝑇 𝐾𝑖

𝑇𝐸𝑏𝑖
𝑇

∗ 𝜁𝑖𝐼 0 0 0
∗ ∗ 𝜁𝑖𝐼 0 0
∗ ∗ ∗ 𝛾𝑎𝑖𝐼 0
∗ ∗ ∗ ∗ 𝛾𝑏𝑖𝐼 ]

 
 
 
 

≥ 0, 

 که در آن:

(37) 𝛱𝑖 = −𝜏1𝑖𝑃 + 𝜏2𝑖𝑃 + 𝛹𝑖 + 𝜌𝑃. 

,𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑃−1با ضییرب ماتریس  𝐼, 𝐼, 𝐼)  از سییمت چ  و راسییت در
 خواهیم داشت: ،(36)نامساوی ماتریسی 

(38) 

[
 
 
 
 
−𝜓𝑖 𝑃−1𝑀𝑖

𝑇 𝑊𝑖
𝑇𝑁𝑖

𝑇 𝑃−1𝐸𝑎𝑖
𝑇 𝑊𝑖

𝑇𝐸𝑏𝑖
𝑇

∗ 𝜁𝑖𝐼 0 0 0
∗ ∗ 𝜁𝑖𝐼 0 0
∗ ∗ ∗ 𝛾𝑎𝑖𝐼 0
∗ ∗ ∗ ∗ 𝛾𝑏𝑖𝐼 ]

 
 
 
 

≥ 0, 

 که در آن:

(39) 
𝜓𝑖 = −𝜏1𝑖𝑃

−1 + 𝜏2𝑖𝑃
−1 + 𝜌𝑃−1 + 𝑃−1𝐴𝑖

𝑇

+ 𝐴𝑖𝑃
−1 + 𝑃−1𝐾𝑖

𝑇𝐵𝑖
𝑇 + 𝐵𝑖𝐾𝑖𝑃

−1 + 𝜁𝑖𝐼

+ (𝛾𝜙𝑖 + 𝛾𝑎𝑖 + 𝛾𝑏𝑖)𝐷𝑖
𝑇𝐷𝑖 , 

(40) 𝑊𝑖
𝑇 = 𝑃−1𝐾𝑖

𝑇 , 

شد. می 𝑖ازای هر اگر بهلذا، با ∈ {1, 2,… ,𝑚}، ساوی سی نام های ماتری
 ( برقرار خواهد بود.12( برقرار باشند، رابطه )38( و )35)

به عادلی برای شیییرط ) یافتنمنظور حال،  به13م صیییورت ( 
𝑉، تابع لیاپانوف های ماتریسییینامسییاوی = 𝑥𝑇𝑃𝑥 ( 13در ) جایگذاری

طه )شیییودمی یب راب بدین ترت طه 13.  عادل راب هر ازای به زیر(، م
𝑥 ∈ ℰ(𝑃, 𝑟)\ℰ(𝑃, 𝛿) خواهد بود: 

(41) 𝑥𝑇(𝑡𝑘
+)𝑃𝑥(𝑡𝑘

+) ≤ 𝜇𝑥𝑇(𝑡𝑘)𝑃𝑥(𝑡𝑘), 

نتیجه  (1از ) 𝑖با اسیییتفاده از تابع جهش مربوط به زیرسییییسیییتم 
𝑥(𝑡𝑘که  شیییودمی

+) = 𝐶𝑖𝑥(𝑡𝑘)( 41. لذا از) توان نتیجه گرفت که می
𝑥ازای هر به ∈ ℰ(𝑃, 𝑟)\ℰ(𝑃, 𝛿) باید رابطه زیر برقرار باشد: 

(42) 𝑥𝑇(𝑡𝑘)(𝐶𝑖
𝑇𝑃𝐶𝑖 − 𝜇𝑃)𝑥(𝑡𝑘) ≤ 0. 

-با ا مال لم( بیان شد، 33( و )32مشابه آنچه که در مورد روابط )
شرط ) ساس توضیحات فوق )( 42ا س،  شرط )که بر ا برای ( 13معادل 

و  𝜏3𝑖اگر اسکالرهای حقیقی مثبت  ،شودبرآورده میاست( ( 1سیستم )
𝜏4𝑖 ای که روابطگونههوجود داشته باشد ب: 

(43) −𝜏3𝑖𝑟 + 𝜏4𝑖𝛿 ≥ 0, 

(44) 𝜏3𝑖𝑃 − 𝜏4𝑖𝑃 − (𝐶𝑖
𝑇𝑃𝐶𝑖 − 𝜇𝑃) ≥ 0 

شند. شور برای نامساوی  برقرار با ستفاده از لم مکمل  س س ( 44)با ا و 
,𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑃−1حاصییل در ماتریس این  کردن ضییرب 𝐼)  از سییمت چ  و(

 شود:راست( نامساوی زیر حاصل می

(45) [
𝜏3𝑖𝑃

−1 − 𝜏4𝑖𝑃
−1 + 𝜇𝑃−1 𝑃−1𝐶𝑖

𝑇

∗ 𝑃−1
] ≥ 0. 

های ( با نامسیییاوی13)شیییرط  نشیییان داده شییید که بدین ترتیب
 :طور مشابه، با جایگذاریهب د.گرد( معادل می45)( و 43)ماتریسی 

(46) 𝑉(𝑡𝑘
+) = 𝑥𝑇(𝑡𝑘

+)𝑃𝑥(𝑡𝑘
+) =  𝑥𝑇(𝑡𝑘)𝐶𝑖

𝑇𝑃𝐶𝑖𝑥(𝑡𝑘) 

توان نتیجه گرفت که رابطه س میا -و سییی س ا مال لم (14)در رابطه 
سکالر حقیقی مثبت 14) ست، اگر ا شد  𝜏5𝑖( نیز برقرار ا شته با وجود دا
 :ای که روابطگونههب

(47) 𝛿′ − 𝜏5𝑖𝛿 ≥ 0, 

(48) 𝜏5𝑖𝑃 − 𝐶𝑖
𝑇𝑃𝐶𝑖 ≥ 0 
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و  (48) برای نامسییاویمجدداً با ا مال لم مکمل شییور  برقرار باشییند.
صل در ماتریس ضربس س  ,𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑃−1کردن نتیجه حا 𝐼)  سمت )از 

 نامساوی ماتریسی زیر را نتیجه گرفت:توان می ،چ  و راست(

(49) [
𝜏5𝑖𝑃

−1 𝑃−1𝐶𝑖
𝑇

∗ 𝑃−1
] ≥ 0. 

، (35)های ماتریسییی ، با در نظر گرفتن نامسییاویطور خلاصییههب
برای سیییسییتم ( 14)( الی 12)، روابط (49( و )47(، )45(، )43(، )38)
سیگنال کنترل )1) شرطیابدتحقا می( 22( تحت  ( نیز 15) . لذا، اگر 

( 1)سیستم در همه مسیرهای حالت ، 1طبا قضیه د، آنگاه صحیح باش
شرازای به ،(22)تحت ورودی کنترل  𝑥0ط اولیه هر  ∈ ℰ(𝑃, 𝑟)تنها، نه 

,ℰ(𝑃گون خارجی درون بیضی 𝑟) صورت نمایی به به ، بلکهماندباقی می
,ℰ(𝑃گون نامتغیر بیضی 𝛿′) د شد.نیز همگرا خواه 

شاهده می: 5نکته  ساویم ستههای بشود که نام آمده، همگی د

ه استفاد منظوربه. لذا هستندهای ماتریسی خطی و یا دوخطی نامساوی
شرط های ماتریسی، این دسته از نامساوی موجود برای ابزارهایاز جعبه

𝜇با توجه به اینکه ( بایستی بازنویسی شود. 15خطی )غیر ≥ است و  1
ln(𝜇)در نتیجه  ≤ 𝜇 − ست،  1 شرط خطی ( را می15شرط )ا توان با 

 نمود:کارانه زیر جایگزین ولی تا حدودی محافظه

(50) 𝜌 − (𝜇 − 1) 𝜏𝑚𝑖𝑛⁄ > 0, 

رحال، در  مل همواره حداکثر بزرگی سییییگنال کنترل محدود هبه
باً برای این منظور،  .[27] باشیییدمی نامسیییاوی زیر بهره گرفته غال از 
 شود:می

(51) ‖𝑢‖2 = 𝑢𝑇𝑢 ≤ 𝑢𝑚𝑎𝑥
2 , 

 ذاباشد. لمعلوم میاز پیش و یک اسکالر حقیقی مثبت  𝑢𝑚𝑎𝑥جایی که 
 ود.ششرایط کافی دیگری برای تضمین این محدویت ارائه می ،در ادامه

منظور داشیییتن یک سییییگنال به(، 51( و )22با توجه به روابط )
با نُ بهکنترل  ید  با بارت زیر  حدود،   𝑖ازای هر رم م ∈ {1, 2,… ,𝑚}  و
𝑥برای هر  ∈ ℰ(𝑃, 𝑟) :برقرار باشد 

(52) ‖𝑢𝑖‖
2 = 𝑢𝑖

𝑇𝑢𝑖 = 𝑥𝑇𝐾𝑖
𝑇𝐾𝑖𝑥 ≤ 𝑢𝑚𝑎𝑥

2 . 

، معادل شییرط آورده شییدآنچه در قبل  با روندی مشییابهبا ا مال 
 :خواهد بود، دو نامساوی ماتریسی خطی زیر (52)

 

(53) 𝑢𝑚𝑎𝑥
2 − 𝜏6𝑖𝑟 ≥ 0, 

(54) [
𝑃−1 𝑊𝑖

𝑇

∗ 𝜏6𝑖𝐼
] ≥ 0, 

زای ا، اگر به بارت دیگرهب اسکالری حقیقی و مثبت است. 𝜏6𝑖که در آن 
𝑖هر  ∈ {1, 2,… ,𝑚}، ند، 54)( و 53)های نامسیییاوی ( برآورده شیییو

گرفتن با درنظر .گردد( تضمین می22)رم سیگنال کنترل نُبودن محدود
𝐿 همچنینتوضیییحات فوق و  = 𝑃−1  و𝑊𝑖 = 𝐾𝑖𝑃

−1 = 𝐾𝑖𝐿 ،توان می
 زیر را توسعه داد. نتیجه، 1بر اساس قضیه 

0های حقیقی و مثبت ثابت :1 نتیجه < 𝛿 < 𝑟  و𝑢𝑚𝑎𝑥  را در نظر

بت  ماتریس معین مث که  ید  ید. فرض کن ماتریس𝐿بگیر ، 𝑊𝑖های ، 

𝜌 ،𝜇اسیییکالرهای حقیقی و مثبت  ≥ 1 ،𝛿′ > 𝛿 ، 𝜁𝑖 ،𝜏𝑗𝑖 ،𝛾𝑎𝑖 ،𝛾𝑏𝑖  و
𝛾𝜙𝑖  که در آن𝑖 ∈ {1,2,… ,𝑚}  و𝑗 ∈ {1,2,… اسییت وجود داشییته  {6,

و  (49(، )47، )(45(، )43(، )38(، )35) ای که شیییرایطگونههباشیییند ب
𝑖ازای هر به (50) ∈ {1, 2,… ,𝑚} .ه بستآنگاه سیستم حلقه برقرار باشد
𝑢𝑖( با 22)( تحت قا ده کنترل 1) = 𝐾𝑖𝑥 = 𝑊𝑖𝐿

−1𝑥 شرط به ازای هر 
𝑥(𝑡0)اولیه  ∈ ℰ(𝐿−1, 𝑟) گون صیییورت نمایی به بیضییییبهℰ(𝐿−1, 𝛿′) 

( نیز برقرار باشییید، 54( و )53اگر شیییرایط ) لاوه، هشیییود. بهمگرا می
نال کنترل طراحی حدود شییییده دارای نُسییییگ شیییرط  بوده ورم م

‖𝑢‖2 = 𝑢𝑇𝑢 ≤ 𝑢𝑚𝑎𝑥
𝑥(𝑡) رازای هبه 2 ∈ ℰ(𝐿−1, 𝑟) .برقرار است 

شیییود، مقدار دیده می 1طور که در برهان قضییییه همان: 6 نکته

ندیدای  بهکا پانوف  یا مایی تابع ل کاهش و مطابا رابطه زیر صیییورت ن
 :یابدمی

(55) 𝑉(𝑡) ≤ 𝑉(𝑡0) 𝑒𝑥𝑝(−𝛼(𝑡 − 𝑡0)), 

طه ) 𝛼که در آن، متغیر  جا15در راب که ( تعریف شیییده اسیییت. ازآن
𝑉 = 𝑥𝑇𝑃𝑥 کران بالایی برای نُرم متغیرهای 1نتیجه توان در است، می ،

 صورت زیر بدست آورد:حالت به

(56) ‖𝑥(𝑡)‖ ≤ √
𝜆𝑚𝑎𝑥(𝑃)

𝜆𝑚𝑖𝑛(𝑃)
‖𝑥(𝑡0)‖ 𝑒𝑥𝑝 (−

𝛼

2
(𝑡 − 𝑡0)). 

 نکات عملی دیگرسازی مقادیر و بهینه -3-1
گون جاذب )یا همان حداقل ترین بیضیمنظور دستیابی به کوچکبه

را حداقل نمود. و یا هر دو  𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒{𝐿}یا  𝛿توان اندازه غایی(، می کران
𝛿دادن کلیت، در ادامه برای کاهش بار محاسبات و بدون از دست = 1 

اندازه  𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒{𝐿}کردن شود که با محدودفرض شده و س س تلاش می
 𝐿گون جاذب حداقل گردد. در واقع، کاهش این ویژگی از ماتریس بیضی

 .[27]گردد گون میسبب کاهش جمع مربعات قطرهای بیضی
صورت ثابتهب سکالر هرحال، در   𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒{𝐿}سازی حداقل، 𝑟بودن ا

ضی  ورمنظشود. بنابراین، بهگون خارجی نیز میسبب کاهش اندازه بی
قدار  ،خارجی گونکردن بیضییییحداکثر ید م مان طور هبرا  𝑟با همز

منظور کاهش اندزه مجمو ه نامتغیر حداکثر نمود. در کنار این موارد، به
ℰ(𝑃, 𝛿′) مقدار پارامتر ،𝛿′ .بایستی حداقل گردد 

سازی  ملی سویاز  شود  دیگر، در پایدار صل  ستی اطمینان حا بای
شییده از پیش تعیینو که همه مسیییرهای حالت به یک فضییای محدود 

 صیییورتبه این فضیییا ،گردند. در مورد توابع لیاپانوف تربیعیمیهمگرا 
,ℰ(𝑄𝑖𝑛گون بیضی یک ماتریس  𝑄𝑖𝑛که در آن  شودگرفته مینظر در (1

 ،𝑄𝑖𝑛 ه ماتریسکآنجایی. ازاسیییتمتقارن معین مثبت و از پیش معلوم 
یا برای معکوس آن می ،متقارن و معین مثبت اسیییت توان برای آن و 

ای گونههبتوان را می 𝑋𝑖𝑛طور مثال، ماتریس ه. بریشییه دوم تعیین نمود
𝑋𝑖𝑛که تعیین کرد 

𝑇 𝑋𝑖𝑛 = 𝑄𝑖𝑛
شد. 1− شده در  با شنهاد  نتیجهدر روش پی

سیرهای حالت ، به1 صول اطمینان از همگرایی م ضای منظور ح به زیرف
ℰ(𝑄𝑖𝑛,  زیر برقرار باشد:، بایستی شرط (1

(57) ℰ(𝑃, 𝛿 = 1) ⊆ ℰ(𝑄𝑖𝑛, 1) ⊆ ℰ(𝑃, 𝑟) 
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,ℰ(𝑃از آنجا که و  𝑟) = ℰ(𝑟−1𝑃, ست، آنگاه (1 نیز زمانی ( 57)شرط  ا
𝑃−1که  بارت  ≤ 𝑄𝑖𝑛

−1 ≤ 𝑟𝑃−1  .در لذا برآورده شود، معتبر خواهد بود
 :گنجانده شودبایستی دو شرط زیر نیز  ،سازیمسهله بهینه

(58) 𝐿 ≤ 𝑄𝑖𝑛
−1, 

(59) [𝐿 𝑋𝑖𝑛
𝑇

∗ 𝑟𝐼
] ≥ 0 

بارت  ،که در آن مال  (59)  مل شیییور بر روی شیییرط لم از ا  مک
𝑄𝑖𝑛

−1 = 𝑋𝑖𝑛
𝑇 𝑋𝑖𝑛 ≤ 𝑟𝑃−1 دست آمده است.هب 

شیییده شیییرایط بیان شیییود کهمجدداً یادآور می بر این موارد، لاوه
صییورت محلی به 2فرض  ،و بر همین اسییاس هسییتندصییورت محلی به

ستم سی سیاری از  ست. این حالت برای ب شده ا های غیرخطی منظور 
صدق می شرط لی واقعی نیز  ضای کند که در آنها  شیتز بر روی کل ف

ℝ𝑛 صییورت که ممکن اسییت بتوان این شییرط را بهحالیدر ،برقرار نبوده
𝔻محلی و بر روی یک زیردامنه  ⊆ ℝ𝑛  در نظر گرفت. چنین شیییرط

ران بالای مربوط به تابع لیاپانوف کشییییتزی در روند اسیییتخراج لی 
 ابطور بودن اطمینان از معتبر منظورمورد توجه بوده است. لذا به تربیعی

 شرط زیر بایستی برقرار باشد: (،38( و )35)

(60) ℰ(𝑃, 𝑟) = ℰ(𝑟−1𝑃, 1) ⊆ ℰ(𝑄𝑜𝑢𝑡, 1) ⊆ 𝔻, 

𝑄𝑜𝑢𝑡که در آن  > ست 0  ایگونهه، بیک ماتریس معین مثبت مطلوب ا
,ℰ(𝑄𝑜𝑢𝑡که  1) ⊆ 𝔻 گون ممکن درون بزرگترین بیضی𝔻 شد . شرط با

 گردد که  بارت زیر برقرار باشد:حاصل می هنگامیفوق نیز 

(61) 𝑟𝑃−1 ≤ 𝑄𝑜𝑢𝑡
−1 . 

 به همراه سیایر قیود، قید زیر ،سیازی مورد نظرلذا در مسیهله بهینه
 گردد:مینیز لحاظ 

(62) 𝑄𝑜𝑢𝑡
−1 − 𝑟𝐿 ≥ 0. 

 منظور دسییتیابیبهشییده در بالا، با در نظر گرفتن توضیییحات بیان
 ترینبزر  به همراه رسیییدن به همزمان به پارامترهای کنترلی مطلوب

زیر سییازی مسییهله بهینهترین کران غایی، گون جذب و کوچکبیضییی
 :شودمیتعریف 

(63) 
𝑚𝑖𝑛.: 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒{𝐿} + 𝜔1𝛿

′ − 𝜔2𝑟

𝑠. 𝑡. ∶ 𝑟 ≥ 1, 𝜇 ≥ 1, 𝛿′ > 1, (35), (38), (43), (45),

            (47), (49), (50), (53), (54), (58), (59), (62)
 

 باشند.ضرایب مصالحه می 𝜔2و  𝜔1که در آن 
 

 سازیشبیه -4

 نتای کارایی با استفاده از دو مثال  ددی و یک مثال  ملی،  ،در ادامه
شرط  ،غیرخطی های، دینامیکها. در این مثالشودبررسی می 3بخش 

و ن بودپذیردلیل مشتاد ولی بهنکنبرآورده نمی ℝ𝑛بر روی شیتز را لی 
یک زیرفضای محدود اطراف مبدأ، ماتریس  درتوان ، میبودنپیوسته

 دست آورد.هب (باشدبرقرار  2ای که فرض گونههب)ا شیتز رثوابت لی 

ستم  :1مثال  سی شامل 1)فرض کنید که  ستم با ( تنها  سی یک زیر

 پارامترهای معلوم زیر:

(64) 𝐴 = [
−1 2
2 3

] , 𝐵 = [
0
1
], 

𝑓𝑐(𝑥) = (0.1𝑥1𝑥2 0.1𝑥1
2)𝑇 , 𝐶 = −1.1 × 𝐼2×2. 

 :هایها توسط ماتریسو نایقینیبوده 

(65) 
𝐷 = 0.1 × 𝐼2×2, 𝐹(𝑡) = diag(𝑠𝑖𝑛(𝑡) , 𝑐𝑜𝑠(𝑡)), 

10𝐸𝜙 = 𝐸𝑏 = [
1
1
] , 𝐸𝑎 = [

1 1
1 1

] 

ست که ماتریس معرفی شده  شد. واضح ا شیتز را بر شرط لی  𝑓𝑐(𝑥)با
 :ولی بر روی زیرفضای ؛کندبرآورده نمی ℝ𝑛روی کل فضای 

(66) 𝔻 = {𝑥 ∈ ℝ2||𝑥1| ≤ 10} 

 رابطه زیر برقرار است:

(67) 𝑓𝑐
𝑇𝑓𝑐 = 0.01𝑥1

2(𝑥1
2 + 𝑥2

2) ≤ (𝑥1
2 + 𝑥2

2) = 𝑥𝑇𝑥 

بت ثا یب،  ی بدین ترت 𝑀 ،شییییتزهای ل = 𝐼2×2  و𝑁 = و  بوده 0
 𝔻ای انتخاب گردد که درون زیرفضییای گونههبایسییتی مجمو ه جذب ب

شد. برای این منظور شته با ضای مطلوب  ،جای دا ,ℰ(𝑄𝑜𝑢𝑡زیر ف که  (1
𝑄𝑜𝑢𝑡در آن  = 𝑑𝑖𝑎𝑔(0.01, 1 × ست (10−10 . شودگرفته میدر نظر  ا
ید  جه با یه که  داشیییتتو به بر اسیییاس تجز قادیر تکین مربوط  م

های بیضییییماتریس ندازه قطر بت، ا ,ℰ(𝑄𝑜𝑢𝑡گون های معین مث 1) ،
باشیید. از طرف می 𝑄𝑜𝑢𝑡جذر مقادیر ویژه ماتریس معکوس متناسییب با 

ستای محور 66مطابا رابطه )دیگر،  ضای مجاز در را نامحدود  𝑥2(، زیرف
ست. لذا ، در واقعیت مقدار ویژه  ستا 𝑄𝑜𝑢𝑡ا ست. ولی  𝑥2ی در را صفر ا

ستفاده می 𝑄𝑜𝑢𝑡معکوس  ،(62که در قید )ازآنجا  ،شود، این مقدار ویژها
پذیربودن، قطر بسیییار کوچک انتخاب شییده اسییت تا ضییمن معکوس

ضیب شدی سیار بزر  با ستا ب صل در این را ضدر نتیجه و  گون حا ای ف
زیرفضییای  در کنار زیرفضییای مجاز،. مجاز در این راسییتا محدود نگردد

,ℰ(𝑄𝑖𝑛 صیییورت، بهجاذب مطلوب 𝑄𝑖𝑛با  (1 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(10,10)  در نظر
 شود.میگرفته 

ضربه بهسازی، دنباله زمانشبیه در اینبر این،  لاوه  صورتهای 
ین دگردمی فرض {3/0, 7/0, 1/1, 6/1, 2/2, 8/2, 4/3,}...  . در ا

اسیییت. با در نظر گرفتن  ثانیه 3/0( 𝜏𝑚𝑖𝑛) حداقل زمان توقف ،دنباله
𝑢𝑚𝑎𝑥  نه100برابر له بهی به63)سیییازی ، مسیییه یافتن (   بهرهمنظور 
آمده  دسییتهشییود. پارامترهای مطلوب بحل میمناسییب کننده کنترل

  بارت است از:

(68) 𝐿 = [
0.0061 −0.0035

−0.0035 0.0069
] , 𝑟 = 16293, 

𝐾 = [−6.9595 −9.1851], 𝛿′ = 1.2102. 
,ℰ(𝐿−1گون درون بیضیمسیر حالت ماندن باقی 1شکل  𝑟)، ازایبه 

دهد. را نشیییان میهای آتی برای همه زمانو  گوناگونط اولیه ایشیییر
مدتی  لت پس از  حا به و همچنین این مسییییرهای  به  برای اولین مرت

,ℰ(𝐿−1گون جذب بیضییی 𝛿)  همگرا شییده و پس از آن درون مجمو ه
,ℰ(𝐿−1 مثبت نامتغیر 𝛿′) .ند ، هر یک از 2شیییکل  در باقی خواهد ما
لت و های متغیر بههمچنین حا نال کنترل  یه ازای شیییرسییییگ ط اول

𝑥(0) = (0 8.5)𝑇 ست.صورت مجزا به شده ا طور همان نمایش داده 
سیگنال کنترل از حد تعیینشود، که دیده می ست. اندازه  شده کمتر ا
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|𝑢| بارت دیگر، به ≤ 𝑢𝑚𝑎𝑥 =  3شیییکل  بر این، لاوه باشییید.می 100
شان میتغییرات   شودمیملاحظه دهد. تابع لیاپانوف را در طول زمان ن

صله زمانی  قبلمقدار تابع لیاپانوف،  که از رسیدن به ناحیه جذب، در فا
ای هصورت نمایی کاهش داشته ولی در زمانبه ،متوالیمابین دو سوئیچ 

  یابد.سوئیچ افزایش می

 و زیرسیستم زیر را در نظر بگیرید:شامل د ،(1)سیستم  :2 مثال

(69) 

𝐴1 = [
−1 2
2 3

] , 𝐴2 = [
−2 1
1 1

], 

𝐵1 = 𝐵2 = (0 1)𝑇 , 𝐶1 = −𝐶2 = −1.1 × 𝐼2×2, 

𝑓𝑐1(𝑥) = 0.5 [
𝑥1𝑥2 + 𝑥1

2

𝑥1𝑥2 + 𝑥2
2] , 𝑓𝑐2(𝑥) = 0.3 [

𝑥1𝑥2

𝑥2
2 ], 

(70) 

𝐷1 = 𝐷2 = [
0.1 0
0 0.1

] , 𝐸𝑎1 = 𝐸𝑎2 = [
1 1
1 1

], 

𝐸𝑏1 = 𝐸𝑏2 = [
1
1
] , 𝐸𝜙1 = 𝐸𝜙2 = (0.1 0.1)𝑇 , 

𝐹(𝑡) = diag(𝑠𝑖𝑛(𝑡) , 𝑐𝑜𝑠(𝑡)). 

شرط  ،ℝ2ی ها بر روی کل فضاکدام از زیرسیستماینجا نیز هیچدر 
توان نشان داد که زیرسیستم اول ولی می کندشیتز را برآورده نمیلی 

𝔻1بر روی زیرفضیییای  = {𝑥 ∈ ℝ2||𝑥1 + 𝑥2| ≤ با   {2 𝑀1و  = 𝐼   و
𝑁1 = 𝔻2و زیرسیستم دوم بر روی زیرفضای  0 = {𝑥 ∈ ℝ2||𝑥2| ≤ 4} 

با  𝑀2و  = 1.5 × 𝐼  و𝑁2 = لذا با را  2، فرض 0 برآورده خواهند نمود. 
 :گوندر نظر گرفتن دو بیضی

(71) ℰ(𝑄1
𝑜𝑢𝑡, 1) ⊂ 𝔻1, ℰ(𝑄2

𝑜𝑢𝑡, 1) ⊂ 𝔻2 

 که در آن:

(72) 
𝑄1

𝑜𝑢𝑡 = [
0.2550 0.2450
0.2450 0.2550

], 

𝑄2
𝑜𝑢𝑡 = [

0.0001 0
0 0.0625

], 

 𝔻2و  𝔻1. دو زیر فضای شودکننده میباشد، اقدام به طراحی کنترلمی
نشییان داده شییده  4شییکل های خارجی مطلوب در گونهمراه بیضیییبه

𝑄1های دقت نمایید که ماتریس اسیییت.
𝑜𝑢𝑡  و𝑄2

𝑜𝑢𝑡 ای انتخاب گونههب
  پوشش داده شود. 𝔻2و  𝔻1اند که تقریباً اشتراک دو زیرفضای شده

شبیه کنندهمنظور طراحی کنترلبه ر ه شود کهفرض می ،سازیو 
نماید ثانیه به دیگری سیییوئیچ می 5/0 زیرسییییسیییتم پس از گذشیییت

(𝜏𝑚𝑖𝑛 = ,ℰ(𝑄𝑖𝑛و فضای همگرایی مطلوب  (0.5  1نیز، مشابه مثال  (1
سی ابههمچنین، . شوددر نظر گرفته می ثر محدودکردن نُرم منظور برر

نال کنترل،  گاهسییییه سییییگ ید )الف( گردد، مختلف بررسیییی می د

 .1: )بالا( ناحیه جذب و )پایین( کران غایی در مثال 1شکل 

 .1برای مثال  : مقدار تابع لیاپانوف در طول زمان3 شکل

 باشد.به نزدیکی مبدأ. )راست( سیگنال کنترل که دارای نرم تعیین شده می 1در مثال  : )چپ و وسط( همگرایی متغیرهای حالت2 شکل
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سیگنال کنترل،  𝑢𝑚𝑎𝑥 محدودیت )ب(نامحدودبودن نُرم  =  )ج(، و 20
𝑢𝑚𝑎𝑥 محدودیت سییختگیرانه =  (،63) حل مسییهلهتای  حاصییل از ن .5

  به قرار زیر است:ترتیب به ،برای هر یک از این سه دیدگاه

(73) 

𝐿 = [
0.0107 −0.0089

−0.0089 0.0095
],  

𝛿′ = 1.2100, 𝑟 = 1665.1002, 

𝐾1 = [−79.2338 −95.3655], 

𝐾2 = [−39.0539 −47.0369]. 

(74) 

𝐿 = [
0.0377 −0.0310

−0.0310 0.0322
],  

𝛿′ = 1.2149, 𝑟 = 495.4596, 

𝐾1 = [−5.8141 −9.6800], 

𝐾2 = [−7.3230 −10.3304]. 

(75) 

𝐿 = [
0.0548 −0.0348

−0.0348 0.0385
],  

𝛿′ = 1.2125, 𝑟 = 26.8931, 

𝐾1 = [−4.0053 −7.4266], 

𝐾2 = [−4.2190 −7.1102]. 
حاصییل از ا مال این سییه  ،کران غاییو  احیه جذبنمقایسییه بین 

شود، فضای آورده شده است. همانطور که دیده می 5، در شکل دیدگاه
آمده در دو دیدگاه )ب( و )ج( کاملًا با یکدیگر تفاوت دسیییتهجاذب ب
ا یعنی ب ؛شییده در بخش مقدمه اسییتو تهییدکننده مطلب بیان داشییته

ا مال محدودیت بر روی نُرم سییییگنال کنترل، ناحیه جذب محدودتر 
اگر به ناحیه جذب مربوط به دو دیدگاه )الف(  با این اوصافخواهد شد. 
حذف بر خلاف انتظار، پس از که مشیییهود اسیییت ، شیییودو )ب( توجه 

ناحیه جذب چندان تفاوتی  یتمحدود بر روی نُرم سییییگنال کنترل، 
 هایگونین موضوع، محدودشدن فضای مجاز توسط بیضیندارد.  لت ا
ℰ(𝑄1

𝑜𝑢𝑡, ℰ(𝑄2و  (1
𝑜𝑢𝑡, رغم افزایش اندازه ای که  لیگونههاسیییت، ب (1

اید بتواند توسیییعه پیدا نماید. البته سییییگنال کنترل، ناحیه جذب نمی
محدودیت بر روی سیییگنال کنترل، یا کاهش که با حذف  داشییتتوجه 

در هر سییه دیدگاه، کران  هرحالهب .تر شییودکوچکتواند کران غایی می
,ℰ(𝑄𝑖𝑛غایی در فضای همگرایی مطلوب  توان د. بنابراین، میقرار دار (1

ضای مطلوب  صورت کاهش ف ,ℰ(𝑄𝑖𝑛نتیجه گرفت که در   منظوربه، (1
تر، باید محدودیت بر روی سیگنال کنترل رسیدن به ناحیه جذب وسیع

 کاهش یابد.

سه بین 6شکل  سه دیدگاه را سیگنال مقای ر دهای کنترل در این 
شبیه شان میسازی یک  شروع کار زیرسیستم اول دهدن ، جایی که در 

سه  .نمایندثانیه به یکدیگر سوئیچ می 5/0 هرها زیرسیستمفعال بوده و 
سان به ،سیگنال کنترل شرط اولیه یک 𝑥(0)ازای  = (−1 +1)𝑇  که(

سه دیدگاه قرار دارد(  شدهدر ناحیه جذب مربوط به هر  سیم  ست تر . ا
شاهده می سیگنال کنترل در دیدگاهم های )ب( و )ج( از شود که نُرم 

توان نتیجه می 6و  5با تحلیل دو شییکل  شییده کمتر اسییت.حد تعیین
ر تتر به همراه ناحیه جذب وسیعگرفت که رسیدن به کران غایی کوچک

ستلزم ا سیگنال کنترل بزر م شد. لذا همواره در طراحی تر می مال  با
شکل  باید بین این موارد مصالحه نمود. تغییرات متغیرهای  7همچنین 

شان می سه دیدگاه )الف(، )ب( و )ج( ن طور که هماندهد. حالت را در 
و  رخ دادهشیییود، همگرایی به ناحیه کوچکی نزدیک به مبدأ می دیده

های صییفرنشییونده، همچنان نوسییاناتی در اطراف نایقینیدلیل وجود به
د ننکبا تنظیم سیگنال کنترل سعی می هاکننده. کنترلداردمبدأ وجود 

  د.نرا به اندازه کافی کوچک نمای تا این کران غایی

با  جریان مسییتقیمموتور  بهشییده روش معرفی ،جادر این :3 مثال

سری   معادلات دینامیکی حاکم بر این .شودا مال می GE752تحریک 
 :[33، 27] نمایداز روابط زیر تبعیت می ،هاموتور

(76) 
𝐿

𝑑𝑖𝑎(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑉(𝑡) − 𝑅𝑖𝑎(𝑡) − 𝐾𝑖𝑎(𝑡)𝜔(𝑡) − 𝜂1(𝑡), 

𝐽
𝑑𝜔(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝐾𝑖𝑎

2(𝑡) − 𝐵𝑚𝜔(𝑡) − 𝑇𝐿 − 𝜂2(𝑡), 

موتور،  جریان 𝑖𝑎(𝑡)، ای شیییفت موتورسیییر ت زاویه 𝜔(𝑡) ،که در آن
𝑅 = 𝑅𝑎 + 𝑅𝑓 مجموع مقاومت آرمیچر و مدار تحریک ،𝐿 = 𝐿𝑎 + 𝐿𝑓 

 .2برای هر زیرسیستم در مثال  : زیرفضاهای مطلوب4 شکل

-غایی به: )بالا( مقایسه ناحیه جذب و )پایین( مقایسه کران 5 شکل

 .2 های مختلف بر روی نُرم سیگنال کنترل در مثالازای محدودیت
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ممان اینرسیییی ترتیب به 𝐵𝑚و  𝐽، مجموع اندوکتانس آرمیچر و تحریک
𝐾، روتور و ضییریب اصییطکاک = 𝐾𝑒𝐾𝑓 های ثابت شییاملثابت  ضییریب

، اههایی همانند افت ولتاژ جاروبکگر نایقینیبیان 𝜂1، تحریکموتور و 
𝜂2 هایی همانند گشییتاور بادگر نایقینیبیان ،𝑇𝐿  گشییتاور بار متصییل به

 با انتخاب متغیرهای کمکی: باشد.ولتاژ تغذیه موتور می 𝑉شفت و 

(77) 𝑥1 = 𝑖𝑎 − 𝐼𝑟 , 𝑥2 = 𝜔 − 𝜔𝑟 , 𝑢 = 𝑉 − 𝑉𝑟 

 :شودمعادلات زیر حاصل می(، 76و ا مال آنها در )

(78) 𝐿�̇�1 = −(𝑅 + 𝐾𝜔𝑟)𝑥1 − 𝐾𝐼𝑟𝑥2 − 𝐾𝑥1𝑥2 + 𝑢 − 𝜂1, 
𝐽�̇�2 = 2𝐾𝐼𝑟𝑥1 − 𝐵𝑚𝑥2 + 𝐾𝑥1

2 − 𝜂2, 
مرجع ترتیب جریان، سیییر ت دوران و ولتاژ به 𝑉𝑟و  𝐼𝑟 ،𝜔𝑟که در آن 

 (1)صورت توان بهباشد. این سیستم را میمورد نیاز در حالت تعادل می
  بیان نمود. پارامترهای این سیستم  بارتند از:

(79) 𝐴 =

[
 
 
 −

𝑅 + 𝐾𝜔𝑟

𝐿
−

𝐾

𝐿
𝐼𝑟

2𝐾

𝐽
𝐼𝑟 −

𝐵𝑚

𝐽 ]
 
 
 
, 𝐵 = (−1 𝐿⁄ 0)𝑇 

𝑓𝑐 = 𝐾(−𝑥1𝑥2 𝐿⁄ 𝑥1
2 𝐽⁄ ) 

 که در آن:

(80) 𝑓𝑐
𝑇𝑓𝑐 = 𝐾2(𝑥1 𝐽⁄ )2𝑥1

2 + 𝐾2(𝑥1 𝐿⁄ )2𝑥2
2 

|𝑥1|بر روی فضایی که  ،𝑓𝑐کران بالای  ≤ 𝐼𝑟 :باشد،  بارت است از 

(81) 𝑓𝑐
𝑇𝑓𝑐 ≤ (𝑥1 𝑥2)𝑑𝑖𝑎𝑔 (𝐾2 (

𝐼𝑟
𝐽
)
2

, 𝐾2 (
𝐼𝑟
𝐿
)
2

) (
𝑥1

𝑥2
) 

  :باشدصورت زیر میشیتز بهبنابراین ماتریس ثوابت لی و 

(82) 𝑀 = 𝑀𝑇 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝐾 𝐼𝑟 𝐽⁄ , 𝐾 𝐼𝑟 𝐿⁄ ), 𝑁 = 0. 

|𝑥1|بر محدودیت  لاوه ≤ 𝐼𝑟 وامل دیگری نیز محدوده جسییتجو  ،
دهند که  بارتند از حداکثر سر ت دوران شفت و حداکثر را کاهش می

 1جدول توان مکانیکی موتور. با توجه به پارامترهای مورد نظر که در 
𝑄𝑜𝑢𝑡آورده شده است، در این مثال  = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝐼𝑟

−2, 𝜔𝑟
در نظر گرفته  (2−

سیر حالت می شود. همچنین برای دقت  ملکرد این موتور، همگرایی م
𝑄𝑖𝑛به کران  = 𝑑𝑖𝑎𝑔(10,10)  حاظ می که ل عادلگردد  حداکثر  م

پارامتر سیییر ت و جریان اسیییت.  3/0خطایی در حدود  برای هر دو 
ها نایقینی شییود که تنها پارامترهای موتور که در آنهمچنین فرض می

صطکاک  ،وجود دارد ست. 𝑅های اهمی و مقاومت 𝐵𝑚ضریب ا بر  لاوه ا
 های مربوط بهنایقینیبه افت ولتاژ و های مربوط سیییایر نایقینیاین، 

ر د زیرصورت ها بهشوند. میزان این نایقینیفرض می گشتاورها محدود
 است: نظر گرفته شده

(83) 𝐷 = 0.1 × 𝐼2×2, 𝐸𝑎 = 𝐼2×2, 𝐸𝜙 = [
0.1
0.1

] , 𝐸𝑏 = [
0
0
]. 

 .2در مثال  شدهمقایسه سیگنال کنترل در سه دیدگاه مطرح: 6 شکل

 .2در مثال  شدهدر سه دیدگاه مطرح: مقایسه روند همگرایی متغیرهای حالت 7 شکل
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ست که گونههب 𝑇𝐿شود که بار همچنین در این مثال فرض می ای ا
 5/0برابر با  𝜏𝑚𝑖𝑛 یزمان فاصله ولی با حداقلدر فواصل زمانی نامشخ  

ای که در سیییسییتم گونههب ،کندسییر ت دوران را دچار جهش می ،ثانیه
 :صورت زیر باشدماتریس جهش به دینامیکی مورد نظر

(84) 𝐶 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(1,−1). 

، پارامترهای طراحی با ا مال روش پیشییینهادی به این سییییسیییتم
 : بارت است از

(85) 
𝐿 = [

0.0963 −0.0086
−0.0086 0.0038

], 

𝑟 = 450108.05, 

𝑊 = [−0.0870 −0.0211]. 
شبیه 𝑥0ازای سازی بهنتای   = [−200 شان  8شکل در  [25+ ن

 .باشدمی کران غاییگر همگرایی سیستم به داده شده است که بیان

 جهینت -5

سهله مقیدیدر ا ستمن مقاله، م سی سیگنال کنترل برای  ای هبودن نُرم 
ضربه سی قرارحضور انواع مختلفی از نایقینی ای درسوئیچ   ها مورد برر

دسییتیابی به یک سیییگنال  ،هاگونه از سیییسییتمگرفته اسییت. برای این
غیرممکن و یا بسیییار دشییوار اسییت. لذا، این مقاله  ،کنترل سییراسییری

کند. برای این صیییورت محلی بررسیییی میشیییرایط کافی پایداری را به
ستم ج ،منظور سی سب یکشرایط کلی بر ،ترامعدر ابتدا برای یک   ح

ست.  شده ا شترک بیان  سبت به روشتابع لیاپانوف م شرایط ن ای هاین 
( الفاز: ) اسیییت تحقیقات مزایایی دارد که  بارت شیییده در سیییایرارائه

با درنظر ها را در مواجهه  کاربرد آن که  غایی  به کران  گرفتن همگرایی 

شونده غیرخطی  ملینایقینی صفرن فتن گر( درنظربنماید. )تر میهای 
زیرفضییای بیرونی که بایسییتی شییرایط بر روی آن برقرار باشیید. بدین 

ی که هایشود تا در هنگام توسعه به سیستمترتیب، این امکان فراهم می
یک زیرفضای محدود نظر را در شرایط موردهای غیرخطی آنها دینامیک

ضمین کنندبرآورده می شته باا تبار ، ت  ( محدودجشد. )نتای  وجود دا
در  (هاشیییدن جهشبه جای صیییفر)گرفتن جهش در کران غایی درنظر

دامنه کاربرد شیییدن ترو در نتیجه گسیییترده هنگام همگرایی به مبدأ
  شرایط پیشنهادی.

در گام اول هیچ پیشییینهادی برای چگونگی یافتن تابع کاندیدای 
 ایونهگسیستم مورد نظر به ،است، لذا در مرحله بعدلیاپانوف ارائه نشده 
های غیرخطی آن دارای شیییرط دینامیک شیییود کهدر نظر گرفته می

ی  لت و متغیر ورودی ل حا به هر دو متغیر  بت  و  بودهشییییتز نسییی
رم محدود ولی با نُنشیییونده صیییفردر آن های خطی و غیرخطی نایقینی

 ای ازصورت مجمو هبه ،بخش اولدر  شدهشرایط پیشنهاد . س سباشد
ساوی شده بنام سی  سی خطی و دوخطی بازنوی ای که گونهههای ماتری

زم لا  نوان قیود استفاده نمود.سازی بهآنها در یک مسهله بهینه از بتوان
ین شده در اصورت تعریفها بهبه ذکر است که طیف وسیعی از سیستم

 د.نباشمیسازی قابل مدلمقاله 
سهله همچنین،  ستسبهینهم ست که  بارت ا  ازی دارای مزایایی ا

صییورت خطی و دوخطی بوده و تابع هدف یک ( قیود مسییهله بهالفاز: )
حل راحتی قابللذا به کمک ابزارهای موجود به ؛مسیییهله خطی اسیییت

شد. )می سکالر آنجایی( ازببا که در جملات دوخطی، یکی از متغیرها ا
شدمی ساویتوان از الگوریتم، لذا میبا سیهای مبتنی بر نام  های ماتری

( جسییازی پیشیینهادی بهره گرفت. )خطی نیز برای حل مسییهله بهینه
به یک کران از پیش جن به  له همگرایی  کاربردی از جم های مختلف 
 شده در این مسهله دیده شده است.تعیین
ید اسیییت نوان به عدی در این تحقیا، ام تای   گام ب که بتوان ن

های یکها، توابع جهش و دینامآمده را به انواع دیگری از نایقینیدستهب
، 1در قضییییه  نوان نمونه، با توجه به اینکه غیرخطی توسیییعه داد. به

منظور  (شییوندهو نه صییفر)صییورت محدود مبدأ به یها در نزدیکجهش
های نایقینی ،توان در تابع جهشرسیید که میشییده اسییت، به نظر می

 2درون کران مورد نظر قرار دارد و در نتیجه برقراری فرض گون، گون خارجی. این بیضیدرون بیضیسیر حالت م ماندن( باقی: )چپ8 شکل

 های آتی.شود. )راست( همگرایی کران غایی و باقی ماندن درون آن برای سایر زمانتضمین می

 GE752: پارامترهای موتور جریان مستقیم با تحریک سری 1 جدول

[34.] 
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همچنین در نظر  خطی و یا غیرخطی صییفرنشییونده را نیز لحاظ نمود.
ستفاده از تکنیک  سته به متغیرهای حالت و ا سوئیچ واب گرفتن لحظات 

شنهادی برای تواند از دیگر گامتوابع لیاپانوف چندگانه، می دامه اهای پی
 این تحقیا باشد.
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