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 چكيده

اين مقاله  در قرارگرفته شده است. مورداستفاده دريايي وموشكي ، اصلي ساختارهاي هواپيمايي اجزاي در شده تقويت اي استوانه هاي پوستهاخير  هاي سالدر 
اين كار با ايجاد يك مدل تحليلي براي  .گيرد ميقرار  بررسي وخارجي مورد تحليل  فشار  تحت بيروني وكمانش استوانه مشبك كامپوزيتي با پوسته دروني 

با سختي  ها كننده تقويتسختي  نهي برهماصل  اساس بر است. شده انجاممشبك  شده تقويتكامپوزيتي  اي استوانهتعيين پارامترهاي سختي معادل يك پوسته 
اي بر اساس ميدان جابجايي و روابط معادلات حاكم بر ساختارهاي مشبك استوانه آيد. دست بهتا پارامترهاي سختي معادل كل ساختار  گردد ميپوسته جمع 

يش افزا دهد مينتايج نشان  گردد.گاهي ساده و گيردار حل ميتحت شرايط مرزي تكيه ها پوستهكلاسيك  نظريهماتريسي با استفاده از  صورت بهتنش و كرنش 
 ها كننده تقويتتا قبل از رسيدن به مود كمانش موضعي  سلول مشبك و سطح مقطع باعث افزايش سختي معادل و بار بحراني كمانش طول پارامترهاي زاويه،

 ورا در نظر گرفت  اي بهينهمقدار ، مؤثرپارامترهاي براي تمامي  توان ميبنابراين  ؛كمانش موضعي و كمانش سازه را در پي دارد ها آنولي افزايش بيشتر  شود مي
با زاويه بهينه، فاصله طولي و سطح مقطع مناسب جهت جلوگيري از كمانش موضعي و  كننده تقويتبودن ساختار مشبك به تعداد محدودي  مؤثربراي  همچنين
  نياز است. كمانش كلي درنهايت

 .مشبك، كمانش، كامپوزيت اي استوانهساختار  :كليدي هاي واژه

  
Buckling analysis of composite lattice cylinder whit inner and outer shell under external 

pressure 
  

Department of Mechanical Engineering, Malayer University, Malayer, Iran. B. Rostami 
Department of Mechanical Engineering, Malayer University, Malayer, Iran. A. Shahrjerdi 

  
Abstract  
In recently years, Stiffened cylindrical shells are used in the major components of aviation, missile and marine structures. In this 
study has been analyzed buckling of composite lattice cylinder with inner and outer shell under external pressure. This was 
accomplished by developing an analytical model for determination of the equivalent stiffness parameters of a grid stiffened 
composite cylindrical shell. This stiffness contribution of the stiffeners was superimposed with the stiffness contribution of the shell 
to obtain the equivalent stiffness parameters of the whole panel. Equations governing the cylindrical lattice structures are solved 
based on the displacement and stress-strain relations in the form of a matrix using classical shell theory under boundary conditions 
clamp supported and simply supported. The results show increase in grid cell length, angle and cross-section parameters caused 
increase in stiffness and critical buckling load but increase further them cause local and global buckling. Finally for all of them can 
be considered optimal value and for prevent local and global buckling and the effectiveness of the lattice structure to a limited 
number of stiffener with optimal angle, longitudinal and cross sections required. 
Keywords: Lattice cylindrical, Buckling,Composite. 

  
 

  مقدمه - ١
ت در مكامپوزيتي به علت نسبت مقاومت به وزن بالا و مقاو هاي سازه

، در صنايع مختلف فرد منحصربهبرابر رطوبت و خوردگي و ساير خواص 
 كاربرد فشار  تحت، موشكي و مخازن دريايي صنايع هوايي، ازجمله

 هاي سازهكامپوزيتي يكي از  هاي پوستهدر اين ميان زيادي دارند. 
 يكي طراحان بوده است. توجه موردپيش  ها سالاز كه هستند  پركاربرد

ستفاده از انواع كامپوزيتي ا هاي پوستهبهبود كارايي  هاي روشاز 
 صورت به توانند مي ها كننده تقويتاست.  ١(ريب ها) ها كننده تقويت

. طبيعت ساختار قرار گيرند استفاده مورد و يا مارپيچ محوري محيطي،

                                                             
1 Stiffeners(Ribs) 

 ديده آسيبموجب تغيير مسير بارهاي تخريبي در اطراف نقاط  اي شبكه
 .]١[ شود مي ها سازهافزايش قدرت تحمل آسيب در اين  درنتيجهو 

بروز احتمال تك جهته  از الياف ها كننده تقويت شدن ساخته همچنين
و  دهد ميكاهش نسبت به ساختارهاي مشبك را  ها آنپديده تورق در 

ر ضربه و خستگي را در براب ها سازهخود مقاومت اين  نوبه بهاين عامل 
يگر از يكد ها كننده تقويتمجزا بودن  . علاوه بر اين،دهد ميافزايش 

مجاور را از بين  كننده تقويتبه  كننده تقويتامكان سرايت ترك از يك 
 طرفي از .دهد ميافزايش سازه را نيز  ديدگي آسيبو قدرت تحمل  برده

ناچيز است و با  ها آندر  رطوبت تأثير ،ها سازهبه دليل ساختار باز اين 
كامپوزيتي،  توجه به استفاده از الياف پيوسته در ساخت سازه مشبك

ها وجود پتانسيل بالايي براي اتوماسيون فرايند ساخت اين قبيل سازه
قيمت اين  ،جديد اتوماسيون هاي شيوه كارگيري به اساس بر دارد.



 

 
١٤٨ 

حل
ت

 لي
وز

امپ
ك ك

شب
ه م

وان
ست

ش ا
مان

ك
 يتي

رون
ه د

ست
 پو

با
 ... ي

 ها پوسته كمانش .]١[ داشتمحصولات نيز كاهش چشمگيري خواهد 
ي از يك بار خارجي، ازجملهمختلف،  هاي بارگذاريمشبك تحت 

همين سبب مطالعه رفتار . به هاست آنمودهاي واماندگي  ترين مهم
] اولين كسي ٢[ اولر برخوردار است. اي ويژهاز اهميت  ها آنكمانشي 

مدل نمود و سعي  هانجام داد يبود كه بر روي پديده كمانش تحقيقات
ستين تحليل صحيح از خن ١٩٧٤. او در سال ارائه نمايد رياضي براي آن

با رفتار كمانشي ارائه داد. وي با استفاده از روش  پايداري يك ستون را
توانست معادله  شده خمتعادل خنثي يعني تعادل ستون در حالت كمي 

ديفرانسيل رفتار يك عضو خطي را استخراج نمايد و به حل آن بپردازد 
و مودهاي كمانش و ضرايب بار كمانش تحت اين مودها را به دست 

رياضي محض بود و در آن زمان براي آن  يك كار حل راهآورد. ولي اين 
روشي را  ]٣[ جانكي و همكارانش ١٩٩٦در سال  كاربردي مطرح نبود.

در اين كه براي محاسبه بار كمانشي پنلهاي كامپوزيتي ارائه دادند 
رياضي به  هاي روشبا استفاده از  شده تقويت اي صفحهروش پنلهاي 

يكنواخت معادل كه داراي سختي معادل با پنل اوليه  اي صفحهپنل 
با  ها كننده تقويتاثر متقابل پوسته و . همچنين گردد مياست تبديل 

و پوسته در ناحيه اتصال محاسبه  ها كننده تقويتاستفاده از سختي 
ريلي  درروشسختي معادل نهايي  دادن قراربار كمانش با و گرديده 

] ٤[ ٢٠٠٣وئل كيدان و همكارانش در سال سام است. شده محاسبهريتز 
اي را تحت عنوان تحليل بار كمانشي در يك استوانه كامپوزيتي مقاله

و همكارانش  فان اي كامپوزيتي ارائه دادند.با ساختار شبكه شده تقويت
مشبك  بامغزي پانل ساندويچفشاري  - رفتار خمشي ٢٠١٣] در سال ٥[

تحليل نمودند. در اين مطالعه نوع خرابي شده با الياف كربن را تقويت
راسينام و همكارش  است. شده بررسياي و كمانش محلي جدايش لايه

اي نازك ] تحليل استاتيكي كمانش پوسته استوانه٦[ ٢٠١٣در سال 
در  ها آنخارجي را به روش اجزاي محدود بررسي نمودند.  فشار تحت 

بار بحراني كمانش بررسي انواع پارامترها را روي  تأثيراين تحقيق 
] خواص مكانيكي ساختارهاي ٧[ ٢٠١٤ سالنمودند. زنگ و جيانگ در 

كه در اين  مشبك كامپوزيتي با تغيير نسبت پهنا را بررسي نمودند
 محيط پيوستهسفتي و استحكام بر پايه روش مكانيك  تحقيق

] كمانش ٨[ ٢٠١٤سان و همكارانش در سال  .است شده استخراج
 پايه بر و هميلتون با روشخارجي را  فشار تحت اي توانهپوسته اس

فشار بحراني پوسته  كمينهتئوري دانل انجام دادند. نتايج نشان داد كه 
اي تحت شرايط مرزي آزاد نسبت به شرايط مرزي ديگر كمتر استوانه

] كمانش و ارتعاش پوسته ٩[ ٢٠١٤و همكارش در سال سوفيو  .است
را تحت فشار خارجي انجام  ١)FGM( تابعيمواد مدرج اي استوانه
دانل استخراج نموده و به  نظريه اساس برمعادلات اوليه را  ها آندادند. 

 رفتار] ١٠[ ٢٠١٤فان و همكارانش در سال روش گالركين حل نمودند. 
ستوري  ٢٠١٥سال  در مشبك را بررسي نمودند. هاي كامپوزيتفشاري 

مرتبه سوم تغيير شكل برشي به  نظريه] با استفاده از ١١و همكارانش [
، اند پرداختهبا تقويتي طولي مواد مدرج تابعي بررسي كمانش استوانه 

 هاي كننده تقويتپارامترهاي هندسي  و اثرات بارگذاريدر اين تحقيق 
در شرايط مواد مدرج تابعي  توان در تعيين خواصطولي و شاخص 

و  گرفتقرار  موردمطالعهبار بحراني كمانش  بر مختلف گاهي تكيهمرزي 

                                                             
١ Functionally graded material   

طولي  هاي كننده تقويتكه پارامترهاي هندسي  كردنتايج مشخص 
 ]١٢[ سوفيو ٢٠١٥در سال  بحراني كمانش دارد. بار برمهمي  تأثيرات

مواد مدرج تابعي مخروطي ناقص و كامل  هاي پوستهبه مطالعه كمانش 
تنش برشي پرداخته و در آن  نظريهتحت فشار خارجي در چارچوب 

 برو مشخصات پوسته كه مواد مدرج تابعي  مقطع اثرات تنش برشي،
در سال  .گرفتقرار  بررسي مورداست  مؤثربار بحراني عمودي  روي

 هاي ورق] روشي براي تحليل كمانش ١٣[ همكارانشلاپتين و  ٢٠١٦
محوري ارائه  فشار  تحتبا شرايط مرزي گيردار  شكل هم غير مشبك

جهت  پارامترها را زاويه و مؤثرتريندر اين مقاله  داده است.
در سال  .نمايد ميقطري بر بار بحراني كمانش معرفي  هاي كننده تقويت
 مدور اي استوانه هاي پوسته] ارتعاشات آزاد ١٤نيوين [ ترن و ٢٠١٦

كه  اند دادهقرار  بررسي موردمتعامد را  هاي تقويتيبا  مواد مدرج تابعي
، طول به شعاع، شعاع ها تقويتيارتفاع به پهنا  هاي نسبت تأثيراتدر آن 

محيطي روي فركانس طبيعي با  هاي موج تعداد وبه ضخامت پوسته 
  است. شده ارزيابيساده  گاهي تكيهشرايط مرزي 
موجود در زمينه  خلأهاي ،شده انجام هاي پژوهش بامطالعه

به شرح  تحقيقات صورت گرفته در حوزه كمانش ساختارهاي مشبك
  :استزير 

روش عددي اجزاء محدود) در خصوص  صورت بهمطالعه اندكي (
ولي بررسي كمانش  شده انجام بارمحوريكمانش ساختار مشبك تحت 

صورت نگرفته  شده بررسياين ساختارها تحت فشار خارجي در مراجع 
نين تحليل ساختارهاي مشبك با هندسه تك پوسته مطالعه همچ است.

 وولي تحقيقي در خصوص اين ساختار با پوسته بيروني  شده بررسي و
بر روي كمانش پوسته نيز تحقيقاتي  نيامده است. عمل به دروني
 اي مطالعهولي  شده انجامساده  گاهي تكيهتحت شرايط مرزي  اي استوانه

گيردار صورت  گاهي تكيهرايط مرزي در خصوص معادلات آن تحت ش
  نگرفته است.

هدف از اين مقاله بررسي كمانش استوانه مشبك كامپوزيتي با  
 S-S٣,C-S٢پوسته بيروني و دروني تحت فشار خارجي و شرايط مرزي

با استفاده از روش گالركين بار بحراني كمانش استخراج كه  است
 صورت بهكمانش بحراني  بار بر هندسي پارامترهاي تأثيرات وگرديده 
  .است شده قرارگرفته بررسي مورد عددي و تحليلي

  

  حاكم معادلات - ٢
و  L، طول Rبا شعاع  چندلايهاي كامپوزيتي پوسته استوانه ،١در شكل 
هاي تغيير به ترتيب مؤلفه wو  u ،vاست.  شده دادهنشان  tضخامت 

كه در اين شكل نشان  طور همانباشند. مي zو  x ،θمكان در جهت 
، مبدأ مختصات بر روي صفحه مياني پوسته در نظر گرفته شده داده
در جهت محيطي و  θجهت طولي، مختصه  در xشود. مختصه مي

  .استدر جهت ضخامت پوسته  zمختصه 
 

                                                             
2 Clamp support 
3 Simply support 
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  .كامپوزيتي و سيستم مختصات مرجع اي استوانهپوسته  -١شكل 
 

ها در سيستم صفحه مياني پوستههاي كرنش و انحنا براي مؤلفه
 ].١٥[ است )١روابط ( صورت بهپوسته  نرمال - مختصات مماس
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هاي كرنش و انحناي صفحه با مؤلفهرابطه برآيندهاي نيرو و ممان 
  ]:١٥[ است )٢معادله ( صورت بهمياني 
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 ]:١٥از [ اند عبارت Dو  A ،Bهاي كه در رابطه فوق ماتريس
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تعداد  Nام از صفحه مياني و  kفاصله لايه  ktدر اين روابط 
همچنين. هاست لايه

ijQ اصلاح شده تنش صفحه ايماتريس سفتي 

  .ميباشد مقاله)١١صفحه  توضيحات در(
 
  
  
  

  مشبك تي معادل ساختارهايفسبه سمحا - ٣
  ساختارهاي مشبك -١- ٣

 شده دادهنمايش  ٢يك مدل تحليلي از ساختار مشبك در شكل شماره 
گردد كه كل ساختار سازه با  است. المان واحد طوري انتخاب مي

  از تكرار المان واحد توليد گردد. استفاده
  

 

 .]٤ساختار مشبك به همراه المان واحد [-٢ شكل

 
است،  ايجادشدهتكرار  صورت بهخصوصيات سفتي يك سلول كه 

با  شده تقويت هاي كامپوزيت. است تكرارشوندهنماينده سفتي كل بخش 
خواص مكانيكي  ها آنرتوتروپيك هستند كه در ونوعي از مواد ا ،الياف

از دو قسمت ماتريس و الياف  معمولاًو  بوده تر قوييدر يك جهت خاص 
كامپوزيت  ي ماده آن واسطه بهو  بوده تر قوييالياف جزء  .اند شده تشكيل

به خود  تري ييقودر جهتي كه راستاي الياف قرار دارد خواص مكانيكي 
بوده  اي استوانه زاويه الياف در راستاي محور طولي پانلو چون  گيرد مي

 .است، در جهت محوري آمده دست بهخصوصيات اورتوتروپيك بنابراين 
شده لازم است كه ابتدا  براي تعيين ماتريس سفتي كل پوسته تقويت

سپس ماتريس سفتي  ساختار مشبك به يك ورق پيوسته معادل شود و
در نظر  ريز اتيفرضي تفس سيماتري استخراج برا .]٤[ گرددآن تعيين 

  ]:٤است [ شده گرفته
  ي و طولي كمتر از مدول ليخ ها كننده تقويتي عرضمدول

با  سهيمقادر  تر كوچكي عرضابعاد سطح مقطع  نيهمچن
 .است ها كننده تيتقوي طولابعاد 

  كساني ها كننده تقويتي عرضكرنش در سطح مقطع 
ي عرضتنش در سطح مقطع  رو ازاين. باشد يم

 .است كساني يچيمارپي و طيمح هاي كننده تقويت

 كننده تقويت لايه و پوسته بين برشي نيروهاي توسط بارها 
 .يابد مي انتقال

  در ساختار مشبك تحليل نيرو -٢- ٣
كرنش سطح مياني و انحناي پوسته به ترتيب توسط متغيرهاي 



x،


،


 x  وxk ،k ،xk آيند. كرنش  به دست مي
و پوسته) از  كننده تقويتمتناظر در سطح دروني پوسته (وجه مشترك 

) استخراج ٤( معادلهته از شرايط كرنش سطح مياني و انحناي پوس
شوند  چسبند و يكپارچه مي به پوسته مي ها كننده تقويتگردد. وقتي  مي

يكنواخت در  كننده تقويتبه دليل فرض دوم، كرنش در سطح مقطع 
از كرنش سطح  ها كننده تقويتكرنش در  بنابراينشود.  نظر گرفته مي

 ].٤[ آيد مي دست بهروي پوسته 
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 ].٤[ واحددياگرام آزاد نيرو براي المان  -٣ شكل

  
صفحه مياني از رابطه  از zدر فاصله  با توجه به اينكه كرنش

𝜀 = 𝜀


+ 𝑘𝑧 ٤آيد خواهيم داشت[ به دست مي[: 

)٤(  

x x x

x x x

t
k ( )

2
t

k ( )
2

t
k ( )

2

  

  

   

   

   







  

  t.ضخامت پوسته است  

 3Fو 1F ،2Fهاي نيروهاي محوري متناظر به نام ٣با توجه به شكل 
شوند. نيروهاي در واحد  محاسبه مي ها كننده تقويتهاي طولي  از كرنش

توسط تقسـيم عبـارات نيـروي بـالا بـه       XNو  XN،Nطول 

به ترتيب  lو lt،tشوند.  پهناي لبه متناظر المان واحد حاصل مي
و كـرنش در   كننـده  تقويـت كرنش برشي متناظر، كرنش عمود بر جهت 

cos(باشــند. در معادلــه ماتريســي زيــر  راســتاي آن مــي (c   و

)sin (s   ٤[ است شده گرفتهدر نظر[. 

)٥(  

2 2   
l x

2   2
t

2 2   lt x

c          s     sc

s        c     -sc

2sc   2sc    c -s  



                       

  

و كـرنش  t] اثرات كرنش عمـودي  ٤[ گرفتهبر طبق فرضيات صورت 

 صـورت  بـه ) ٥از معادلـه (  1ناچيز هستند. كـرنش طـولي    ltبرشي 
 ]:٤[ گردد مي استخراج) ٦رابطه (

)٦(  2 2
l x xc s sc         

آيند، نيروهـاي   به وجود مي ها كننده تقويتهاي محوري در  وقتي كرنش
هـاي   محوري متناظر بـه نـام  

1F ،
2F  و

3F  هـاي طـولي    از كـرنش
 اسـت دهنده سه نيروي حاصـل   ) نشان٧( هاي معادله شوند. محاسبه مي

]٤[. 

)٧(  
1 2 2

1 l l l x x
2 2 2

2 l l l x x
3

3 l l l

F AE AE (c s sc )

F AE AE (c s sc )

F AE AE ( )

 

 



       

       

   

  

 گردد: ) حاصل مي٨معادله ( ,xنيروها در جهت  كردن جمعاز 

)٨(  
3 2

x 1 2 l x
2 3

1 2 3 l x
2

x 1 2 l x

F F cos( ) F cos( ) AE (2c 2s c )

F F sin( ) F sin( ) 2F AE (2sc (2s 2) )

F F cos( ) F cos( ) AE (2sc )



 

 

       

         

     

  

xxنيروهاي در واحد طول  NNN ,,   توسط تقسيم عبارات
 .آيند مي دست بهي متناظر المان واحد  نيروي بالا به طول لبه

)٩(     

3 3 2 2l
x x x

2 2 3 3l
x x

2 2l
x x x

AE t t
N 2c 2c k ( ) 2s c 2s ck ( )

a 2 2
AE t t

N 2sc 2sc k ( ) 2s 2 2s 2 k ( )
b 2 2
AE t

N 2sc 2sc k ( )
b 2

 

  

  

       
 
         
 
     

 

 



  

  در ساختار مشبك آناليز گشتاور -٣- ٣
گشتاور توسط نيروي برشي بين وجه مشترك پوسته و 

گردد. از اصل تعادل، اين نيروهاي برشي برابر با  ايجاد مي كننده تقويت
باشند كه در قسمت قبل محاسبه شدند.  مي كننده تقويتنيروهاي 
توسط اين نيروها روي صفحه مياني مساوي  ايجادشدهگشتاور 

. دياگرام آزاد در شكل استنيروها در نصف ضخامت پوسته  ضرب حاصل
است. Fتوسط نيروهاي ايجادشدهگشتاورهاي متفاوت  دهنده نشان

ليل نيروهاي برشي پوسته باشد به د ايجادشدهگشتاورهاي  كه هنگامي
فقط

shMگشتاور  ٥گيرد. در دياگرام آزاد شكل  قرار مي موردتوجه
بر يكديگر  كننده تقويتاز ميانگين گشتاور پوسته و  Mخالص 

 .]٤[ است مشاهده قابل

 

 ].٤[ واحددياگرام آزاد گشتاور براي المان  -٤ شكل

  
 

. اسـت دياگرام آزاد گشـتاور بـر روي المـان واحـد      دهنده نشان ٤شكل 

1M،2M  3وM   1به ترتيب گشتاورهاي حاصله از نيروهـايF ،

2F 3وF        هستند. مشـابه حالـت آنـاليز نيـرو بـر روي المـان واحـد ، 
شـوند.   گشتاور حاصل جهات عمودي و افقي المان واحـد محاسـبه مـي   

ــتاورهاي  ــي   3Mو  1M،2Mگش ــاي برش ــرب نيروه ــط ض توس

( سطحدر بازوي  3Fو  1F ،2F متناظر
t

2
. بـا  شـده انـد  محاسبه  )

ي نهايي همان مقدار  ها نتيجه طول لبه بر  تقسيمجايگزيني گشتاورها و 
نتيجه نهـايي گشـتاورها    دهنده نشان )١٣) و (١٢( روابطگشتاورهاست. 

  ]:٤[ است سازي سادهبعد از 

 

  .]٤[ پوستهتوزيع گشتاور در صفحه مشبك و  -٥ شكل
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)١٠(  

2 2 2 2l
1 x x x x

2 2 2 2l
2 x x x x

l
3

AE *t t t t
M c c k ( ) s s k ( ) sc sck ( )

2 2 2 2
AE *t t t t

M c c k ( ) s s k ( ) sc sck ( )
2 2 2 2

AE *t t
M k ( )

2 2

   

   

 

           
 
           
 
     
 

  

  



  

 

    

)١١(  
x 1 2

1 2 3

x 2 1

M M cos( ) M cos( )
M M sin( ) M sin( ) 2M
M M cos( ) M sin( )




   
     
    

  

    

)١٢(  

3 3 2 2l
x x x

2 2 3 3l
x x

2 2l
x x x

AE t t t
M 2c 2c k ( ) 2s c 2s ck ( )

2a 2 2
AE t t t

M 2sc 2sc k ( ) (2s 2) (2s 2)k ( )
2b 2 2
AE t t

M 2sc 2sc k ( )
2b 2

 

  

  

          
             
       

 

 



  

 مشبك پوسته ساختارسفتي معادل  -٤-٣

توان با تعميم آن  با استخراج پارامترهاي سفتي براي يك المان مي
آورد. سفتي كل سازه  دست بههاي سفتي را  سازه ماتريس كل به

سفتي معادل پوسته مشبك به  نهي برهماز  شده تقويتساندويچي 
 آيد. همراه سفتي پوسته بالايي و پوسته پاييني به دست مي

براي نوشتن معادلات بر اساس ميدان جابجايي از روابط تنش و كرنش 
 .]٤[ شود است استفاده مي )١٤( رابطه ماتريس كلي صورت بهكه 

)١٣(  

0
xx
0

0x
x

x
x

x
x

N

N

N [A] [B]

M [B] [D] k
M k
M k

 
 




 

                    
    

   
   
      

  

نيرو و گشتاور كل سازه از جمع ماتريسي نيرو و گشتاور حاصل از سازه 
  آيد: مي دست به مشبك و پوسته بيروني و دروني

ها و بالانويس كنندهمربوط به شبكه تقويت s) بالانويس ١٥در رابطه (
sh  .ماتريس سفتي معادل كل سازه  ترتيب اين بهمربوط به پوسته است

با ماتريس سفتي  از حاصل جمع ماتريس سفتي پوسته بيروني و دروني
 آيد:مي دست به هاكنندهتقويت

)١٤(  
sh s sh sh s sh

sh s sh sh sh sh

N A +A +A        B +B +B
=        

M B +B +B          D +D +D k

 


            


  

   

  حل تحليلي - ٤
 معادلات تعادل -١- ٤

 ها پوستهبراي  تعادل، معادلات ها پوستهكلاسيك  نظريه اساس بر
 :]١٦[ ميباشد) ١٦معادله ( صورت به

)١٥(  

x xθ
x

θ xθ θ xθ
θ

2 2 2
x xθ θ θ

n2 2 2

N 1 N
P 0

x R θ
1 N N 1 1 M M

+ + + +P =0
R θ x R R θ x

M 2 M 1 M N
P 0

R x θ Rx R θ

 
  

 
    

     
  

    
  

  

قرار  استاتيك هيدرو فشار  تحتاي تنها براي حالتي كه پوسته استوانه
0داشته باشد، PPx

همچنين  
nP ١٧معادله ( صورت به (

 ]:١٧[ گردد ميتعريف 

)١٦(  
2

n 2
P v w

P      
R θ θ

     
   

  

  .است استاتيك هيدروفشار  Pدر معادله بالا 
) رابطه زير استخراج ١٦) در معادله (١٧) و (٢با جايگذاري معادلات (

 ]:١٨[ گرددمي

)١٧(  
11 12 13

21 22 23

31 32 33

L u L v L w 0
L u L v L w 0    
L u L v L w 0

  
  
  

  

  ]:١٦[ شوندزير تعريف مي صورت بهها عملگرهايي هستند كه ijLكه 

)١٨(  

2 2 2
16 66

11 11 2 2 2

2
16

12 21 16 2

2 2
12 66 12 66 26 26

2 2 3 2

2
66

22 66 2

2 2
26 26 22 22

2 2 3 2

13 31

2 A A
L A

R xx R

B
L L A

R x
( A A ) ( B B ) A B

R xR R R

B
L A 2

R x

A B A B
2 4 2

R xR R R

L L

  
  

  
     

  
       

     
     

    
  

     
     

     


3 3

16
11 3 2

3 3
12 33 26 12 26

2 2 3 3 2

3
16

23 32 16 3

3
12 6 6 12 66

2 2

3 3
26 2 6 22 22
2 3 2 3 4 3

26 26
2

B
B 3

Rx x

B 2 B B A A

R xR x R R
D

L L  B
R x

B 2 B D 2 D

R R x

B D B D
3

R R x R R
A B

R R
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16 12 66

11 4 3 2 2 2
33 4 4

26 22
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2 2 2
12 26 22 22
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Rx x R xL
D D

4
R x R

B A B P A
         2 4 2

R x Rx R R R

  
   

 
    

   
       

      
               

  

  
 

  شرايط مرزي -٢- ٤
را  موردنظربايد به نحوي تعيين گردند كه شرايط مرزي  v و uتوابع 

  ارضاء نمايند.
 ]:١٨[ است) ٢٠( روابط صورت بهفرم كلي اين توابع 

)١٩(  
 
 
 

11

21

31

u U f x,θ

v=V f x,θ   

w Wf x,θ




  

فرم كلي توابع 
11f ،

21f  و
31f است) ٢١( رابطه صورت به كه 

]١٨:[ 

)٢٠(  
   
     
     

11

21

31

Φ
f x,θ cos nθ

f x,θ Φ x sin nθ  

f x,θ Φ x cos nθ

x
θ
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)(كه x تعريف) ٢٢( معادله صورت بهكه  است ١تابع تيري مودال 
 ]:١٨[ شود مي

)٢١(  
  m m

1 2

m m
m 3 4

λ x λ
Φ x α  cosh( ) α cos( )

L L
λ x λ x

σ α sin h α sin   
L L

  

        
    

  

هاي طولي و تعداد اد نيم موجبه ترتيب تعد nو  mدر روابط فوق 
اي در شكل مود كمانش پوسته استوانه ايجادشدهمحيطي  هاي موج
باشند. ضرايب ثابت مي

1 ،
2 ،

3  و
4  و متغيرهاي

m  و

m شوند.با توجه به شرايط مرزي دو انتهاي استوانه تعيين مي 

 ساده گاه يهتك سر دو مرزي شرط با استوانه مشبك -الف

 ]:١٨[ داريمگاه ساده براي شرط مرزي دو سر تكيه

)٢٢(  m

m

λ mπ
σ 1




  

همچنين ضرايب ثابت 
1 ،

2 ،
3  و

4 ٢٤( روابط صورت به (
 شوند:تعيين مي

)٢٣(  x x

1 2 3 4

 x 0  , x L  
N M v w 0

0, 1α α α   α   

 
   
   

  

 ) خواهد بود:٢٥معادله ( صورت بهتابع تيري مودال  ترتيب اين به

)٢٤(    mπx
Φ x sin( )   

L
  

 

 گيردار گاه يهتك سر دو مرزي شرط با استوانه مشبك -ب

) ٢٦( از حل معادله mگاه گيردار ضرايببراي شرط مرزي دو سر تكيه
 :]١٨[ آيند مي دست به

)٢٥(  m mcosλ coshλ 1      
 

)٢٦(  m m
m

m m

cos hλ cos λ
σ     

sin hλ sin λ





  

) ٢٨( رابطه صورت به 4و  1 ،2 ،3همچنين ضرايب ثابت 
 شوند:تعيين مي

)٢٧(  

1 2 3 4

 x 0  , x L  
w

u v w 0
x

1, 1, 1, 1α α α α   

 


   


    

  

 روش حل گالركين - ٣-٤

است. ضمناً  شده استفادهبراي حل معادلات حاكم از روش گالركين 
با  اي استوانهمشبك  هندسي استخراج بار بحراني كمانش براي ساختار

جنبه نوآوري اين مطالعه  تحت فشار خارجيپوسته بيروني و دروني 
، u. پس از تعيين توابع گردد ميزير ارائه  صورت به اين روشبه كه  است

v  وw شوداستفاده مي، از روش گالركين تعادل، براي حل معادلات 
]١٨:[  
  
 

                                                             
1 Modal beam function 
 

)٢٨(  

2π L

11 12 13

0 0
2π L

21 22 23

0 0
2π L

31 32 33

0 0

Φ
(L u L v L w) dxdθ 0

x

(L u L v L w)Φdxdθ 0   

(L u L v L w)Φdxdθ 0


  



  

  

 

 

 

  

  شود:) حاصل مي٣٠( هاي فوق، دستگاه معادلاتبا محاسبه انتگرال

)٢٩(  
11 12 13

21 22 23

31 32 33

C C C

C C C 0   

C C C

         U

        V

        W

   
       
     

  

)det(0با قرار دادن C  دست بهمعادله مشخصه سيستم 
  آورد. دست بهبار بحراني كمانش را  توان ميكه با حل آن  آيد مي

  

  عددي اجزاي محدود سازي مدل -٥
 نشان كامپوزيتي اي استوانه پوسته محدود المان مدل ٦ شكل در

  :است شده داده

 

 

هاي محيطي و به همراه تقويتي اي استوانه(الف) پوسته -٦شكل 
 شده بندي مش(ب) ساختار  مارپيچي

                

دو روش  ABAQUSالمان محدود  افزار نرمبراي حل مسائل در 
. در اين تحقيق براي حل از روش ارائه شده است ٣و صريح ٢ضمني
اينكه در مسائل كمانش و هر مسئله  دليل بهاست  شده استفادهصريح 

ديناميكي كه تغيير شكل سازه در آن منجر به تغييرات بنيادي در 
اجزاي  است. مدل  تر مناسبشود استفاده از اين روش  استحكام ماده مي

با استفاده از المان تير تيموشينكو و المان پوسته  شده تهيهحدود م
سازي گرديده بنابراين اين مدل توانايي تحليل استاتيكي و  مدل

و يا نسبتي از اين  كننده تقويتديناميكي با تغيير ضخامت و پهناي 
. مدل اجزاي محدود از سه بخش پوسته، تقويتي استپارامترها را دارا 

 اي استوانهپوسته  براي .است شده تشكيلتي محيطي طولي و تقوي
 باضخامت وبا زواياي الياف متغير  لايه چهار ،شده ترسيمكامپوزيتي 

از طرفي اگر ضخامت بيش از  شود ميدر نظر گرفته  متر ميليكلي دو 
و باعث اختلاف  شوند ميدچار كمانش موضعي  ها كننده تقويتاين باشد 

نازكي پوسته،  علت به .گردد مينتايج روش تحليلي با المان محدود 
و سفتي سازه نيز  است ٤از نوع المان پوسته چهار گره اي مدل وپوسته 
 گيري انتگرالو به روش سيمپسون  شده انتخاب حل فرايندين در ح

                                                             
2 Implicit 
3 Explicit 
4 S4R 

 (الف)

 (ب)
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 اي گونه بهيك دستگاه مختصات محلي  ها كننده تقويتشده است. براي 
باشد و  ها كننده تقويتكه محور اصلي آن در امتداد مارپيچ  شده تعريف

 ، محور دستگاه مختصات نيز دوران نمايد.ها كننده تقويتبا چرخش 
 شده استفاده ١بعدي سهاز نوع المان تير مرتبه اول  ها كننده تقويت المان

 نظراست. فشار يكنواخت خارجي معادل يك مگا پاسكال براي سازه در 
گيردار است  گاه تكيهمرزي را براي بهترين حالت كه  شرايط و گرفته

. تحليل خطي براي كمانش استوانه مشبك كامپوزيتي شود ميانتخاب 
  با پوسته دروني و بيروني در نظر گرفته شده است.

در خصوص كمانش استوانه مشبك  اي مطالعه حال تابه در ضمن
ي تحت فشار خارجي با توجه كامپوزيتي با پوسته دروني و بيرون

 مراجع مختلف انجام نشده است. هاي بررسي
 

  راستي آزمايي - ٦
با چهار لايه و زواياي  اي استوانهمشخصات مكانيكي و هندسي پوسته 

  ٣و  ٢]. همانطور كه در جداول ١٩[ است ١مختلف به شرح جدول 
مشاهده ميشود نتايج بدست آمده از روش تحليلي در مقايسه با روش 

داراي دقت قابل قبولي  ABAQUSالمان محدود و با نرم افزار 
 باشد. مي

 
 اي كامپوزيتي با چهار لايه مشخصات پوسته استوانه - ١جدول 

 شعاع استوانه - t=2mm استوانه ضخامت 0.5mm - لايه هرضخامت (
R=0.2m  - طول استوانه( L=1m 

زواياي الياف در 
 لايه ٤

  
G23 

(GPa) 

 
G12 

(GPa) 

 

12 
 
E2 

(GPa) 

 
E1 

(GPa) 

]٠/ ٩٠/ ٩٠/ ٠[ 5  6.9  0.3  ١٣٨  ٩  
]٩٠/٩٠/٩٠/٩٠[ 5  6.9  0.3  ١٣٨  ٩  

]٠/٠/٠/٠[ 5  6.9  0.3  ١٣٨  ٩  
  

  به شرح زير است: نيزساختار مشبك شخصات م
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حاصل از روش تحليلي و المان  كمانش) paنتايج بار بحراني ( -٢ جدول

 دروني وبيروني پوسته  كامپوزيتي مشبك با اي استوانه ايمحدود بر

  ]0/0/0/0[و زاويه الياف پوسته  دوسرگيردار
شماره 

 مد
(m,n)  

المان 
 (pa)محدود

روش 
 (pa)تحليلي

  
 %اختلاف

  ١٦  ٨/ ١٠*١٠٥  ٧٥/٩*١٠٥ )٢و٤( ٨
 
 
 
 
 
 

                                                             
1 B31 

كمانش حاصل از روش تحليلي و المان  )paنتايج بار بحراني ( -٣ جدول
 دروني وبيروني پوسته كامپوزيتي مشبك با  اي استوانه برايمحدود 

  ]0/90/90/0[و زاويه الياف پوسته  دوسرگيردار
شماره 

 مد
(m,n)  

المان 
 (pa)محدود

روش 
 (pa)تحليلي

  
 %اختلاف

  ٣  ١/ ٨٣*١٠٦  ٧٧/١*١٠٦ )١و٣( ١

  ١٢  ٢/ ٤٤*١٠٦  ٧٧/٢*١٠٦ )٢و٤(  ٥

  
  

كمانش حاصل از روش تحليلي و المان  )paنتايج بار بحراني ( -٤ جدول
 دروني وبيروني پوسته با كامپوزيتي مشبك  اي استوانهمحدود براي 

  ]90/90/90/90[و زاويه الياف پوسته  دوسرگيردار
شماره 

 مد
(m,n)  

المان 
 (pa)محدود

روش 
 (pa)تحليلي

  
 %اختلاف

  ٣٥  ٥/ ١٦*١٠٥  ٩٥/٧*١٠٥ )١و٤( ١

  ٢٢  ٧/ ٣*١٠٥  ٤٨/٩*١٠٥ )١و٥(  ٥

  

  نتايج و بحث - ٧
 بامشبك اي كامپوزيتي در اين بخش بار بحراني كمانش استوانه

تغيير  با گيردار ساده وبراي دو شرط مرزي  دروني وبيروني  پوسته
فيزيكي و هندسي  مشخصات پارامترهاي هندسي محاسبه شده است.

روي بار بحراني  مؤثرآورده شده است. پارامترهاي  ١ پوسته در جدول
ها، طول سلول ها، سطح مقطع ريباز: زاويه ريب اند عبارتكمانش 

بر  ها آن اثرگذاريو ميزان  اه آن مقايسه وواحد كه در ادامه به بررسي 
  .شود ميبار بحراني كمانش پرداخته 

  

  اثر زاويه ريب ها - ١- ٧
اي بر روي بـار بحرانـي كمـانش پوسـته اسـتوانه      )(ها اثر زاويه ريب

قرارگرفته است. مشخصـات   موردمطالعهزير  شرح به كامپوزيتي مشبك
  است:ها نيز به شرح زير كنندهشبكه تقويت

2

0.2
tan
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ها براي تغييرات بار بحراني كمانش با زاويه ريب ٨ و ٧هاي شكل در

گاه با شرط مرزي دو سر تكيه دروني وبيروني پوسته با  مشبك ساختار
 هاي nو m ١براي شكل مودهاي نظير  دوسرگيردارساده و 
 آورده شده است.مختلف 

شود در تمامي شكل مودها براي هر دو شرط كه مشاهده مي طور همان

40، حداكثر مقدار بار بحراني كمانش به ازاي موردنظرمرزي    
حائز اهميت است  نمودار اين دردهد. همچنين نكته ديگري كه رخ مي

تغيير در  دهنده نشانمحل تلاقي خطوط نمودار با يكديگر است كه 
كه براي تقويت  دهد مينتايج نشان  بررسي توالي شكل مودهاست.

زاويه تا  افزايش كه نياز است كننده تقويتپوسته، به تعداد حداقلي از 
باعث افزايش  ها كننده تقويتقبل از رسيدن به مود كمانش موضعي 

باعث ، افزايش بيشتر زاويه و شود ميسختي معادل و بار بحراني كمانش 
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كاهش بار بحراني و كمانش  درنتيجهو  ها كننده تقويتكمانش موضعي 
  همين امر باعث تغيير در توالي مدها است. كه ؛گردد ميسازه 

 

) ( ها كننده تقويتتغييرات بار بحراني كمانش با زاويه  -٧شكل 
 با شرط مرزي دو سر دروني وبيروني پوسته  بابراي استوانه مشبك 

 1mگاه ساده براي شكل مودهاي نظير تكيه

 

 

) ( ها كننده تقويتتغييرات بار بحراني كمانش با زاويه  -٨شكل 
 سربا شرط مرزي دو  دروني وبيروني پوسته  بابراي استوانه مشبك 

 1mگيردار براي شكل مودهاي نظير  گاه تكيه

 
 

  ها كننده تقويتسطح مقطع -٢-٧
اي ) بر روي بار بحراني كمانش استوانهAها (اثر سطح مقطع ريب

 شرح به بوده و توجه قابل دروني وبيروني  پوسته باكامپوزيتي مشبك 
ها كنندهاگر مشخصات شبكه تقويت .است قرارگرفته بررسي مورد زير

  نيز به شرح زير باشد:

0.2 30
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ها تغييرات بار بحراني كمانش با سطح مقطع ريب ١٠ و ٩ هاي شكلدر 
بـا شـرط مـرزي دو سـر      دروني وبيروني  پوسته بابراي ساختار مشبك 

 هـاي  n و١mگاه ساده و گيردار بـراي شـكل مودهـاي نظيـر     تكيه
تمـامي شـكل مودهـا بـراي هـر دو شـرط        در .آورده شده است مختلف
وجـود دارد كـه بـه     A، يك مقدار مطلوب براي پـارامتر  موردنظرمرزي 

رسـد. همچنـين   مقدار خود مي بيشينهازاي آن فشار بحراني كمانش به 
شـكل مودهـا   تواند موجـب تغييـر در تـوالي    نيز مي Aتغييرات پارامتر 

ايـن مسـئله    دهنـده  نشانها در هر نمودار گردد كه محل تلاقي منحني
بـه ازاي ضـخامت يكسـان     هـا  كننـده  تقويتسطح مقطع  افزايش .است

. در دهـد  مـي مود كمانش سازه را به سمت كمانش پوسته سوق  ،پوسته
، با افزايش ها كننده تقويتمحدوده كمانش كلي سازه و كمانش موضعي 

اما اثـر آن از اثـر    يابد ميبار بحراني افزايش  ها كننده تقويتسطح مقطع 

بار بحراني ويژه سازه با كـاهش   درنتيجهافزايش وزن سازه كمتر است و 
 .شود ميمواجه 

   

  
  

( ها كننده تقويتتغييرات بار بحراني كمانش با سطح مقطع  -٩شكل 
A با شرط مرزي دو  دروني وبيروني  پوسته با) براي استوانه مشبك

 1mگاه ساده براي شكل مودهاي نظير سر تكيه

  

  

  
( ها كننده تقويتتغييرات بار بحراني كمانش با سطح مقطع  - ١٠شكل 
A شرط مرزي دو  با دروني وبيروني  پوسته با) براي استوانه مشبك

 1mشكل مودهاي نظير  براي گيردارگاه سر تكيه

  
  

  (a)اثر اندازه طول سلول مشبك  -٣-٧
) بر روي بار بحراني aطول سلول مشبك (در اين بخش اثر اندازه 

 مورد دروني وبيروني پوسته  بااي كامپوزيتي مشبك استوانه كمانش
ها نيز به شرح زير كنندهاست. مشخصات شبكه تقويت قرارگرفته بررسي

  :است

2
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تغييرات بار بحراني كمانش با اندازه طول سلول مشـبك بـراي سـاختار    
گاه سـاده و  با شرط مرزي دو سر تكيه دروني وبيروني  پوسته بامشبك 

 ١٢ و ١١هـاي  در شـكل  ١mي نظيـر  يگيردار براي شـكل مودهـا  
  آورده شده است.

شود كه در تمامي شكل مودهـا بـراي   مشاهده مياز نتايج بدست آمده، 
 )a( سـلول ، با افزايش پارامتر اندازه طـول  موردنظرهر دو شرط مرزي 

گـذارد.  و سپس رو به كـاهش مـي   يافته افزايشبار بحراني كمانش ابتدا 
تعيين نمـود كـه بـه ازاي آن    aتوان يك مقدار مطلوب براي مي درواقع

رسد. همچنين تغييرات فشار بحراني كمانش به ماكزيمم مقدار خود مي
موجب تغيير در توالي شـكل مودهـا گـردد كـه      تواند مينيز  aپارامتر 
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. اسـت ايـن مسـئله    دهنـده  نشـان ر نمـودار  ها در همحل تلاقي منحني
كه براي تقويت پوسته، به تعداد حـداقلي از   دهد ميبررسي نتايج نشان 

تا قبل از رسيدن بـه   اندازه طول سلول افزايش ونياز است  كننده تقويت
تي معـادل و بـار   فباعث افزايش س ـ ها كننده تقويتمود كمانش موضعي 

كه افزايش بيشتر فاصله باعث كمانش موضـعي   شود ميبحراني كمانش 
 .گـردد  مـي كاهش بار بحراني و كمانش سازه  درنتيجهو  ها كننده تقويت
 امر باعث تغيير در توالي مدها است. همين

  
  

براي  (a)تغييرات بار بحراني كمانش با طول سلول مشبك  -١١ شكل
-با شرط مرزي دو سر تكيه دروني وبيروني  پوسته بااستوانه مشبك 

 1mگاه ساده براي شكل مودهاي نظير 

  

  
  

براي  (a)تغييرات بار بحراني كمانش با طول سلول مشبك  -١٢ شكل
-با شرط مرزي دو سر تكيه دروني وبيروني پوسته  بااستوانه مشبك 

 1mشكل مودهاي نظير  براي گيردارگاه 

  

  گيري نتيجه-٨
 دروني و بيروني پوسته با مشبك استوانه كمانش مقاله اين در

 روش به گيردار و ساده گاهي يهتك مرزي شرايط و يفشار خارج تحت
 .گرديد بررسي محدود اجزاي عددي سازي يهشب و گالركين

  :استاز نتايج به شرح ذيل  اي خلاصه
  نتايج روش تحليلي و عددي نشان كم بودن اختلاف

كه روش تحليلي از دقت قابل قبولي برخوردار  دهد يم
  است.

  مقدار بار بحراني كمانش در  ها كننده تقويتبا افزايش زاويه
و سپس با  يافته افزايشتمامي مودها در نمودارها ابتدا 

بررسي آن مشخص  و با يابد ميافزايش بيشتر كاهش 
كه براي تقويت پوسته، به تعداد حداقلي از  شود مي

زاويه تا قبل از رسيدن به  افزايش ونياز است  كننده تقويت
تي فباعث افزايش س ها كننده تقويتمود كمانش موضعي 

كه با افزايش بيشتر  شود ميمعادل و بار بحراني كمانش 
 درنتيجهو  ها كننده تقويتزاويه باعث كمانش موضعي 

 .گردد ميكاهش بار بحراني و كمانش سازه 

  ها كننده تقويتبا افزايش سطح مقطع )A ( بار بحراني
و سپس با  يافته افزايشابتدا كمانش در تمامي مودها 

افزايش سطح مقطع  .يابد ميافزايش بيشتر كاهش 
به ازاي ضخامت يكسان پوسته مود كمانش  ها كننده تقويت

در محدوده . دهد ميسازه را به سمت كمانش پوسته سوق 
، با ها كننده تقويتكمانش كلي سازه و كمانش موضعي 

بار بحراني افزايش  ها كننده تقويتافزايش سطح مقطع 
اما اثر آن از اثر افزايش وزن سازه كمتر است و  يابد مي

  .شود ميبار بحراني ويژه سازه با كاهش مواجه  درنتيجه

 مشبك طول سلول با افزايش پارامتر )a(  بار بحراني
و  يافته افزايشكمانش در تمامي مودها در نمودارها ابتدا 

توان يك مي درواقع. يابد ميسپس با افزايش بيشتر كاهش 

تعيين نمود كه به ازاي آن فشار  )a(مقدار مطلوب براي 
بررسي نتايج  رسد.مقدار خود مي بيشينهبحراني كمانش به 

كه براي تقويت پوسته، به تعداد حداقلي از  دهد مينشان 
تا قبل  طول سلول مشبك افزايش ونياز است  كننده تقويت

باعث  ها كننده تقويتاز رسيدن به مود كمانش موضعي 
كه  شود ميتي معادل و بار بحراني كمانش فافزايش س

 ها كننده تقويتافزايش بيشتر فاصله باعث كمانش موضعي 
 .گردد ميو درنتيجه كاهش بار بحراني و كمانش سازه 

 

  هاپيشنهاد-٩
  از: اند عبارت شده انجام كار تكميل و ادامه پيشنهادها جهت برخي

 تحليل فركانسي ساختار به روش گالركين 

  از روشهاي تحليلي ديگر جهت حلاستفاده 

 و فركانس طبيعي اثر دما بر بار بحراني كمانش 

 

  يافته توضيحات مربوط به ماتريس سفتي انتقال
  

براي يك  ١رابطه (*) ماتريس سفتي اصلاح شده تنش صفحه اي
 لامينت است.

                                                             
١ Plane stress-reduced stiffness   

(*)  
1 1 1 2

i j 1 2 2 2

6 6
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Q Q Q
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4 2 2 4

11 11 12 66 22

4 4 2 2

12 21 12 11 22 66

3 3

16 61 11 12 66 22 12 66

4 2 2 4

22 11 12 66 22

26 62 11 12 66

Q Q cos 2 Q 2Q cos sin Q sin

Q Q Q cos sin Q Q 4Q cos sin

Q Q Q Q 2Q cos sin Q Q 2Q cos sin

Q Q sin 2 Q 2Q cos sin Q cos

Q Q Q Q 2Q co
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