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Abstract 

Impact between birds and an aircraft, known as �bird strike event� is a common and dangerous phenomenon in aviation 
industry. Experimental tests for bird strike certification are very expensive and time consuming. In order to decrease the 
number of costly sample tests, a trustworthy analytical tool is necessary to precisely predict the structural responses of bird 
and the target. One of the most efficient methods in bird strike analysis is finite element method. Bird Strike simulation 
consists of several parameters. Variations in any of parameters can change the numerical results tremendously. In this study, 
effect of variations in mesh density, material model and equation of state (EOS) is investigated and the most efficient 
parameters on the simulation results are introduced. Results show that numerical simulations which use coarse mesh, null 
material model and Gruneisen EOS can properly predict experimental results. 
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d§��Ìa�½ÂÀ¯µ|»��{�ÊËZÅ�µ|»��Y�Ã�Á�»Y�Á�Äf§�³�c�Â��É�Z�
�Ã|¿�a�Ê°Ë�Ì§�tÌv��Äf¨³�Ä]½M�¾Ë�´ËZm� ,�e� ��ÄÌ·ÁY�d���� Z]

Ê»�Ã{Z¨f�Y{Â����
µ|»�ÉY�]½Z¼·Y��Á�� �{� Ã|¿�a�½{�¯�v»� ,{Á|�{�»�cZ ·Z�
� �Y� ¦¸fz»µ|»ZÅÉ�¨¸fz»Ê�� ½Âr¼Å]Ì�ÊÄ¿YÂf�Y,½Â³�

dze��Á{�Á�Ä¿YÂf�Y�Á�¯��Á{�Ã|��Ã{Z¨f�Y�Éd�Y���®Ë��Z^f�Y
�Á�\¸�� Êv��� �]� Ê·Z¼�Y� �Z�§� �Y{Â¼¿� Ä�ËZ¬»� Z]� ,Ã|¿�a� µ|»

Ê»� Ã|ÌnÀ�� ��ZÀf»�É��¿� Á�Ê]�ne�ÉZÅ�Y{Â¼¿{Â�� ��Á�É|·Á�Y
½ÂÌr¯��� µZ�� �{�����¹�¿� ��Âe§Y� �Y�PAM-CRASH���]

µ|»�¾Ë�fÆ]�ÉÁ��|¿{Y{�¹Zn¿Y�ÊeZ¬Ì¬ve� Ã|¿�a�ÉY�]���� ��½M�ZÅ
Ã|¿�a¶z¸ze�Z]�ÊËZÅµÂ��d^�¿�,Ä]���Á���«�ÉZÆf¿Y����Y��¦¸fz»

µ|»� Y���Y{Â¼¿� Áµ|»��Y�¶�Zu��Z�§�ÉZÅ��Y{Â¼¿� Z]� Y��{Ây�ÉZÅ
Ä�ËZ¬»�Ê «YÁ� Ã|¿�a�{�Ây�]� �Z�§�ÉY�]� Y��µ|»�¾Ë�fÆ]� Ze�|¿{�¯

|¿�a|ÀÀË�³�]� Ã� �½M� cZ¬Ì¬ve� lËZf¿�Z]� Ã|¿�a� Ä¯� {Y{� ½Z�¿� ZÅ
ºÌ¿� ÉZÆf¿Y� ��«� Ä]� µÂ�� d^�¿� Á� ÉÁ�¯���ÉY�]� µ|»� ¾Ë�fÆ]

ÄÌ^�d�Y�Ê «YÁ�Ã|¿�a�É�Z�� �µ|»�ÉY�]��Ì¿���Zu��Z¯��{� Y~·��

|¿�a�½{�¯� ��«� Ä]�µÂ��d^�¿� Z]�ÉÁ�¯��Á{� Ä¿YÂf�Y� �Y� ,Ã���Á
d�Y�Ã|��Ã{Z¨f�Y�¾ÌeÓ���Àm��½ZËZ��Y��¯}�Á�ÊfËY|Å�Ä¯�d

Ã|¿�a� µ|»� �Y� {Y�� ÊËZÌ��«YÁ� Ä�|ÀÅ� Z]� ÉY� Ä¿ZËY�³��Ä]� ÄÌ^�
Ã|¿�a�Ê «YÁ� Ä�|ÀÅ� �µ|»�ÉY�]�Ä¯� |¿{�¯� Ã{Z¨f�Y� Ã|¿�a�É�Z�

Ã{Y{� Ä]�d^�¿� É�fÆ]� lËZf¿Ê»� Ê]�ne� ÉZÅ� {Y{������� ¶°���
Ã|¿�a� µ|»� �Y� ÊËZ¼¿�½Z�¿� Y���ÅÁ�a� ¾ËY� �{� Ã{Z¨f�Y� {�Â»� ÉY

Ê»|Å{���
��

��
�¶°����ÀÅÃ|¿�a�µ|»�Ä�|��

� �
�Ã|��¶Ì°�e�[M� �Y� ,½Z³|¿�a� ½|]�d§Z]� �f�Ì]� Ä¯� Zn¿M� �Y

d�YÃ|¿�a� ÉY�]� ,,�Ê»Ä¸°�f»� µ|»� �Y� ½YÂex�Za� Z]� ÉY�
�]�Ã�Æ]�[M�Ä]Z�»�Ê°Ì»ZÀË{Á�|ÌÅ{���yZ��ZfMÂeZ¿Ê»�a|¿���Ã»Z¶��

                                                           
7Airoldi And Cacchione 
8Ends 
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Ã�¨u��� Ä¸¼m� �Y� É{ZË�� Ê¸yY{� ÉZÅÄ�Ì¯� Á� ZÅÊËYÂÅ� ÉZÅ�
��Y� ,ZÅ�a�¾f§�³��¿� �{� ½Á|]� Y�� Ã|¿�a�Ê·Z´q� Ä¯�d�Y�Ê¨¸fz»

������ Ä]����� Ze����¹�³Â¸Ì¯Ê»��ÅZ¯�\ °»�f»|Å{����,
�����Ä]µ|»��Â�À»Ã�¨u�¾ËY�cY�iY�½{�¯a��{�ZÅ�Ã|¿�a�µ|»�x�Z

¶z¸ze� ¦¸fz»� cÓZ¬»� �{� ,¾´¼Å�Ã|¿�a� ÉY�]� Ê¨¸fz»� ÉZÅ
Äf§�³� ��¿�{d�Y� Ã|�� �� �mY�»� �{���� �� Á���� �Ä]��Y� \Ìe�e

¶z¸ze�ÉZÅ����Á����Ã|��Ã{Z¨f�Y�Ã|¿�a�µ|»�ÉY�]d�Y���
dË�»��Y��´Ë{�Ê°Ë�Ä¯�d�Y�½M�[M�Z]�Ã|¿�a�½{Y{��Z^e�Y�ÉZÅ

Ê»�½M� �{{Z »� �Y�[M�½Âr¼Å�½YÂe�d·Zu�Ä·��EOS� ��½ZÌ]�ÉY�]
�Z�§� Ä�]Y��Ã�Æ]� Ã{Z»� Ê·Z´q�{�]� ��½{�¯� µ|»� ÉY�]� ¶¯� �{

¹�¿��{�cZ ËZ»�Ä·{Z »�,Ã{Z»�µ|»��]�ÃÁÔ��{Á|v»�½Z¼·Y�ÉZÅ�Y�§Y
¦Ë� e�|ËZ]��Ì¿�d·Zu�{Â���Äf§ZË�{�Ê¿Y|Ì»�cZ ·Z�»�¹Zn¿Y��Y��a�

®Ìf�ÓY� Á� µÂ¿� Ã{Z»� µ|»� Á{� �Y� Ã|¿�a�ÉY�]� Ä¯� |����®Ìf�Ôa
ÅÊ»� Ã{Z¨f�Y� ®Ì»ZÀË{Á�|Ì{Â�� �Ä]� Y�� Ã{Z»� µ|»� Á{� ¾ËY��Â�

Ä¸¼m|Àq�d·Zu�cÓ{Z »��Y�Ê°Ë� Z]�µÂ¼ »�ZË�Ê·Á|m�,Ê�y�ÉY
Ê»� |¿ÂÌa�¾�ËZ¿Á�³|ÀÅ{� ��Ä·{Z »� Ä�� Á� Ã{Z»� µ|»� Á{� Ä»Y{Y� �{

Ê»�tË��e�Ã|��¯}�d·Zu|¿Â�� 

��
���Ã|¿�a�Ã{Z»�µ|» 

����µÂ¿�Ã{Z»�µ|»��
Z»�ÉY�]�ZÆÀe�µÂ¿�Ã{Z»�µ|»��YÊ»�Ã{Z¨f�Y�cZ Ë�Ä¯�Y�q�{Â�

�¾ËY¨���Ì¿� Á�ºÌ¸�e��Àe�¶»Z�� Ã{Z»�µ|»Ê¼¿�Ê��]�Êf{Â���
Ê»�Ã{Z¨f�Y�Ê»Z´ÀÅ�µÂ¿�Ã{Z»��Y�ÓÂ¼ »�Ã{Z¨f�Y�Ä]�É�ZÌ¿�Ä¯�{Â�

�Àe� �YÊ§Y�v¿Y�ÉZÅ��|�Z^¿� �{�Ây�]� �{�Zn¿M� �Y� ÓZ]�d����ÉZÅ
�Àe� ¶]Z¬»� �{� Ã|¿�a� d»ÁZ¬»� Ä¯�Ã|�� {ZnËY� ÉÓZ]� �ZÌ�]� ÉZÅ

«¥��� ¶]ZÊ»� ,d�Y� ��¿��{� ½Á|]� µÂ¿� Ã{Z»� µ|»� �Y� ½YÂe
�Àe�¾f§�³��¿{�]�Ã�Æ]�Ê§Y�v¿Y�ÉZÅ� ���{�Ã{Z»�Ä¸°�f»��Ä·{Z »

Ê»��{��Ë��c�Â��Ä]�d·Zu�¾ËY|ËM�������
��������

�½M��{�Ä¯ࡵ���Â�¿Ze�|uYÁ,��ܲ��Á�Ã{Z»��Z�§࣌����Â�¿Zed�Y��Àe��
�µÂ¿�Ã{Z»��{�Ä¯�d�Y��¯}�¶]Z«dm�·�Ê»�ºÅ|�Z]�¶Ìy{�|¿YÂe��

Ä]�µÂ¿�Ã{Z»�Ä¸°�f»�Ä·{Z »�d·Zu�¾ËY��{�Ê»�ºÌ¼ e��Ë��¶°���

Ë|]Z࣌�������� ൌ ʹ߭ࡰെ ࡵܲ ���������������������������������������������������  

�½M� �{� Ä¯ࡰ��Á� ¶°��ÌÌ¤e� w�¿� �Â�¿Ze߭�dm�·��ZË� ª¸�»
d�Y�Ê°Ì»ZÀË{� ��]�¶ËZ�»� �{�Ä¯�d�Y� �¯}�¶]Z«��Y� Ã|¿�a� {�Ây
d����Ä¯� Zn¿M���§�®ÌeZf�YÁ�|ÌÅ� Ã|¿�a� �{��Àe� ,d�ÓZ]� ZÅ

Ê»�Ã�Z¼��Ä·{Z »��Y�Á�{Â�����Ê»�Ã{Z¨f�Y{Â����
                                                           
1. Equation of State 
2. Deviatoric 

����®Ì»ZÀË{Á�|ÌÅ�®Ìf�Ôa�®Ìf�ÓY�Ã{Z»�µ|»��
�¦Ë� e�ÉY�]�d�Y|Ìa��»Z¿� �Y�Ä¯�Ä¿Â´¿Z¼Å� ,Ã{Z»�µ|»�¾ËY

®Ìf�ÓY� {YÂ»�Ä]� ®Ì»ZÀË{Á�|ÌÅ� ®Ìf�ÔaÊ»� �Z¯{Á�� ��¾ËY� �{
�Àe�ÊÀvÀ»�,Ã{Z»�µ|»�Ä]��¿�¯Ê»�Ê�yÁ{�c�Â�|�Z]����Àe

Ê»�Ä^�Zv»��Ë��Ä�]Y����Âe�ºÌ¸�e{Â���������
௬ߪ��������������� ൌ ߪ  ߳ҧܧ  ሺܽଵ  ǡ�ሾݔଶሻ݉ܽܽ Ͳሿ��

�½M� �{� Ä¯ܧ�¨�� µÁ|»d�\�u�]� Á� d�Y�®Ìf�Ôa� Ê³|¿Â�
�,²¿ZË� µÁ|»ܧ��Ê�Z¼»� µÁ|»� Áܧ௧�Ä]Ê»� ½ZÌ]� �Ë�� c�Â�{Â��

����� 

ܧ������������������������������������������������������������ ൌ ாாாିா��
�Ä�]Y���{�����ܽଵ��Áܽଶ�Ä]¨��\ËY���\Ìe�ed��Z�§�Ê³|¿Â�

|Àf�Å� Ê ]�»� Á� Ê�y��߳ҧ��Á� �iÂ»� ®Ìf�Ôa��¿�¯ߪ���Àe
{� ºÌ¸�ed�Y� Ã{Z����¯� ½Â»�M� �� �� Ä�]Y�� �§����Z,���}� �{

d�Y�Ê¨À»���¯��{�Á�d^j»���
��
���d·Zu�cÓ{Z »��

Ê»� Ã{Z¨f�Y� Ê¨¸fz»� d·Zu� cÓ{Z »� �Y� [M� ÉY�]{Â�� ��Ä�
Ã{Z¨f�Y� µÁY|f»� d·Zu� Ä·{Z »�Ã|¿�a� {�Ây�]� Ã|Ë|a� �{� Ã|�

Ä¸¼m|Àq��Y�|Àe�Z^�¾�ËZ¿Á�³�Á�Ê·Á|m�,Ê�y�ÉY���z]��{�ÉZÅ
�����Ze�����Ã{Y{�tÌ�Âe���fz»��Â��Ä]�d·Zu�Ä·{Z »�Ä��¾ËY��

Ã|�Y|¿���
��
����Ä·{Z »ÉÄ¸¼m|Àq�d·ZuÊ�y�ÉY��

Ä¸¼m|Àq� ®Ë� Ä·{Z »� ¾ËYµÂ¼ »� Á� d�Y� Ä�� Äm�{� ÉY�¾Ë�e
Ä·{Z »d�Y��Ã|¿�a�{�Ây�]�Ä·Z�»��{�d·Zu�������

�����������ܲ ൌܥሺߩߩ െ ͳሻଷ
ୀ  

�½M��{�Ä¯ܥ�\ËY����Á�,d]Zi�É{|ߩ��Áߩ��Ê·Z´qÄ�v·ÉY��Á
|Àf�Å�Ã{Z»�ÄÌ·ÁY���´Ë{�½ZÌ]�Ä]���

�������ܲ ൌ ܥ  ߤଵܥ  ଶߤଶܥ   ଷߤଷܥ
�½M� �{�Ä¯ȝ ൌ ɏ ɏ୧ൗ െ ͳ��µÂ�� �{� Y�� Ã|¿�a�Ê·Z´q� �{� �ÌÌ¤e

Ê»� ½Z�¿� {�Ây�]|Å{� ��Ä]� �Â]�»� ¶�Y� �{� ,Ä¸°�f»� Ä·{Z »� ¾ËY
Å� ,®Ì»ZÀË{Á�|ÌÅ� Ê ËZ»�Z]� Ä¯� ,d�Y� ZÀ^�qZ¿� Á� {�´¿Z�¼

½M� ½YÂe� Ê»� Ê]Ây� ¾Ì¼ze�Ä]� Ã|¿�a� ÉY�]� Y�{�]� �Z¯� ��¶¼�� �{
�\Ëܥ���Ê»� ��§� �¨�� �]Y�]{Â�� �Ä¸¼m|Àq� ¾ËY� \ËY���ÉY

�ÄÌ·ÁY�Ê·Z´q�\�u�]��Ë��¶°��Ä]�,¶z¸ze�½Á|]�[M�d·Zu�ÉY�]ɏ୧�[M� �{�cÂ��d���� ,ܿ��Ê]�ne�\Ë���®Ë� Á��Ê»�½ZÌ]��

|¿Â��������
��
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�����

ÄÌ·ÁY�µ{Z e��Z�§ܥܥ�������������ଵ ൌ ଶܥ ܿଶߩ ൌ ሺʹ݇ െ ͳሻܥଵ �ଷ ൌ ሺ݇ െ ͳሻሺ͵݇ െ ͳሻܥଵ ܥ��½{Â]�®qÂ¯�¶Ì·{�Ä]�Ä¯�d�Y�Âm��Z�§�ZË�ÄÌ·ÁY�µ{Z e��Z�§
Ê»�{ZnËY� {�Ây�]�|ÀËY�§�¾Ìu��{�Ä¯�ÊËZÅ�Z�§�Ä]�d^�¿�,|¿Â�

f§�³���¿�{��¨���]Y�]Ê»�Ä{Â���Ä¸¼m|Àq�¾ËY�\ËY��½Á�{�ÉY��

��{��Ì¿�¶z¸ze�ÉY�Y{�µ|»�Á{�ÉY�]�Ê]ZË���,����Ä]Ã|»M�d�{��

|¿Y� �� ¶°�� �{���ÉZÅ�Y{Â¼¿ܲ��\�u�]ȡȀߩ୧� ,�º��� �Y� Ä¯
Ä¸¼m|Àq� ÉY��� �¶z¸ze� Z]� Ã|¿�a� Ã{Z»� µ|»� Ä�� ÉY�]�ÉZÅ �ߙ ൌ ͲǤͲͲǡ ͲǤͳͲǡ ͲǤͳͷ��Ä]Ã|»M�d�{�ËZ¼¿� ,Ã|��Ã{Y{|¿Y��

�ËZ¬»ÊÀvÀ»� ÄÄ¸¼m|Àq�ÉZÅÉY½Á�{�ÉZÅÊ]ZËÊÀvÀ»� Z]� Ã|���

¦Ì�Âe��Á����Âe� Ä¯� ,¶z¸ze�ÉY�Y{�[M� �Z�§�ÉZÅ��{� Ã|�
���� �Ä]Ã|»M�d�{�½Z�¿� ,|¿YÊ»|ÀÅ{�Ä¸¼m|Àq�Ä��¾ËY� Ä¯�ÉY

½Á�{Ê»�Ê]ZËÄ]�Ä]����Y��a�Y��[M�d·Zu�|À¿YÂe�Ìa�Ê]Ây�ÊÀÌ]
|ÀÀ¯����
��

��
�¶°�������Zf§��¾Ì]�Ä�ËZ¬»�ÊÀvÀ»�Z]�Ê «YÁ�¶z¸ze�ÉY�Y{�[M

Ä¸¼m|Àq½Á�{�ÉYÊ]ZËÃ|������� �
��

�¶°���{���{�Ây�]�d����\�u�]�cÂÌ¿Â³ÂÅ��Z�§�cY�ÌÌ¤e
�ËZ¼¿Ã|�� Ã{Y{d�Y� �Ê»� Ã|ÅZ�»��{� ÊË�m� �ÌÌ¤e� Z]� Ä¯� {Â�

�Ä¸«� Ã�Y|¿Y� �{�É{ZË�� �ÌÌ¤e� ,Ã|¿�a�µ|»�Ä]��Â]�»�¶z¸ze�Äm�{
ÄÌ·ÁYÄ]�,t���ÉÁ��Ê·Z¼�Y��Z�§�ÉÊ»�{ÂmÁM|Ë��½Z¼Å��{�Ä¯�Ä¿Â³

Ê»� Ã|ÅZ�»� ¶°��cÂÌ¿Â³ÂÅ� �Z�§� ,¶z¸ze� �ËY�§Y� Z]� ,{Â�
Ê»��ÅZ¯|]ZË���

��
¶°�������Ä��ÉY�]�{�Ây�]�d����\�u�]�ÄÀÌ�Ì]��Z�§

¦¸fz»�¶z¸ze������ �
��Z�§�ÄÌ·ÁY�Ä¸«�Ã�Y|¿Y�ÉÁ��É�Y~³�iY��]�ÃÁÔ��¶z¸ze�Äm�{

�cÂÌ¿Â³ÂÅ��Z�§��ÌiZe�ºÅ� Zf�ËY�Ä�¬¿� �{� ZËZa� �Z�§�ÉÁ�� ,�Ê»��
{�Y~³���Ã|¿�a�ÄÌ·ÁY�Ê·Z´q�É�Y~´ËZm�Z]�,�«YÁ�{ɏ୧��Ã{Z»�Ê·Z´q�Z]

Ê»�Y��Ã|¿�a�{�Ây�]��¯�»��{��Z�§�,�¶z¸ze�½|�Âv»��Y��a�½YÂe
º¯Y�e� �ËZ»� ®Ë� ÉZf�ËY� Ä�¬¿� �Z�§� ½YÂÀ�� Ä]���¿�{� �Ë~aZ¿

d§�³�������
�����௦ܲ௧ ൌ ͳʹ ൬ ͳͳ െ ߙ ൰ߩ ܸଶ ൌ ͳͳ െ ߙ ܲ 

�Zf�ËY�Ä�¬¿��Z�§�,¶z¸ze�Y~·ୱ୲ୟ��¶�Zu��Z�§�Ä]�d^�¿�Y�
Ã{Z»�®Ë��Y�º¯Y�e�ÊÀ Ë�½Z�°Ë�Ê·Z´q� Z]� Á�¶z¸ze�½Á|]��Ë~aZ¿ ܲ�Ê»� �ËY�§Y� ,|Å{� �Ê»� dËZÆ¿� �{�Z]� Ä¯� d§�³� ÄnÌf¿� ½YÂe

�Zf�ËY� �Z�§� Á� �ÅZ¯� cÂÌ¿Â³ÂÅ� �Z�§� ,Ã{Z»� ¶z¸ze� �ËY�§Y
Ê»��ËY�§Y|]ZË���

�µÁ|m� �{��\ËY���Ä¸¼m|Àq�d·Zu�Ä·{Z »�ÉY�]�Ê�y�ÉY
d�Y� Ã|�� Ã{�ÁM� Ã|¿�a� ��\ËY��� Ä¯� d�Y� �¯}� ¶]Z«ܥ��ÉY�]

�¶z¸ze�d·ZuÁ{����Á���ª^�À»�Z]�,|��{�ZÆ¿M�ÉZÅ�Y{Â¼¿�½{�¯
�¶°��ÊÀvÀ»�Á{�Z]��Ä]Ã|»M�d�{�d�Y���

��
�µÁ|m���Ä¸¼m|Àq�d·Zu�Ä·{Z »�\ËY��Ê�y�ÉY��

�¶z¸ze�½Á|]ܥ��ଵ ൌ ʹʹͷͲܥ ܽܯ� ൌ ଶܥ ൌ ଷܥ ൌ Ͳ 
�¶z¸ze���|��{ܥ�� ൌ Ͳ ܥଵ ൌ ͷͳͳǤܥ ܽܯ�ଶ ൌ െͺʹʹͶܥ ܽܯ�ଷ ൌ ͷͷͳͷͲܽܯ� 
�¶z¸ze���|��{ܥ�� ൌ Ͳ ܥଵ ൌ ͶͺǤͶܥ ܽܯ�ଶ ൌ െͻʹʹǤͳܥ ܽܯ�ଷ ൌ ͵ͳʹͲܽܯ� 

� �
����Ä·{Z »ÉÊ·Á|m�d·Zu��

Ê»�Ã{Z¨f�Y�[M�ÉY�]�Ä¯�¹Á{�d·Zu�Ä·{Z »���Ë��¶°��Ä]�,{Â
d�Y�������ܲ ൌ ௩ሻߝሺܥ  ���������������������������������������ܧ�௩ሻߝሺܶ�ߛ ���  
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�½M��{�Ä¯ܥ��Á��Z�§�d]Ziܶ��Y��Ê¼nu��¿�¯�\�u��]�Z»{�d]Zi
Ê»� ½ZÌ]|ÀÀ¯� ��Ê Ì^�� ºfË�Z´·� ÉY�]� É�´Ë{� ¹Z¿� Ê¼nu��¿�¯

d�Y�Ê^�¿�ºnu�����¬¿�Z»{�,Ã|¿�a�{�Ây�]�Ä·Z�»�ÉY�]�Y��É{ZË
Ê¼¿�É�Z]�Ä¸¼m��Y� Y~·� ,|À¯ܶ�ߛሺߝ௩ሻܧ���Ä·{Z »�Á�Ã{�¯��À§��

Ê»��{��Ë��¶°��Ä]�Ê·Á|m�d·Zu|ËM�������
��������������������������������������������������������ܲ ൌ  ௩ሻߝሺܥ

� µÁ|m� �{�\Ë��� Ã{� Z]� [M� Ã{Z»�ÉY�]�d·Zu� Ä·{Z »�\ËY����
d�Y�Ã|»M���

 
�µÁ|m���Y��Ê·Á|m�d·Zu�Ä·{Z »�\Ë����Y�Äf§�³�]������ �  ௩ߝ ܥ

-34.47 MPa 1 

0 MPa 0 

2.0270591 MPa -0.0953 

10.135293 MPa -0.1044 

20.270586 MPa -0.1124 

30.405878 MPa -0.1178 

40.541171 MPa -0.1258 

50.676464 MPa -0.1310 

101.35293 MPa -0.1484 

506.76464 MPa -0.2327 

��
�Ê·Á|m�d·Zu�Ä·{Z »�ÉY�]ߛ ൌ ͳ�Á� ��¨��ÄÌ·ÁY�Ê¸yY{�É��¿Y� ,

Ê»���§�®Ë�ÄÌ·ÁY�Ê^�¿�ºnu{Â����
 
����Ä·{Z »É¾�Ì¿Á�³�d·Zu��

�Ä·{Z »�{Â��Ê»�Ê���]�Ä·Z¬»�¾ËY��{�Ä¯�¹Â��d·Zu�Ä·{Z »
¾�Ì¿Á�³�d·Zu��d�Y��Ä·{Z »�¾ËY�Z�§�Ä�]Y��,d·Zu�É���Y��ºnu

½M�Ä]�Äf�]���^À»�ZË�Ã{��§�Ã{Z»�Ä¯Ã|��½ZÌ]�¶°��Á{�Ä]�,d�Y
Ê»|À¯� �Ã{��§�Ã{Z»�ÉY�]Ä]�¾�Ì¿Á�³�d·Zu�Ä·{Z »� ,Ã|��c�Â�

Ê»�½ZÌ]��Ë�{Â��������
 ܲ ൌ ఘబమఓඃଵା൫ଵିംబమ ൯ఓିమೌఓమඇଵିሺௌభିଵሻఓିௌమ ഋమഋశభିௌయ ഋయሺഋశభሻమ൨మ  ሺߛ  ܧ�ሻߤܽ ��������   

��^À»�d·Zu�ÉY�]�ÁÃ|��������ܲ ൌ ߤଶܥߩ  ሺߛ  ܧሻߤܽ �������������������������������������  
�ÓZ]��]YÁ���{ܥ��ÊÀvÀ»���Z¬eݒୱ െ ��୮�-ܵଵ�,ܵଶ��Áܵଷ��\ËYݒ
�ÊÀvÀ»� \Ìݒ�ୱ െ ���-¾�Ì¿Á�³ߛ-�୮ݒ ÉZ»Z³ܽ��ºnu� sÔ�Y

�µÁY�Ä^e�»ߛ-ܧµÁ|»��ÄfÌ�Ìf�ÓY�Áȝ ൌ ɏ ɏ୧ൗ െ ͳ�d�Y���

                                                           
1. Gruneisen 

Ä·{Z »�\ËY���Y�|Àe�Z^��[M�ÉY�]�¾�Ì¿Á�³�d·Zuܥ� ൌ ͳͶͺͲ��
 ଵܵ ൌ ͳǤͻʹ�,ܵଶ ൌ Ͳ�,ܵଷ ൌ Ͳ��ÁߛсϬ͘ϭ��������{�Â»� ÉZÅZ°Ë
ÄÌ^��¹Z¼e��{ZÅ�f»Y�Za�ÉY�]�Ã{Z¨f�YÉ�Z��,ZÅSI�Ê»|À�Z]���

� �
����®^¸ËÁ�É{Â¼��{�Ây�]��Ê]�ne�½Â»�M��

®^¸ËÁ��¼Ìm���dve�Ã|¿�a��Zf§��Ä¯�{Â]�Ê¿Y�´�ÅÁ�a�¾Ì·ÁY�Y
{�¯�Ê���]�Ê]�ne�c�Â��Ä]� Y��{�Ây�]� ��Ze�d§�³�ÁY�Ä¯�ÊnËZf¿

Ã{�¯��¨u� Y��{Ây�dÌ¼ÅY��Á�»Y�Ä]Ê³�ËÁ�Á�¶°��Ä¯� Y�q� ,|¿Y��

Ê»�Ã{Z¨f�Y�É{|��Ã|¿�a�µ|»�®Ë�ÉY�]�Ä¯�ÊËZÅ�Ê]Ây�Ä]�Y��{Â�
Ê»� ½ZÌ]|À¯� �Ê°Ë� �Á�»Y� Ä]� Ze� ÁY� cZ�ËZ»�M� lËZf¿��¾Ë�fÆ]� �Y

ÄÌ^��lËZf¿�Z]�Ä�ËZ¬»�ÉY�]�Ä¯�d�Y�ÊnËZf¿�Ã{Z¨f�Y�É{|��É�Z�
Ê»{Â����

µZ�� �{��Y� ,Ã|¿�a� {�Ây�]� Ê]�ne� ½Â»�M� ¹Zn¿Y� ÊËY|f]Y� ÉZÅ
¹�m� Z]� Ã{�»� ½Z³|¿�a�Ê¸¼�� ½Â»�M� ¹Zn¿Y� ÉY�]� ,½Â³Z¿Â³� ÉZÅ

Ã{Z¨f�Y�Ê»|���®^¸ËÁ�Z»Y���µZ���{�����Ê»�Ä¯�{Y{�½Z�¿�½YÂe
Ã{Âe��YËZÅ�½Z³|¿�a�ÉY�]�Ê^�ZÀ»�¾Ë�´ËZm�½YÂÀ��Ä]�¾Ë�´ËZm�Ê
Ã�Æ]{�]�������{YÂ»� ,Ã|¿�a�\�ZÀ»� ¾Ë�´ËZm� Ã{Z»� ¾f§ZË� ÉY�]� ÁY

ÁZ³�ºz·�d�Â³� ,¾ÌeÓ��½Âr¼Å�Ê¨¸fz»�®Ìf�Ó�,�ÉZÅ�RTV�
¾Ë�aÂX¿� Á��¶z¸ze� Z]�¦¸fz»�ÉZÅ�®Ìf�Ó� Á�¾ÌeÓ�� {�Â»� �{��

�ÉZÅRTV� �½M�lËZf¿� Á� {Â»�M� Y�lËZf¿� Z]� Y�� ZÅ�Ä]Ze�a�Ã|¿�a�ÉZÅ
{�¯� Ä�ËZ¬»� Ê «YÁ� ��ÉY�]� \�ZÀ»� µ{Z »� Ã{Z»� [Zzf¿Y� ÉY�]� ÁY

�t���Z]�Ê�ÂÀ�»�Ã|¿�a�{�Ây�]�Ä]����¯�»��Z�§��Y{Â¼¿� ,�Ã|¿�a
�Ê «YÁ� Ã|¿�a� Ä]� �Â]�»� Ä]��� �¯�»� �Z�§� �Y{Â¼¿� Z]� Y�� \¸�

Ä�ËZ¬»{�¯� �½Â»�M½Z�¿� ÁY� ÉZÅ�¾Ë�´ËZm� Ã{Z»� ¾Ë�fÆ]� Ä¯� {Y{
eÓ�� ,Ã|¿�a� ÉY�]� ÉY�Y{� Ä¯�d�Y�ÊÀÌ����Á� Ã{Â]� ¶z¸ze� |��{
� ��Âf»� Ê·Z´q����¹�³Â¸Ì¯Äf�Y{� \ °»�f»|�Z]� ��¾ËY� �{

½Â»�M�¾Ì]��Y�,�ÅÁ�a�É{Â¼��{�Ây�]�½Â»�M�®^¸ËÁ�Ê¸¼��ÉZÅ
Ã|¿�a�d����Z]�ÉY�����f»|��[Zzf¿Y�ÄÌ¿Zi��½Â»�M��Y{Â¼¿��{�Â»

�¶°���{�,Ê���]��Ê»�Ã|ÅZ�»{Â����
ÌÌ¤e� Z]� ,Ã�Á�a�¾ËY� �{µ|»�ÉZÅ�f»Y�Za� �Ä·{Z »� ,É{Z»�ÉZÅ��

®Ë{�¿� Ä¯� ÊËZÅ�f»Y�Za� ½M� ,Ä°^�� Ê·Z´q� Á� d·Zu� ÉZÅ�¾Ë�e
Ê»�ÄnÌf¿�®^¸ËÁ�Ê]�ne�lËZf¿�Ä]�Y��É{|��x�Za�ÄnÌf¿Ä]�|ÀÅ{��

Ê»�Ê§� »�ÄÀÌÆ]�ÉZÅ�f»Y�Za�½YÂÀ�|¿Â����
��

                                                           
2. James Wilbeck 
3. Wilbeck 
ϰ
. Beef 

5 . Room Temperature Vulcanized Rubbers 
6. Neoprene 



����Ê�|ÀÆ»�Ä¸n»�������Ë�^e�ÃZ´�¿Y{�®Ì¿Z°»���������������������������������������������������������������������������������������������������������������µ|»��iY�Ê���]��� 

 

��
¶°�����®^¸ËÁ��½Â»�M��Z�§��Y{Â¼¿±�{Â¼�{�Ây�]É�Ã|¿�a�Z]�

d���������f»¿ZiÌÄ����� �
��

�Ã|¿�a�{�Ây�]�,Ã|¿�a�{�Ây�]��{��iÂ»�ÉZÅ�f»Y�Za�Ê���]�ÉY�]
Äv¨��Ä]Ê°�Ë{�ÉYÊ»�Ê���]�\¸��Á�¶°�{Â����Ã{Z¨f�Y�d¸�

Ä]�\¸��Ê§|Å��Y¶°��¥|Å�ÉZm�ªË���¾ËY��Y�Ä¯�d�Y�½M��Ë~a
Ê»�Ã|¿�a�Ä]��Â]�»�ÄÀÌÆ]�ÉZÅ�f»Y�Za�x�Za�Ä]�ÄmÂe�½Á|]�|À¿YÂe

|¿Â���z�»�,¥|Å�Ã{Z»��]�Y~·Ã{Z��ÉY��É�Z�|ÀËY�§�µ|»�É�Z�
�{�Ây�]� � ,Ê¸¼�� lËZf¿� Z]� É{|�� lËZf¿� Ê¿YÂz¼ÅZ¿� �Y� [ZÀfmY� Á

Ê»�Ê���]�\¸��t���Z]�Ã|¿�a�{Â¼�{{�³���
½Z¼·Y� �Y� Ã{Z¨f�Y� �´Ë{� ¥��� �YÄ]� � ,\¸�� ÉZÅd�Y� Ä§����

�½Âq½Z¼·Y�Äf�Y~³�ZÀ¯�¶u�cZ^�Zv»��Y�|Àf�Å�\¸��Ä¯�ÊËZÅ
Ê»]�»� �Ì¤f»� pÌÅ� ÉY�]� Á� |¿Â���{� ÊËZ�§� \¸�� º�m� Ä]� �Â

Ê¼¿� µZ¤�Y� Ä�§Zu{Â�� �½Z¼·Y� �Y� Ã{Z¨f�Y�¾ÌÀr¼Å� \¸�� ÉZÅ
Ê»��ÅZ¯�É{ZË��|u�Ze�Y��¶u�½Z»���Â^n»�Y��µ|»�sY���Á�|Å{

Äv¨�� �Y� Ã{Z¨f�Y� Ä]Äv¨�� ZË� ºÌz��ÉY�� Z]� ÉYf¨�ÉY�]� ÓZ]� Ê
Äv¨�� {ZnËYÊ¼¿�\¸��ÉYµ|»� �«YÁ� �{� -|À¯Äv¨��½{�¯�Z]�ÉY

½Z¼·Y� �Y� Ã{Z¨f�Y� Á� º¯�d»Zz��ÉZÅÄf�ÂaÉY���¾ËY� ÉY�]�\¸�
d�Ì§Z¯� �Â�À»�½Z¼·Y� �Y� Ã{Z¨f�Y�ÉZÅÄf�ÂaÉY��¥|Å� Äv¨�� �{

Ä]½Z¼·Y��Y�Ã{Z¨f�Y�ÉZm�|u�Ze�Y��¶u�½Z»��ÓZ]�{Y| e�Z]�|»Zm�ÉZÅ
Ê»��ÅZ¯�É{ZË�{|Å��ÉZÆ¿Z¼·Y� �Y� Ã{Z¨f�Y�¹Z´ÀÅ��{�Ä¯�Ê¸°�»
Ê»��ÅZ��\¸��Y~·�,d�Y�ÊËZn]Zm��Y�Ê ]Ze��Z�§�Ä¯�d�Y�½M�{Â�

Ê¼¿�Ä¯�d�Y�ÊÀ »�¾ËY�Ä]�\¸��Ã{Z»��Y�Ã{Z¨f�Y��Z�§��Y{Â¼¿�½YÂe
Ä]�¥|Å�t����Y� Y�{�ÁM�d�{��ÃY���Y�Ê°Ë�ÉY�]�Ä¯�ÊËZÅ�]�Ä^¸£�

Ä]� ,{�Y{� {ÂmÁ�¶°�»�¾ËYd�{�Y{Â¼¿�½{�ÁM�½Z¼·Y� �Y� �Z�§�ÉZÅ
d�Y� Ã|¿�a�µ|»�ÊËZÆf¿Y� ��ÄËZa� �]�Ä¯� Y�q� ,d�Y�Ê¬�À»��»Y�¾ËY

��{� Á� Ê³��]� ½Z¼Å� Ä]� Ê�À¯YÁ� ,Ê�À¯� �Å� ,¾eÂÌ¿� ¹Â�� ½Â¿Z«
Ê»�{�YÁ��°��dÆm�{�Ây�]��¯�»��{�Ã|¿�a�Ä¯�É�Z�§�Y~·�-|À¯
Ê»�{�YÁ�¥|Å�t���Ä]�½Z¼Å��{�Ã|¿�a�Ä]�¥|Å�Ä¯�É�Z�§�Z]�,|À¯

Ê»�{�YÁ�Ä�¬¿|À¯d�Y��]Y�]�,����
Ê³�ËÁ� Äq�³YÄ]� ,t��� ÉY�]� Ã{Z¨f�Y� {�Â»� Ã{Z»� ÉZÅ�¶Ì·{

�\¸�Ê¼¿�{ZnËY��Z�§�lËZf¿��{�É�ÌÌ¤e�½M�½{Â]���Â�À»�Ä]� ,|À¯
                                                           
1Shell Eements 

� ¦Ë� e¥|Å� t��� {ÓÂ§� �Y� ,�����Ã|�� Ã{Z¨f�Yd�Y� ��{Z ]Y
Ä]� ¥|Å� Äv¨�Ã|�� [Zzf¿Y� ÃYÂz·{� �Â��¶Ì·{� Ä]� Ä¯� Y�q�d�Y

�,¥|Å�Äv¨��¾f§�³��¿��{�\¸��{ZnËY�lËZf¿��{�É�ÌÌ¤e�½M�{Z ]Y
Ê¼¿|À¯� ��µÁ|m� �{��Ê³�ËÁ�µÁ|m� �{� Á� Ã|¿�a�Ê»Â¼��ÉZÅ��

Ê³�ËÁÄÌ^�� �{� Ã{Z¨f�Y� {�Â»� ¥|Å� t��� Ê»Â¼�� ÉZÅÉ�Z��
Ê»�Ã|ÅZ�»�®^¸ËÁ�ÄnÌf¿{Â����Ä]�Ã|¿�a�¹�m�Ä¯�d�Y��¯}�¶]Z«

� �]Y�]� ÃYÂz·{� �Â���[Zzf¿Y� ¹�³Â¸Ì¯|�� ��Ã|¿�a� µ|»� {Z ]Y� �ËZ�
�Á� ��«�µÂ�� �� Ê·Z´q� Á� Ã|¿�a� ¹�m� Ä]� ÄmÂe� Z]� �Ì¿����

¹�³Â¸Ì¯\ °»��f»��Ä�]Y�� �Y� Ã{Z¨f�Y� Z]� Áȡ ൌ ݉Ȁݒ�� Ä]�d�{
|»M���
 

� �
¶°�����Ä°^�¦¸fz»�Ê·Z´q�Á{�Z]�Ã|¿�a�Á�t���É|À]� �

� �
�µÁ|m���Ê³�ËÁÄÌ^��ÉY�]�Ã{Z¨f�Y�{�Â»�Ã|¿�a�Ê»Â¼��ÉZÅ�

É�Z��®^¸ËÁ�ÄnÌf¿� �
Ã|¿�a�Ê³�ËÁ� ��Y|¬»� �

¹�m����¹�³Â¸Ì¯��
��Âf»�Ê·Z´q������¹�³Â¸Ì¯\ °»�f»��
��]�Z�§����������µZ°�ZaZ´»��
��«���������f»��
µÂ����������f»��

{�Ây�]�d����������f»ÄÌ¿Zi��

��
�µÁ|m����Ê³�ËÁ½Â»�M��{�¥|Å�t���Ê»Â¼��ÉZÅ®^¸ËÁ�ÉZÅ�

������
t���Ê³�ËÁ� ��Y|¬»� �
Ê¿Z��¯�µÁ|»������µZ°�ZaZ´Ì³��

Ê·Z´q�������¹�³Â¸Ì¯\ °»�f»��
\Ë���½Â�YÂa�������

���«������f»��
d»Zz�����Ê¸Ì»�f»��

���ÄÌ^�\¸��t���Z]�Ã|¿�a�{�Ây�]�É�Z���
ÄÌ^�� ÉY�]É�Z��Ä°^�� Ê·Z´q� Á{� Á� Ã{Z»� µ|»� Á{� �Y� ZÅ

Ã|��Ã{Z¨f�Y�¦¸fz»d�Y���Ã{Z»�µ|»�Á�,µÂ¿�µ|»�,µÁY�Ã{Z»�µ|»

                                                           
2Cut-off Pressure 



����Ê�|ÀÆ»�Ä¸n»�������Ë�^e�ÃZ´�¿Y{�®Ì¿Z°»���������������������������������������������������������������������������������������������������������������µ|»��iY�Ê���]��� 

 

®Ìf�ÓY�®Ì»ZÀË{Á�|ÌÅ�µ|»�¹Á{�d�Y�®Ìf�Ôa� ���Y�¾ÌÀr¼Å
·Zu�Ä·{Z »��ZÆqÄ¸¼m|Àq�Á�¾�Ì¿Á�³�,Ê·Á|m�d�Ê�y�ÉY��Á{�Z]
¦¸fz»�¶z¸ze�Ã{Z¨f�Y�,d�Y�Ã|����¶°���{��Ä°^��ÃÂv¿�É|À]

�d��{�Ä°^��Z]�Ã|¿�a�µ|»�ÉY�]���Ã|¿�a��Z ��µÂ���{�½Z¼·Y���Á
� �Ë�� Ä°^�����Ã|¿�a� �Z �� µÂ�� �{� ½Z¼·Y��ÃÂv¿� ¾ÌÀr¼Å� -

Ä°^�Ê»� Ã|ÅZ�»� ¥|Å� t��� É|À]{Â���µ|»� ÉY�]�¾ËY� É�Z�
¹�¿� �Y� Ä·Z�»� �Y�§YLS-PrePost�¹�¿� �Y� ¶u�ÉY�]� Á� �Y�§YLS-

DYNA Solver���ËY�ËÁ����Ã{Z¨f�Y�Ã|��d�Y���
ÄÌ^��ÉY�]É�Z�Ä��µ|»��Y�ZÅ�½Z¼·Y��Y�Á�É| ]��d/�Å�ÉZÅ�

|»Zm�ÊÅ�³���Ã{Z¨f�Y�Ã|�d�Y�������|/¯��Y�µÂ/¿�Ã{Z/»�µ|/»�ÉY�] 

*MAT_NULL���®Ìf//�ÓY�Ã{Z//»�µ|//»�ÉY�//]�Á���®Ìf//�Ôa
Á�|ÌÅ�|¯��Y�®Ì»ZÀË{��

*MAT_ELASTIC_PLASTIC_HYDRO��|//////¯��{
LS-DYNA��Ã{Z¨f�YÃ|��d�Y����{�¥|Å�t���Ê¿Á�Ì]��Ìv»

�Ä/Ì·ÁY�d����Ã|¿�a�Ä]�Á�|��|Ì¬»�dÆm�Ä����/]Y�]�ÉY������/f»��
Ã{Y{�ÄÌ¿Zi�|����

�µÁ|m��{���ÄÌ^���{�Ä¯�É{�YÂ»É�Z���½Â»�M�ÉY�]��¿Y�³Ó
�Y�«�Ä�ËZ¬»�{�Â»��®^¸ËÁ�Ê»|¿�Ì³�Ê»�Ã|ÅZ�»{Â����

��
�µÁ|m���Ê³�ËÁ�Á�ZÅ�f»Y�ZaÄÌ^��ÉY�]�Ã{Z¨f�Y�{�Â»�ÉZÅ��

É�Z�®^¸ËÁ�½Â»�M��¿Y�³Ó�ÉZÅ 

��
 

                                                           
1 . Solid 

ÄÌ^��¹Z¼e��{É�Z�t���Ä]�Ã�³��Â¿��Z¼e��Y�,ZÅ��Ê»�Ã{Z¨f�Y��

{Â���Ã�³��Z¼e�,�ºfË�Â´·Y�¾ËY��{½Z¼·Y�ÉZÅ�t���Z]��Ã|¿�a�ÉZÅ
Ê»�Äf§�³���¿��{�¥|Å{Â����ÅÁ�a�¾ËY��{�,Ä°^��Ê·Z´q�Á{�,

Ê»� Ê���]� ¦¸fz»� d·Zu� Ä·{Z »� Ä�� Á� Ã{Z»� µ|»� Á{�Ze� {Â�
µ|»�ÉY�]�ZÅ�f»Y�Za�¾Ë�fÆ]Ä]��Ã|¿�a�{�Ây�]�É�Z�d�{|ËM�����{

� ¶¯����î�î��ÄÌ^�Ê»� ¹Zn¿Y� �¿Y�³Ó� É�Z�{Â�� ��Ä�ËZ¬»� Z]
�ÉY�]� ZÅ�f»Y�Za� ¾Ë�fÆ]� ,®^¸ËÁ� �Z�§� �Y{Â¼¿� Z]� �Z�§� ÉZÅ�Y{Â¼¿

ÄÌ^��³Ó�É�Z�Ê»�d§ZË�Ã|¿�a�{�Ây�]��¿Y{Â����
�µÁ|m� �{���Ã{�¿Z�� �Y�®Ë�Å� �{� Ã{Z¨f�Y� {�Â»�ÉZÅ�f»Y�Za

ÄÌ^�Ê»�Ã|ÅZ�»�É�Z�{Â���ÄÌ^��ÉY�]�Ä¯�d�Y�ÊÀf¨³É�Z��ZÅ
Ä¸¼m|Àq�d·Zu�Ä·{Z »�Z]�Ê·Z´q��Y�¶z¸ze�½Á|]�d·Zu�ÉY�]�,ÉY

����¹�³Â¸Ì¯� ¶z¸ze� Z]�d·Zu�ÉY�]� Á�\ °»�f»�����Y� |��{
�Ê·Z´q����¹�³Â¸Ì¯Ã|��Ã{Z¨f�Y�\ °»�f»d�Y��������Á{�ÉY�]

�Ê·Z´q��Y��Ì¿��´Ë{�d·Zu�Ä·{Z »����¹�³Â¸Ì¯�Ã{Z¨f�Y�\ °»�f»
Ã|�d�Y��
��

�µÁ|m���ÄÌ^���{�Ã{Z¨f�Y�{�Â»�ÉZÅ�f»Y�ZaÉ�Z�ZÅ��
EP-HYDRO=Elastic Plastic Hydrodynamics; 

LP=Linear Polynomial; 
 NP=No Porosity; 10% P=10 % Porosity 

ÄÌ^�É�Z���Ä°^���Â¿��Ã{Z»�µ|»��d·Zu�Ä·{Z »��
���d��{��Null LP (NP) 
���d��{��Null��LP (10% P) 
���d��{��Null��TABULATED 
���d��{��Null��GRUNEISEN 
���d��{��EP-HYDRO LP (NP) 
���d��{��EP-HYDRO��LP (10% P) 
���d��{��EP-HYDRO TABULATED 
���d��{��EP-HYDRO��GRUNEISEN 
����Ë���Null LP (NP) 
�����Ë���Null��LP (10% P) 
�����Ë���Null��TABULATED 
�����Ë���Null��GRUNEISEN 
�����Ë���EP-HYDRO LP (NP) 
�����Ë���EP-HYDRO��LP (10% P) 
�����Ë���EP-HYDRO TABULATED 
�����Ë���EP-HYDRO��GRUNEISEN 
 

�Ê»Z¼e��{���ÄÌ^�Ä]�¶u��{�Z�y��Y�[ZÀfmY�ÉY�]� ,É�Z���

Z¼·Y� �{� kZmÂ�Y�¶Ì·{½�Ä]� ½Z¼·Y�®Ë�Ê¿Z»�� ¹Z³� Ä¯�Ê»Z´ÀÅ� ,ZÅ
¥~u�½Z¼·Y�,|Ì���ÄÌ·ÁY�Ê¿Z»��¹Z³�¹�ZÆq�®Ë|����

¹�¿� {Á|v»� ½Z¼·Y� ÉZÅ�Y�§Y�c|»� ��Âe� Y�� ÄÌ·ÁY� Ê¿Z»�� ¹Z³
�¾Ë�f°qÂ¯��{�Y��Ä¸�Z§�¾Ë�fÅZeÂ¯�Y|��kÂ»�Ä°¿M�ÉY�]�¹�Ó�½Z»�

Ê»��z�»�,|ËZ¼Ìb]�½Z¼·Y|ÀÀ¯� �¶u��{�ÓÂ¼ »�ÓZ]�d����ÉZÅ
���Âe��ZÌ¬»�\Ë��K�Ê»��f°qÂ¯�Y��Ê¿Z»��¹Z³�¶°�»�Ze�|ÀÀ¯

                                                           
2. Node to surface 
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Ä]�É�Y|ËZaZ¿|ËZÌ¿�{ÂmÁ���ÄÌ·ÁY�Ê¿Z»��¹Z³�Ã�Y|¿Y��Ì¿��ÅÁ�a�¾ËY��{
®qÂ¯�\Ë����Y�Ã{Z¨f�Y�Z]�½Z¼·Y��Å�ÉY�]�Ã|ÀÀ¯K��ÅZ¯d§ZË��

��³Yοݐ��Ã�Z¼��½Z¼·Y�ÉY�]� ÄÌ·ÁY�Ê¿Z»�� ¹Z³���Ã�Y|¿Y� ÃZ´¿M� ,|�Z]
�Y��]Y�]�Ê¿Z»��¹Z³Z]�d���

������������������ο�୬ାଵ ൌ ଵǡݐ�Ǥ݉݅݊ሼοܭ οݐଶǡ ǥ ǡ οݐேሽ��
�½M� �{� Ä¯ܰ�½Z¼·Y� {Y| e�Á� ,ZÅ݊  ͳ�Ê¿Z»�� ¹Z³� Ã�Z¼�d�Y��

d·Zu� ÉY�]� ÓÂ¼ »� ¾ÌËZa� d���� ÉZÅK�� �]Y�]� Y�����ÉY�]� Á
d·Zu½M�É�Zn¨¿Y�ÉZÅ��]Y�]�Y�����Ê»��Y�«|ÀÅ{����ÅÁ�a�¾ËY��{

�Ê»Z¼e� �{���ÄÌ^���Y�É�Zܭ� ൌ ͲǤͻ�Ã{Z¨f�Y|�� � ��Ê»Z¼e� �{
ÄÌ^�É�Z�É��¿Y� ZÅd�Z�� ÉZÅÊÀ��� ,dz�� �YÂË{��t��� ,
Ê��¤·��Ê¸Ë�� Á��Ä^�Zv»� �{� Á� Ã|�Ä¿�YÂ»�Ä]�É��¿YÊ»�[Z�u��

|ÀËM���
½Z¼·Y� ,µÂ¿� Ã{Z»�ÉY�]½M� �]� ÃÁÔ�� ZÅ�Ä]�Ê¿Z»�� ¹Z³�½|Ì��� Z]� Ä¯

Ê»�¥~u� � ÄÌ·ÁY�Ê¿Z»�� ¹Z³� ¹�ZÆq�®ËÅZ³� ,|¿Â��¹�Ó�cZ«ÁY�Ê
dË{Á|v»�d�Y�½|���Y|ËZaZ¿��Y�É�Ì³Â¸m�ÉY�]��Ì¿�É�´Ë{�ÉZÅ
{�¯{ZnËY� ¶u�ÄÌ^�� �{� É�Z���� ���Y� ®Ë� �Å� �{� Ä¯� Ê»Z´ÀÅ

½Z¼·Y� ZÅ� Ä]� �Z�^¿Y� d·Zu� �{� � Ê^�¿� ºnu����d·Zu� �{� Á
�Ä]�Ê³{��§���Ê»Ê»�¥~u�½Z¼·Y�,|Ì��|����½M��»Y�¾ËY�d¸�

ÄÌ^�� �{�Ä¯� {Â]�É�Z����Y�Är¿ZÀq½Z¼·Y�ÉÁ�� �]�|Ì«� Á{�¾Ë�ZÅ
Ê¼¿� µZ¼�Y½Z¼·Y� �{� kYÂ�Y� ¶Ì·{� Ä]� ,|�� �Zq{� ¶u� ZÅÉ�Y|ËZaZ¿�

Ê»|���ÄÌ^���ËZ���{½Z¼·Y�ÉÁ��|Ì«�¾ËY�µZ¼�Y�Ä]�É�ZÌ¿�É�Z��ZÅ
{Â^¿���

�¶°���{��½Z»���{�{�Ây�]�|ÀËY�§�Ê��Ã|¿�a�¶°��ÌÌ¤e�ÃÂv¿��

½Z�¿�cÁZ¨f»�ÄËÁY��Á{��Y�Á�¦¸fz»�ÉZÅÃ|��Ã{Y{d�Y���
��

� �
¶°����½Z»���{�Ê��Ã|¿�a�¶°��ÌÌ¤e�ÃÂv¿¦¸fz»�ÉZÅ��

����ÄÌ^��lËZf¿É�Z�ZÅ��
�¶°���{���ÄÌ^��Ã{�¿Z��ÉY�]�{�Ây�]��¯�»��{��Z�§�ÄËZ¼¿��

�µÁ|m��{�Ã|��¯}�É�Z���Ã|»Md�Y���

                                                           
ϭ
. Hourglass 

2. Stonewall (Rigid Wall) 
3. Sliding Interface 
4. Rayleigh 

 
ÄÌ^��É�Z��  

 
ÄÌ^��É�Z��  

 
ÄÌ^��É�Z��  

 
ÄÌ^��É�Z��  

 
ÄÌ^��É�Z��  
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ÄÌ^��É�Z��  

 
�ÄÌ^�É�Z��  

ÄÌ^��É�Z��  

 
ÄÌ^��É�Z��  

ÄÌ^��É�Z���  

 
ÄÌ^��É�Z���  

 
ÄÌ^��É�Z���  

 
ÄÌ^��É�Z���  
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ÄÌ^��É�Z���  

 
ÄÌ^��É�Z���  

 
ÄÌ^��É�Z���  

�¶°������ÄÌ^��ÉY�]��Z�§�ÄËZ¼¿É�Z��d�Z��µ�fÀ¯�Z]ÊÀ���
��

� ¶°�� ÉZÅ�Y{Â¼¿� Ê»Z¼e� Ê¸¯� ¶°���¯� �Â�¿Z¼Å��Z�f¿Y� Ä
Ê»�Z�§��Y{Â¼¿�Z]�d§��d�Y�ª^�À»�®^¸ËÁ�Ê]�ne�½Â»�M�½Z»���

½M�Ê»Z¼e��{Ä]�ÄÌ·ÁY��Z�§�Ä¸«�®Ë�Y|f]Y�ZÅ�¾ËY��b��,Ã|»M�{ÂmÁ
�Ä]�Á��Ä¸«�ÅZ¯�Ê»�ZËZa�dÌ �Á�®Ë�Ä]��b��Á�Ã{ZÆ¿��{�Á�|��

Ê»� Âv»� �Z�§� ½ZËZa{Â�� �ÄÌ^�� x�Za� �]� Ä¯� Ê¸»YÂ�� �Y�É�Z�
� �f»Y�Za� d�Y� �Y~³�iYK�d�Y� ��|ËZ]� Ê¸¯� d·Zu� �{� �f»Y�Za� ¾ËY

�¾Ì]�É�Ë{Z¬»����Ze���|À¯��ZÌfyY����Y|¬»�,�f»Y�Za�¾ËY��ÅZ¯�Z]
�Ìa�cÂÌ¿Â³ÂÅ� �Z�§Ê»��ËY�§Y� Ã|��ÊÀÌ]|]ZË� ���{�Ä¯�ÊnËZf¿

�¶°���Ã|»M��Y�Ã{Z¨f�Y�Z]�|¿YK=0.9�º��Ã|�|¿Y����ÅZ¯�Z]K�
� Ä]���Y|¬»� Z]� É�f�Ì]� ¥ÔfyY� cÂÌ¿Â³ÂÅ� �Z�§� ,�Ã{Y{�Ã|�

Ê»�Y|Ìa�®^¸ËÁ���Âe|À¯���
Ê»�Ä¯�É�´Ë{�¶»YÂ���Y��ËZ��,|�Z]��iÂ»�lËZf¿�cÁZ¨e��]�|¿YÂe

Ã{Z�É�Z�µ|»� �{� Ä¯�d�Y�ÊËZÅ�t��� Z]� Ã|¿�a� {�Ây�]�É�Z�

Ê»� ¹Zn¿Y{Â�� ��Äf§�³� ��¿� �{� ÉÁ�¯��Á{� Ä¿YÂf�Y� ,Ã|¿�a� ¶°�
{�´¿Z�¼Å�Á�¾´¼Å��Ì¿� Ã|¿�a� Ã{Z»� ,|���Ã{Y{� �Y�«|�� �Zu��{�Ê·

�¶Ì·{� Ä]�½M� Ã{Z»� Ä¿� Á� {�Y{�Ê�z�»�¶°��Ä¿�Ê «YÁ� Ã|¿�a� Ä¯
½YÂzf�Y�{ÂmÁd§Z]�,ZÅÃ�¨u�Á�ZÅd�Y�¾´¼Å�ZÅ���¶Ì·{�¾Ì¼Å�Ä]

µ|»� ÄnÌf¿� Ä¯� d�YÊ¼¿� ÃZ´rÌÅ� É{|�� É�Z��ÄnÌf¿� Z]� |¿YÂe
Ê»��f�Ì]�Ê���]� Z]�Ä¯�|Àq�Å� -|�Z]�½Z�°Ë�Ê¸¼��½Â»�M�½YÂe

ÃY�®Ë{�¿�ÉY�]�ÊËZÅ�ÄnÌf¿�½|���e{�¯�Y|Ìa�Ê¸¼��Z]�É{|�����{
� µÁ|m��ÄÌ^�� �{� Zf�ËY� Á� cÂÌ¿Â³ÂÅ� �Z�§� Ã�Y|¿YÉ�Z��ÉZÅ

Ã|��Ä�ËZ¬»�®^¸ËÁ�½Â»�M�Z]�¦¸fz»|¿���
 

�µÁ|m���ÄÌ^��lËZf¿�Ä�ËZ¬»É�Z���¿Y�³Ó�ÉZÅ��µ�fÀ¯�Z]
d�Z�ÊÀ���®^¸ËÁ�ÄnÌf¿�Z]� �

ÄÌ^�É�Z�����Z�§
cÂÌ¿Â³ÂÅ��

�µZ°�ZaZ´»���

Zf�ËY��Z�§��
�µZ°�ZaZ´»���

��{�|��Z�§�¥ÔfyY
cÂÌ¿Â³ÂÅ��

�®^¸ËÁ�ÄnÌf¿�Z]��
��¶°�����

����������������

����������������

����������������

���������������

�����������������

�����������������

���������������

����������������

����������������

������������������

�������������������

������������������

�����������������

�����������������

�����������������

�����������������

��
�µÁ|m�Ä]� ÄmÂe� Z]��Ä°^�� Ã�Y|¿Y� Z]� Ã|¿�a� {�Â»� �{� Äq�³Y� ,

�{�Â»� �{� Z»Y� -d�Y� ª^�À»�Ê¸¼�� lËZf¿� �]� Z^Ë�¬e� lËZf¿� ,d��{

                                                           
1. Isotropic 
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�lËZf¿�Z]�Y��É{ZË��¥ÔfyY�½ZÀr¼Å�lËZf¿�,�Ë��Ä°^��Ã�Y|¿Y�Z]�Ã|¿�a
Ê»� ½Z�¿� Ê]�ne|Å{� ���eÓZ]� �]� �Ì¿� É�´Ë{� ¶»YÂ�� ZË� ¶»Z�� Y~·

Z�§�½{Â]|Àf�Å��iÂ»�cÂÌ¿Â³ÂÅ������z]��{��Ä°^��Ê·Z´q��iY�,
ÄÌ^��lËZf¿�ÉÁ��Ã|¿�aÊ»�Ê���]�É�Z�{Â����

��
����¶u�lËZf¿��]�Ä°^��Ã�Y|¿Y��{��ÌÌ¤e��iY�d¸��Ê���]��

Ê»�Ä¯�É�´Ë{�d¸�©Y�£Y��{�|¿YÂe�cÂÌ¿Â³ÂÅ��Z�§�½{Â]��Ì»M
�Ä]Ä°^��Z]�d·Zu��{��Â�y�Ë��É|À]��Äf�Y{��¬¿�¥~u�,|�Z]

½Z¼·YÅ|¿�Y{�Y�«�¥|Å� Äv¨�� Z]��Z¼e� �{� Ä¯�d�Y�ÊËZ� �½Z¼·Y��

Ê»�kZmÂ�Y��Zq{�¥|Å�t���Z]�{�Ây�]�¹Z´ÀÅ��{�Ä¯�ÊËZÅ�,|¿Â�
Ê»�¥~u�¶u��Y�{Á|v»�½Z¼·Y�|¯���Âe½Z¼·Y�Y~·�,|¿Â��Ä¯�ÊËZÅ

½M� d�a½Z¼·Y� {ÂmÁ� Ä°¿M� ½Á|]� ,|¿�Y{�Y�«� ZÅ®Ë{�¿� ÉZÅ�Ä]� �e
���Z]�É�eÓZ]�d����Z]�,|ÀÀ¯��u�Y��¥|ÅÊ»�{�Ây�]�¥|Å�t��

|ÀÀ¯� �Ê»� �»Y�¾ËY�dÌ «YÁ� �{� Är¿M� �Y� � Y��cÂÌ¿Â³ÂÅ� �Z�§�|¿YÂe
{�^]� �eÓZ]� ,d�Y� �� �{� ¹�m� �ÌÌ¤e� ÄËZ¼¿� �Â�À»�¾Ë|]���ÄÌ^���

�Ã|ÅZ�»�¦¸fz»�É�Z�|���ÄÌ^���Y�¹Y|°rÌÅ��{É�Z��ÉZÅ���Ze
��Ã|�¿�¥~u�Ê¿Z¼·Y{Â]� �ÄÌ^���{� Z»YÉ�Z��ÉZÅ��� Ze���Ã|¿�a� ,

��Zq{���Ze���Ã|��¹�m��{��ÅZ¯�|��{d�Y���,Ä¿Â¼¿�½YÂÀ��Ä]
ÄÌ^�� �{� �{� ¹�m� �ÌÌ¤e� ÄËZ¼¿� É�Z����� ¶°�� �{��Ã|»Md�Y��

d�Z�� µ�fÀ¯� �Y� Ã{Z¨f�Y� Z]� Ä°¿M� ÄmÂe�\·Zm� Äf°¿�½Y�Ì»� ,ÊÀ�
Ê»��ÅZ¯�É|u�Ze��Ã|¿�a��{�¹�m��ÅZ¯|]ZË���

��

��
�¶°����ÄÌ^���{�¹�m��ÌÌ¤e�ÄËZ¼¿�Ã�Z¼��É�Z�����

��
��Ä]�ÄmÂe�Z]¶°���ÄËZ¼¿�Á��{�¹�m��ÌÌ¤e�ÉZÅ��ÄÌ^��É�Z�

�´Ë{��¾ËY� �{� Ä¯Ã{�ÁM� �Z�fyY� �¨u� ÉY�]� Zm�Ã|�¿�d�Y��,
Ê»�Ã|ÅZ�»�½Z»���Y�Ã|¿�a��{�¹�m��ÅZ¯�{Â�����Ze���Ê¸Ì»��

Ê»� �Á��� ÄÌ¿Zi{Â�� �½M� Ä]� ÄmÂe� Z]� Z»Y��{� cÂÌ¿Â³ÂÅ� �Z�§� Ä¯
ÄÌ^��Ê»Z¼eÉ�Z��½Z»���Y��Ìa�,ZÅ���Ê¸Ì»ÄÌ¿Zi�Ã{Y{�w���,d�Y

Ê¼¿�ÄÌ��§�¾ËY|¿YÂe�Ã|ÀÀ¯��¿Z«�¶Ì·{�½{Â]�ÓZ]� ÄÌmÂe�ÉY�]�ÉY
|�Z]�cÂÌ¿Â³ÂÅ��Z�§���

�d·Zu��{�cÂÌ¿Â³ÂÅ��Z�§�½{Â]�eÓZ]�ÉY�]�Ä¯�É�´Ë{�ÄÌ��§
Ê»� s��»� �Ë�� Ä°^�Ä�v·� �{� Ä¯� d�Y� ½M� ,{Â���Z�§� Ä¯� ÉY

Ê»�w��cÂÌ¿Â³ÂÅ��ZÌ�]�t����¯�»� �{� �Z�§��Ë�Âe�\Ì�� ,|Å{
ÓZ]d�� �½Z¼·Y�Äq��Å� Y~·��{� �Z�§� ,|À�Z]� �e�Ë�� Ã|¿�a�Â¿�ÉZÅ

½Z¼·YÊ»� �eÓZ]� Ã|¿�a�Â¿�ÉZÅÄ°^��½|��Ë�� Z]� Ä¯� Y�q� -{Á���

½Z¼·Y��¯�»�,É|À]®Ë{�¿�{�Ây�]��¯�»�Ä]�Ã|¿�a�Â¿�ÉZÅÊ»��e��

{Â�� �ÄÌ^�� �Z�§� �Y{Â¼¿� ,�»Y� ¾ËY� Ê���]� ÉY�]� É�Z���� Z]���
Ê»�Ä�ËZ¬»{Â�� �ªÌ«{�Ê���]�ÉY�]Ä]� ,�Zy�Ä·Z�»�¾ËY� �e�ÉZm

Ê¿Z»��¹Z³�Ã{Z¨f�Y��ÊmÁ�yͳ ൈ ͳͲିହݏ���¶°�����Ê¿Z»��¹Z³��Y
� cZ�Ô�Y� ÊmÁ�yͳ ൈ ͳͲିݏ�Ê»� Ã{Z¨f�Y{Â��� ¶°������

� �{�cÁZ¨e�d¸�� Ä]� ,Á{� ½M� lËZf¿� �{�cÁZ¨e�ÊmÁ�y�Ê¿Z»�� ¹Z³
Ê Ì^��Ä¸«� Ä¯� Zn¿M� �Y�Ä¯� Y�q� ,d�Y�Ê¿Z»��Ä¸�Z§� �{� �Z�§�ÉZÅ

eY�Ê¼¯��ZÌ�]Ê»�©Z¨�¾f�Â¿�Ê¿Z»��Ã�Á{�¾f§�³��f³��]�Z]� ,|Àf§Y
Ä¸«�¾ËY�,cZ�Ô�Y�ÄnÌf¿��{�Á�Äf§�³�Y�«��Zy�½Z»��Á{�¾Ì]��{�ZÅ

Ê¼¿� Ã|¿YÂy|¿Â�� ��Ä¯�ÊeZ�Ô�Y�¾f�Â¿� Ã�Á{�Ä¯�d�Y��¯}�¶]Z«
�cÂÌ¿Â³ÂÅ��Z�§�Z]�É{|��¶u�cÂÌ¿Â³ÂÅ��Z�§�Ä�ËZ¬»�ÉY�]�|ËZ]

½Â»�MÅ� ½ZÀr¼Å� ,{�¯� Ã{Z¨f�Y� ®^¸ËÁ� ÉZÅ�x�Za� Ã�Á{� ½Z¼
µ|^»d�Y� ®^¸ËÁ� lËZf¿� �{� ZÅ� �� ZÅ� µ|^»� x�Za� |»Z�]����

� �e�ÅÂ¸Ì¯�� Ê¿Z»�� Ã�Á{� Z]� µ{Z »�������ÄÌ¿Zi� �d�Y� ��ÄËZ¼¿
� |Ë|m� �Z�§��cZ�Ô�Y� ¾f�Â¿� Ã�Á{� �Y� Ã{Z¨f�Y� Z]ͳ ൈ ͳͲିݏ��
½Z¼·Y�ÉY�]ÄÌ^���{�Ã|¿�a�Â¿�ÉZÅÉ�Z��ÉZÅ���Á����¶°���{

���Á���Ã|»Md�Y���
��

��
°��¶���ÄÌ^��Â¿�½Z¼·Y��{��Z�§�ÄËZ¼¿�É�Z����

��

��
�¶°�����ÄÌ^��Â¿�½Z¼·Y��{��Z�§�ÄËZ¼¿�É�Z�����

��
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½Z¼ÅÊ»� Ã|ÅZ�»� Ä¯� �Â���{� �Z�§� ÄÀÌ�Ì]� ½ZÀr¼Å� {Â�
ÄÌ^��É�Z����d�Y� �eÓZ]� �½ZÌ]� ÄÌ��§� Ä]� ÄmÂe� Z]�ÄËZ¼¿� ,Ã|�

½Z¼·Y� �Z�§ÄÌ^�� �{� Ã|¿�a� Â¿� ÉZÅ� É�Z���Z]� Z^Ë�¬e� |ËZ]� ,
¿ZÌ»ÄËZ¼¿�¾Ì´½Z¼·Y��Z�§�ÉZÅ½Z¼·Y�Á�Â¿�ÉZÅ�Ä]�Ã|Ì^�q�ÉZÅ
½MÄÌ^�� �{� ZÅ�É�Z����|�Z]�ª^�À»� �½Z¼·Y�Ã{Z¨f�Y� {�Â»�ÉZÅ

ÄÌ^��Á{��{�cÂÌ¿Â³ÂÅ��Z�§�¾f§�³�ÉY�]�¶°���{�,É�Z�����Ä¯
�{� �»�«�²¿�� Ä]� ,d�Y� Ã|¿�a� µ|»�½ZÌ»� �Y� Ê��]Ã|»M|¿Y� ��¶]Z«

�Â¼n»� ,Ê]Ây� ¾Ì¼ze� Z]� Ä¯� d�Y� �¯}�½Z¼·Y� ºnu�{�Â»� ÉZÅ
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