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Abstract  
In this research, using a mesh free particle method based on Lagrangian formulation called smoothed particle hydrodynamics (SPH), 
sand behaviour on the transformation of sandy beaches was simulated. In this paper, weakly compressibility condition was used for 
SPH algorithm. This algorithm is based on the application of Tait equation of state rather than Poisson’s equation for pressure 
calculation. In this research, sand behaviour was evaluated as a non-Newtonian fluid. In the validation process, flow under a gate, a 
dam break and sedimentation problem as a water-sediment two-phase flow were investigated. The results were validated with 
experimental data and numerical values and a good agreement was observed. The appearance of sandy beaches with given physical 
and rheological characteristics under the effect of a sinusoidal wave generator pedal was modeled under yield stress values of τy = 
200 Pa and τy = 1000 Pa at different times. The shape of the simulated bed changed rapidly under the yield stress of τy = 200 Pa, so 
that the form of the bed ripples reached a relative stability after 2-4 seconds. 
Keywords: Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH), Weakly compressibility, Non-Newtonian fluid, Sandy beach, Tait equation 
of state. 
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0 q>2

 
 
 







  

2-4- ���� +,*� G*�  

)�� �� [��� E9�7� 8� ��� ��F � <>��	/? <�2 - R�14� �� �����
z?�1Q� .
,� <8	� j��	; D�� )�� �5 
��� ���  � <	3��� <�2

���; - .
,� ��	12 <	
7�5 �
b, �5 ���� ��=��� �� �
 � ��� �5 )��
 .
,� �Q �� <8	� L	; 8� ���@
,� 
Q��1� ��3Y� ��2 �)�� D�� ��

 ������ 8	� 8� E��F _�	U 8���.�;�5 �5 E��F e��� -� �� |��	� D��
�� ���g R��, ��:�� ��	V� �� ���P <8�=�  <���� <8�=� E��F .���;

 -��5	r <�	��  |,��
� ��F �� �3Y�  w�4 �5 �� ��
�2 <�\ <�
�� ���6�2 � �;�5  <8�=� ��F -� 	�`W� ��:�� ���� R��, ��F -� ��
�� ���F �� �3Y�  �5 �P�� �5 ���;  D�O�	1�� jU <�
,�� �� �	�� D��

�� ���� R��, ��F �5 ��F ��  ��;]24[.  
  

3 - 56�H 0I2�J� 

3-1 - �B� 0I2�J� 
    0��	P 	5 M��: E?��Q� �� M
���� <�B5 � G	P <�B5 E?��Q�

� E?��,� ���;�5 �5 �� 0��5 	�8 E��Y���;:  

)6(  
1 Dρ

+ .u=0
ρ Dt

∇ r  

                                    

)7(  
Du 1 1

=- P+ .τ +g
D t ρ ρ



∇ ∇
r

r  

 

3-2 – 56�H 0I2�J� KH 5�)�.DL-  

 D�� ���5 E?��Q� H: <�	5 M
���6�� -� �K2�>� ��; �
 	/ ���
 <�2�	�� ��h: �� G�
�1� ����Q� �M
���6�� D�� R�� G�/ �� .
,�

�� H: �2�	�� 	��, X��S �� � �1=: 
4	, -� �=�
� �� .��;
�� ��,�C� �����
4	, �G�� G�/ �� .��	/ ��; ��,�C� ����� <�2

��,�C� <�	5 R�� G�/ �� |�| ��) j,�� (K�	� �	� �3Y� G�� <��
�5 K�� ������ w��c������ �
 	/ ��� �G�� G�/ <�.
�� �� .���;

�@�}�
4	, A�V ��F 	2 
�Q\�� � ��; 8�� �5 ��F 	2 
4	, <�2-

�� 
�	: ����� <�2 <�	5 �V	; t�2 ��3:	� D�� 0���� �� .���
M��	�
4	, � 
,� ��7� R�14� R��, <	�*���5 ����� <�2� ���� 
,�

�1� �r�� �� G	P <�B5 ����Q� �
�� 
��: ����Q� R�14� �5 R�: .����
�3:	� �� ���� 
,� �5 ���6g |�:	5 ��7 �� ��,�C� H�\ < .��;

 	2 ���.� 
�Q\�� � E��F ���.� 
4	, ��:9Y� 
4	, ��,�C� 8� �Q5

��; �� ��,�C� ����8 G�/ 0���� �� ��F.  
  

3-3 -*M )N �L2�J�+ JO.��P 0-�1   

����Q� � �
;�� 	�8 H�; �5 ����8 G�/ 	2 �� ��F 
�	:� ��;:    

             

)8(                a
a

dr
=u

dt

r
r  

����8  ��)�� ���12 E��F -����������2 �; <�	5�� 8�,< 
� ���@
,� E?��, 
�	:� ���; � O�� <	
7�5 E�:9Y�� �����  E��Y

�5 z9�� .�	�65 �P< ) ����Q� ��,� 	5 ��F 
�	: 8 	5 E��F 
�	: (
 	�8 �^5�� A�V� 
,�5� ���:  

)9(    
a b a

a b a b
b a b

d r u
= u + ε m W

d t ρ


r r
r

 

��  �=��� ��( )ab a bρ = ρ +ρ /2 � 
ba b au =u -u
r r r�����Q� D�� �� .
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ε  
,� 
5�` |�	r -�z?�1Q� � 5.00 ≤ε≤ .) ����Q� 9�5 (  0���4
 	�I
�XSPH � �
U��;� ��;  � 	Q� �� 0� ��5 D���� <�	5 0�2���� �

 	�I
� R�14� .��1�XSPH Cd� E���4 ��q  8� <	�/�3P ��2 �5 
4	,
)�� �� ����8 �E��F HU��� �2< ��F �< �; <�	5�� 8�,< 	P�0� �2< 

� ���@
,� ���
�2 	6���� �5 ��1� �� �� R��,� ��;�5 .  ����Q� ���94
) 9� D�1h� (� ���  D�6���� 
4	, �5 -��O� �
4	, �5 ��F -� ��

��12 E��F�� )� � 
�	:� ���  	�*��� M��	� z�
��� E?��, <�	5 �
�5 �� E��F �
PO� X��S �� �X� ����� �� �� Mo�� ��V��  �6� M2

�� ����]25[.  
  

3-4- *M )N ��M> PL�H �L2�J�   

-�  8� <����5 �� ��� �
,� 	�*� M��	� ����� X� H�� R��,
 |�	B� 	�*��� M��	� R��, -� �5 �� 0� �E?��, -������ HN���

�� ���8 �5 <	
7�5 <��/8�, �� 	6�� ��/��� -� .)��  -����������2
���12 E��F  M��	� ����� �R��, �� 
,� D�� ����� �
 	/ 	o� �� 	�*�

�� ��; .M��	� �5 ���12 E��F -����������2 �� )�� D�� <	�*�
�� ������ e�QrM��	� L	; R�14� �5 ���;e�Qr <	�*� � ���@
,� �58 

 
��: ����Q� -��� E��Y��	���� D�� .�	�/  R��, -� 8� <��3B�
�8���� �5 �H5�B� �� � ���� ������ E�Y 
4	, ��� �
,� �Q\��  � ��


,� ~�O5 ��  -� 	5�	5 z���	B� ��� ��4 D��	5��5 ��8�, D�1h� ��
���6g E���,��  ρ∆�-g�8� 	�  0.01ρ.�; �2��U R���
� 	��D 

�; �� �� �
��: ����Q��� 8�,< �2< ���12 E��F -����������2 
M��	� L	; �5 ������
,�*��	< NOP� � ���@
,�� ���;  �5 H�; 	�8


,�:   

)10(  
γ

0

ρ
P = B -1

ρ

  
  
   

  

     �� ?�5 ����Q� 
0ρ <�	5 �� 
,� �P	� ���6g R��,  X�

3
0ρ =1000kg/m �γ=7  .�.��  _��
:� 
��: ����Q� �� �:9Y�

� �����D 
5�` ���B� �� 
,� B   ���6g �� E�Y 
4	, .��� 	��I�
8� 
,� E���4 �P	� ]26[:  

)11(  2

0

γB
c =

ρ
  

D��	5��5 	/� 2
0B=100ρ u /γ   ���6g 0�,�� ���; X�b
��

 8� 	
1� 	o�����01/0  �=��� �� .�; �2��Uu  .
,� R��, 
4	,

�����=  D
 �� <�	5 <���P �3��� 	2 ��B  
4	,���7�5  0��	P

 �5 X� 0�
, )O���	  �3��� ����, R��� -� .��; ��8 D�1b� ���5
 n�@���H  
4	, <�	5 |,��� |�	B� -� .
,����7�5 �X� 2u =2gH

 �� 
�2g ���� 	5 .
,� D��8 �5F�P X�
;< ��D  E�Y 
4	, ��^5��
�5  E��Y2c =20gH � HY�:���;.  

  

3-5 - 
� .��*�R C�� N)*M   

���; <�	5 <8�,  <�	5 � ������ R��, -� 8� �X� ��
 � �,�� ��
 � 
������ 	�S R��, -� 0���4 �5�  ��; ���@
,� ���c���N� R�� -� 8�

 �� -�
,9� G�.6��5 R��, -� 0���4 �5 �,�� 	6�� E���4 �5 .
,�
�
 	/ 	o� ,� ��;
. K�� �� G�.6��5 R��, K�� 8� 	� D���� <�2

� 0�7� ��U 8� �3�; 	��I� M�3���1 �2�� �� ���  K�� 8� 	�?�5 	���B�

 ��P�5 �;	5 
�	: 0���� � �
b�� M2 �5 0� �3U�� 0�1
U�, M�3��
�� ����;	5 K�� �� ����Y �� .  ��,	5 M�3�� K�� 8� 	
1� ���B� �5

 H�; ���5�� �3U�� 0�1
U�,�� ����� ������	�S E?��, �� .�	�/
G�.6��5 R��,  �	� ��,� 	5 
PO� |�	r ������� E?��, �9U	5
 	��I� K�	��� ���. 
,� 	�8 E��d5 R�� D�� �� K�� �^5��]16[ : 

)12(  
B

eff B

τ
μ =μ +

γ&
  

��Bμ � 
PO� |�	rBτ .
,� G�.6��5 M�3�� K��γ&  �	Q� �� O��

�� �;	5 H�; 	��I� �	�0��5 	�8 E��Y �5 ��;�5 ����;: )�� 0� �� 
<�2 �@�}� u  �v  <�2���	5 
4	,�
�2(.� 

 

 )13 (   
2 22

u v u v
γ= 2 2

x y x y

   ∂ ∂ ∂ ∂  + + +    ∂ ∂ ∂ ∂     
&  

               

4 - P#%
	��  

      0���1V� � �=�,���
4� <�	5 8� )�� 8� ��
 � ���5 H: M
���6��
���; <�	5 �3Q  H:�, <8�, �3��� .
,� ��; ���@
,� E��@
� <  

  

4 -1- �S)�2 *), ,- ��)*��T.R + �3  

���; 0���4 �5 �5 �
�b� <8�, 	r�: <��4 )�� 8� ���@
,�
�T��� 	�8 8� �P�	U 0��	P�V�S <R�� ���� <8�,� ��;  <�	5


CY�=�,  )�� 8� 0�VOF �P	� �5 A5�^� ]26[  ��; ���@
,�
 .
,��,��2< �����< R��V E���Y �5 �3��� ����� n�@��� � 0Ob�< 

X��  �� 	2 �5 	5�	515/0 	5�	5 �T��� n�@��� � 	
�  �5035/0  	o� �� 	
�
�oC� �� .
,� ��; �
 	/< �	�  D�8�S� ���� ��; �T���< 

B� .��; 8�5 ���./�� ��V �5 ��P��G�/ ��� ���Q� 8� ���@
,� �5 ����8<�2 
 ��5 	�5�	5 ���	612001/0 � �����` �5 	5�	5 ����� G�/ 005/0  �� 	�
�

	�o� /)�� �� �����,�C� E�db7� .
,� ��; �
 	  	r�: �� R��P
1 
,� ��; ���� 0�7�.  
�Qr� � 0Ob� ��8� q^, 0��	P �P�	U

�T��� ��oC� �����,� 	�5 e�3
b� �����8 <��2 )�� <�2 ��; 	�F
 H�; ��1 
,� ��; ���� 0�7�.  

  
 C3��1-  
 �(��#� 0�U;M��2  ,- ��)*� �.(V ��W���S)�2 *), +

�T.R�3  

 ���Q�
X� E��F 

 E��F ���Q�
������  

 E��F ���Q�
H�  

����� G�/  ����8 G�/  

900  336  1236  m005/0  s001/0  

  
 �5 �P�� �5 H�;1 A5�^� �� D�5 ��,��� ����5  D��Q� �� �)��

0O�b� �� X� q^, 
�Qr� M7g �5 �T��� 8� �P�	U � �����U.  
�3��� D�	U� 0���4 �5 0��	P �Kb5 D�� < w�@���� 8� �P�	U

R��
CY � <8�,	5 .
,� ��; �=�,  �P	� <����]26[  D�� <�	5
n�@��� �� w�@���� �/�;8�5 ��,��2m 055/0  �5 � D��8 q^, 8�

0�O��m 045/0 �� �� �;�5 �� R���, ��8� q^, E�	��I�14/0 �����` 
 �� �T��� 0�; 8�5 8� w� H�;2 
�,� ���; ���� 0�7��.  �^��12 �

 ���� ��2�7� O�� H�; D�� ����; A5��^� �����\ H5�\ 
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  <��4 )�� [��
� D�5 VOF )�� �WCSPH �� ��P���.   

  

4-2 - ��(� �� P�
� ���X6 �LY�� +,��  

���; 8� 	6�� ���<8�,
CY ��o�� �5 �� �
 	/ E��Y <�2 -

R�� �
,� �
 � ��� �5 ����,�C� M
���6�� �=�, ��W�� -�,9� <
�� �, 
��;�0� �V �� �� �;�5  [��
����; [��
� �5 �3Q  <8�,

7���8��2�6 D��8� � D����� 
,� ��; ����B�]27[ . �� D�� ����	 

CY R�� -� 8� ���@
,� �5 �=�, G�=�� �2�67���8� �� .
,� ��;

	� <��4 E��,�C��^,�� �5 
,�?�5 80Ob� HU�� �5 0��	P ���� < 
 8	� .
,� ����� 0Ob� 
5�` R�V �D����  K���8� <�	5 
,�	
�5 

-7U� �5 E��Y 0��	P �P�	U ��; ��C� e� �5 K���8� �� ��� �
,� 
	�� �C@Y �5 0��5 �
�5 
34 �5<  <��14 <O3 )0Ob� <�.
��( 
�5 E��Y  	�8 8	� .
,� ��; R�14� �����)e�(  M2�5 E��Y  8	� � �
�5

 ?�5)X� q^, ��( �5 E��Y  <�� <	@�1�� ��7  	���B� <�	5 0��B
�

,� ��; ��C� q^,.  

�P ��R� 2� ��  <�2	
����� � ����� ��Q5� �5 L�5	� E�db7� 0���
��W�� �� �� ����,�C�< �, 
��; ���; 
.P �5 ����B� � <8�,

 �2�67���8� R�� .��1� ��2�7���,�	5 �,��2 �R�� D��< ����� <
 H�; �� �, 
��;3  A14 0� �� �� 
,� ��; M�,	������< 

 �5 L�5	�
,�?�5 X�cm 25h0= 	
�  ���5 ����� A14 �X� D���� 
,�
�� 	�I
�R�V �R�� D�� �� .�;�5 0Ob� m9d=  �n�@��� 0Ob� 

cm26H= ��D���� � 
,�?�5 R�V .�;�5 R�� �5 A5�^� O�� 
,�
 �5 �2�67���8� |��	�m65/4  �m35/4 �� .�;�5  

  
  

  
 K
�1-  ,- �2�$��- �� �S)�2 
�3*Z 3 �8;� �2 F[ N\� K�>3*�

43�+�/ WCSPH  3VOF ]26[ �_#L �2+�/ )aL-(0� )F(04/0� 

)e(1/0� )2(14/0 ���f�  

 

      
 K
�2-   �2 F[ N\� 0-*��g14/0  ,- h� ����f- ���,��3h�$)� 

  

��H�; <�24  ��9 �0��	P A14 (h)R�V � �B � (x)�3�,� �5< 
 
,�?�5 ����� A14 ���B�(h0)�5 �
,� ��; �Q5. 0��8 (t)  M2

�5 5 	
����� E��Y� �Q5 0.5
0T=t(g/h )  ��C���;  .
,� 	
�����α 

D���� n�@��� 
��� 	6���5�� 
,�?�5 �5 
,��;�5  <�	5 0� 
��� ��
���; �, 	5�	5 |��	� �5 �e3
b� <8�,0 �1/0  �4/0 .
,� ��; ��C�  
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  C3��2 - �LY�� �2 
 �(��#� +�/*��-���+ P�
� ��  

 ����8 G�/t∆ s 0001/0  

�3Y� ����� < E��F <L0 m0125/0  

X� E��F ���Q�  7740  
������ E��F ���Q�  2088  

E��F H� ���Q�  9528  
 <8�,���12 R�Vh L05/1 

 |�	rXSPH 1/0  
 
,�?�5 X� n�@���h0 m25/0  

  
K
�3- C�� 0�U;M� 3 2�J�- �� P�
�  

  

  
K
�4 - (� i)�����+,��  C��WCSPH  
/�DM)��,[ C�� 3]27[ 

PL�H C.T �2 2-,[ N\� K�>3*�  +�/��L3-+ � ���, �2 �� P�
�


�J� T=1.13 -*�+ �MZ *���  ��α=0  

  

 
 K
�5- (� i)�����+,��  C��WCSPH  
/�DM)��,[ C�� 3]27[ 

PL�H C.T �2 2-,[ N\� K�>3*�  +�/��L3-+ � ���, �2 �� P�
�


�J� T=2.76 -*�+ �MZ *���  ��α=0  

  

  
K
�6- (� i)�����+,��  C��WCSPH  
/�DM)��,[ C�� 3]27[ 

PL�H C.T �2 2-,[ N\� K�>3*�  +�/��L3-+ � ���, �2 �� P�
�


�J� T=1.57 -*�+  *��� �� h�Zα=0.1  

 
K
�7- (� i)�����+,��  C��WCSPH  
/�DM)��,[ C�� 3]27[ 

PL�H C.T �2 2-,[ N\� K�>3*�  +�/��L3-+ � ���, �2 �� P�
�


�J� T=2.38 -*�+  *��� �� h�Zα=0.1  

  

  
K
�8- (� i)�����+,��  C��WCSPH 
/�DM)��,[ C�� 3 ]27[ 

PL�H C.T �2 2-,[ N\� K�>3*�  +�/��L3-+ � ���, �2 �� P�
�


�J� T=1.5 -*�+  *��� �� h�Zα=0.4  

  

  
K
� 9 - (� i)�����+,��  C��WCSPH 
/�DM)��,[ C�� 3 ]27[ 

PL�H C.T �2 2-,[ N\� K�>3*�  +�/��L3-+ � ���, �2 �� P�
�


�J� T=2.38 -*�+  *��� �� h�Zα=0.4  

  

 ��H�; D�� �2 �� <��=�� _�� � X� q^, 8�	� �� �@�� E�	��I�
�, 
��; 	`�� �5  8� HY�: [��
� R��2�67���8��  �P	�]27[ 

����B� �=�,���
4� � 
,� ��;.  
��8� q^, H� �	� E�	��I� ����� 
,�5 [��
� �5 �P���5  �K�� -

 <�� �, 
��; 	`� �� �
 	/ H�; _��0��8 
;*/ �5  ��2�7� H5�\
.
,� HY�: [��
�� 0�7�  [��
� D�5 X�U �@�� 
B5�^� ���2� R��

 � <��4 �2�67���8����;�5. �5 ��V< ��  R�� <�	5 �5 L�5	�
D���� -7U 
,��  R�� [��
�WCSPH  <�: �5 ��2�67���8� R�� �

 -��O� 	6���� �5��
�2 0� a�b7� �� 
,� ���;� 	6���� 8� �2 .
�� �� ��
 � D�� 
340��� � 
�2�� �� E��F �������)�� 

���12 E��F -����������2 �	1;	5  E��F �
�2�� D�� �5 �P�� �5 ��
�5 �� �6
@;� � �@: ��U �� 	

�� E��Y� ����.    
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4-3 - F[ +,�>32 ��)*�- �� P�
� ,- 
��� F.��

*� *)9� :)��*> *���  

    K��,	  	
�5 <�� �, 
��; 
7� X�,� R�B
�� |�, �	�*�
�, 0Ob� E�	��I� � �� 	
�5 ��	,0��	P ��
 � � 
�2�� .��;�� <�2 
���P <8�  -���� 0��	P �5-� <�2 � 
4	, �,�	5 .
,� E��@
� <8� 

0��	P D�� ��
 ��5 �2 �� H5�\ � A3Q� E��F ��P� H��� ���T�� ���7�
�	5��� H��� �5 � ���5 ��,� 
Q�Y �� 0�; ����12 0�BBC� �P�� ����
�;� 8� ��� .���� ��	\HN��� D�	��� ���; ��0��	P <8�, �<8� �� <�2

<�28�  D�5 ���8 ���6g �9
U� ��P� ��P�� 
,�.  �
1�\ D�� ��
��R ���; <�	5 <��.�7���, 
��; 0��	P <8�, K��,	  	
�5 	5 -

 <�2����	  GO����� �,�	5 � 	�*��,��;��
U�,  q�	7���5 .��; � -

� ���O�  R�� ��o�� D��P	� ]28[ ���; ����H�3C� � <8�,  ��	\
��\� D��Q� .�	�/��*/	�`W� e3
b� <�2	
����� A� p��U <�� 

0��	P�� <�2 .
,� �����U	5 ��?�5 
�12� 8� <8�  ���; <�	5 <8�,
 �� 
,� ��; ���@
,� -�
,9� G�.6��5 ������	�S R�� 8� �X�,�


34 �5	B� <�	5 0� <	�/���.�; �,�	5 	
7�� X�,� |�  �31P 8�
<�2	
����� 	`�� R�� ��<8�,O� � M�3�� K�� � 
P�} G�.6��5 	`

R�� D�� �� .
,�K�� �<8�, G�.6��5 M�3��  �5 8� ���@
,��� j5�
�2�67���8�� Paτ =

B
0/447 	o� �� ��; �
 	/ 
,�]29[ D��T12 .

O�G�.6��5 -�
,9� 
P 	5�	5 s.Paµ = 0/04 
,� ��; ���� ��	\. 
���c���N� � �,��2 E�db7� R�� <�	5 ���@
,� ���� 	���B� <8�,

��W��  �� 	r�: R���P3  �4 
,� ��; )��O/ .  
  

    C3��3 - ��(� C�� 
���/ 0�U;M���� +,��F[ +-F.��  

E��F ����� �3Y� 
0(L )   m05/0  

����8 G�/(dt)  s00003/0  

 |�	rXSPH (ε)   m07/0  

X� 0�
, �	4
w(d )  m1    

X�,� 0�
, �	4
s(d )   m5/2  

X� 0�
, n�@���
w(h )   m05/0  

X�,� 0�
, n�@���
s(h )   m1/0  

  
    C3��4-  0�U;M�
)@.L.7�
 (� C����+,�� ���+ F[-F.��  

 
 M�3�� K��(τ )B

  Pa447/0  

X� �
�8����� 
w(μ )  Pa.s001/0  

X�,� �
�8�����
s(μ )   Pa.s04/0  

X� ���6g
w(ρ )   kg/m31000    

X�,� ���6g
s(ρ )   kg/m31540    

  
  H�; ��10 �,��2����� <���; < H�; � ��; <8�,11  R��

X� <8� �� 0��	P �2�67���8� - 	
�5 	5 �, 
��; 8� �;�� X�,�
K��,	 �� 0�7� �� 	�*� � X� �	Q� ��?�5 R��, �.�� �� �� ��2�

�� X�,� �	Q� D�	�8 R��,.��;�5 

  
 K
�10 - ����/��L3- +��.�� +��(� +��� +,��F[ C�� +- 

F.��  

 

 

 K
�11- ����/��L3- +��.�� + +F[ C�� 
/�DM)��,[ - F.��]28[  

 
 ��H�; <�212  ��14 ���; [��
� R�� ��8� q^, H� �	� <8�,

�5 �,�	5 ���� )�� 8� ���@
,� 	r�: 0��8 �� ��; �N��� E��@
� <�2
D�� �� .
,� H�;�2�2�67���8� [��
� �  	r�: )�� 8� HY�: [��
� �

��; ���� 0�7� � ��Q5� ��P� G�4 �5 �P�� �5 .
,� �8����A�\� <�2  ��
[��
� 
;��	5 ��P� O�� � �2�67���8��E��@
� <�2  
1�\ D�� ��

�5 ����B��� E��Y �@�� ��V�	�/.  �5��2�7�< [��
��  <�	7�� ����
 	`� �� H�,�, 
��;� <��
5� �� �� 
,� 0� 8� ���: D�� ����	  �


1, �5 ��3S E�; �5 _�� -� �� �Q,�� 
,� D���� �� �5�� |�,
�� X� A14 ���./�� K��O ���	/<c	�� . ����� < H5�\ K��,	  �_��

�o:9��� ��=�� 	
�5 <��
5� �� <���	� �5 .��� ����� _�� �0��8� 
��; �
�; E��F< �3Y�  �5 �� 	
�5R�B
�� 
,� D���� �� <�  ����

����� �	
�5 H�; 	��I� K��O � � _�� <c	�� K2�� �5 D��	5��5 .
,� 
,�X��� E��Y E��F <��*/M2 _�� D�� .�	�/ D���� �5 �� 0��g


,� �� 	7
���� ��	  [���� �5 ���; .�5�� <�	7�� H��7� _��
��;<  ����
5� 
1�\ ���� X� q^, K2�� |�, O�� 
,�?�5��;.  

  

  
  
  
  

  

          K
�12- ,�-)��
 ��3*M+ ����M
  N\� 3 F.�� C�B��- �e.�

 �_#L �2 2-,[t=0.25s ��= ��,[ C��)/�DM
  (I�� K
�)]28 [ ��6 3

�� K
�) *j�H�)=( 
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 K
�13- ,�-)��
 ��3*M+ ����M
  �2 2-,[ N\� 3 F.�� C�B��- �e.�

 �_#Lt=0. 5s ��= ��,[ C��)/�DM
 (I�� K
�) ]28[  *j�H ��6 3

�� K
�)�)=( 

  

  

  
  
 

  
 
 
 

 K
�14 -,�-)��
 ��3*M+ ����M
  �2 2-,[ N\� 3 F.�� C�B��- �e.�

 �_#Lt=0.75s ��= ��,[ C��)/�DM
  (I�� K
�)]28[  *j�H ��6 3

�� K
�)�)=(  

  

5 - i)��� �7-�-  
 E�db7� ���5 ��
5��3:�, 	
�5 ���; ���� <8�,  	o� �� �� ��;

 �5 �P�� �5 .
 	/���;<8�,<�2  �P	�]30[ |�; ��  R�1Q� �� D�5
02/0  ��1/0 �� � 	Q� |�; �����R��Q
� 6��; X�b
��  % 
,� .

 E��Y �5 �;�5 �� _�� R�V �5 A14 
��� �� ���� A14 

130.L/d ≈ �^5�� �5 �P�� �5 .
,� ��; �
 	/ 	o� ��<

5.0/05.0 ≤≤ Ld X� <�	5�
,� �� 	r�: R�� �A�14 �1�� <�2 
X�A�14 �1�� <�2 �� ��	\ j��	; D�� �5 � �	�/M2	5 K�� � _��

�� ��P� H:�,� �
; K�� �5
1, �5 _�� <�� M� X� � H:�,  A14
M2	5 D���� K��O � K���5��. �	/ ���5 ����,�C� <�2	
���� ��; �
 

, ���; <�	5 <8��3:�, 0��	P X� �5 L�5	� p��U H��; �� ) R��,
�� (G�.6��5 R�� ������ 	�S R��,) �,�� � (_O� ������ �� ���;

R��P 5 
,� ��; �����.  
      <�	5 G�.6��5 R��, 
PO� |�	r � M�3�� K�� 	���B�R�� <8�, 

�P	� A5�^� ��,�� ]16[ ����^U � �Q, �5 �� �;�5  D�	� |,���
�	� ���
U� ��U �Q��^� ���� �,�� <�	5 �� 	���B��.���  ���� �5 �P�� �5

�,�� n�� �� 0��� ��	\ �Q��^�� 	���B� M�3�� K�� E��@
� 

PaB 200=τ � PaB 1000=τ  �5�20.1N.s/mBµ =  �
31950kg/msandρ =  n�� �� <�	5 0����	
�5 	o� �� 
 	/ ��; �


,� ���O�  E�db7� �� 	
�5 D�� �2�5 A5�^� E�7���8� w�������c 
]31[ �� �;�5.  

R�� 8� HY�: [��
���; G�=�� <8�,  <�	5 ������	�S R��,�,�� 
�5 Pa 200

Bτ = � N.s/m2 1/0
Bµ =  e3
b� ����8 HY��  �� ��

H�; <�215  ��19  
,� ��2�7� H5�\����C� .<  8� ��; ���� 0�7�
 H��; �� _�� 
��; 8� �Q5 � H�\ ��:�� ��3:�, �	1���� ��;  ��

 E��Y��	�`W� ��; ���� 0� E�	`� �	
�5 H�; 	��I� 	5 
��;.  	2�]
���; 	
�5 ���C� M�3�� K�� 	�`W� 
C� ��; <8�,pa200

Bτ =  �5

 	��I� 
4	,��	�  
;*/ 8� �Q5 �2  ���4  j��	; �5 |,��
�) ����`
���;Hf�� H�; �(<8�,�� ���� E��` �5 ���� ��P� �5 <�2.�,�  

  
 C3��5- ��(� �2 ��>� ��
� 
 �(��#� +�/*��-������LY�� +,  

����8 G�/ E��F ����� �3Y�   H� E��F ���Q�  X� ���6g �,�� ���6g  

s00002/0  m04/0  6471  1000 1950  

  
  

 

K
� 15-  ����/��L3- + +���� KH�� *���C3- k.� +-  

 

 K
�16 - g ��0-* ���� KH�� *���+-  �2 C3- k.� s7/0t=  

 

 K
�17-  g ��0-* ���� KH�� *���+-  �2 C3- k.� s2t=  

 

 K
�18- g ��0-* ���� KH�� *���+- �2 C3- k.�  s4t=  

 

 K
�19- g ��0-* ���� KH�� *���+-  �2 C3- k.� s8t=  

 n�� �� 	
�53:�,��; � 	Q� � �5 �� K�� 	���B� �� E��@� H���
M�3�� ��; O��1
� 	6���� 8�����  �� H�;20 .
,� ��; ���� 0�7� 
���;  �� _�� 	`� <8�,�� D�� 	
�5 )�g 
1, ��(  � <�2	
�5 	���d�
�Q\�� ���; D�� �5 �5�7�<8�, �2)
,�� 
1, ��( � ab7�
,.  �5

����� �5 �P�� 	
�5 n�� 2 ����O��
,� 	� �,��C� H�;	��I� � H5�\
<�	5 �H5�B� �� ��� �
��� ��2�7�  	
�51  �5 ���B� D
;�� 	o� ��

	2�] .
,� ��.7� ���� ��P� �5 H�; 	��I� �M�3�� K�� 	����C� 
������ H�; <���2	
�5 n�� D�� 8� M.� � D�	�R�1Q� 	��I� D�	�
H�; <�2 �,�� <�2	
�5 Hf�� H�; �5 ��Q� �<���.�;�5  
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 K
�20- ��(� *��� k.� 32:�  �� ��� +,�� �2) 03�$�� 5���  +�/

���� 
JO-3 +�/*��� �� C�� k.� 32 =)- ��)�B� 3 (l? P�� +-

(P�-� P��)  

  

<�2��
��� E�	��I� ��7  <�	5 	
�5 H:�,  �,��<� �� <�.3�; 
21  ��24 �5 K��1� ������ 
,�. �5 �P�� �5 0� �� �.�� �	��< 	`}� �� 

E�oC� �����
5� �	��< K��	/ ���� E��F 	5 ��;�5 �� ��8�� ��7  �5 
H14 ���� 8� n�� ��7  -���
,�����2 .
,� �� ����� �5 K�� <�� _�� 

E�	��I� � 	
�5 �<� �,�� n�� ��8�� ��7  8� 
��: -���
,�����2 
_��U ��; � �5 E��Y <�2 ��? <� ������ ��7  H�; �2��U�� ���.  

  
 K
�21- g ��0-*  ��M>���� KH�� *���+-  �2 C3- k.�s 7/0t=  

  
 K
�22- g ��0-* ���� KH�� *��� ��M>+-  �2 C3- k.�s2t=  

  
K
� 23- g ��0-* ���� KH�� *��� ��M>+-  �2 C3- k.�s 4t=  

  
K
� 24- g ��0-* ���� KH�� *��� ��M>+- �2 C3- k.� s 8t=  

  

6 - E���	��� 3 +���+*�m  

�,�� H:�, 	
�5 ��3Y� R�� 0���4 �5 K2�>� D�� �� ���� <�

 	/ ��	\ �,�	5 .�V �� ����	  D�� �	
�5 -� 	2�] E�	��I� 

H:�, �,�� 
C� �ab7� ���c���N� � ���O�  E�db7� �5 <�
_�� R��� -� 	�`W�0��8 �� �,���, 8�, e3
b� <�2R��<8�, 

�; � �,�� 	
�5 E�	��I� ���� ��	\ �,�	5 ���� 0��8 �*/ �� <�
���; D�� �� .
 	/����� ���12 	
�5 �<8�,< _�� 	`� �� �,�� <�2

 ��U �5 H�; Hf�� 	2�] ���	� �5 � ���� H�; 	��I� ��; ��=��
��Hf�� 	2�] ����� �� .�	�/ �db7� Mo� �5 ��; ��=�� <�2

�� 8� w� � ���,��� <������ H�; �5 ���Q� 0��8 E .��,� ��
�3:	����; D�� 	U� <�,�� 	
�5 �� M�3�� K�� 	�`�� �<8�, <�

R�� D�� .
 	/ ��	\ �,�	5 �����,��2 ��,� 	5 �<8�,�3:	� < -

K�� �5 	
�5 �� <�	5 � H�\ < 	5 .�; G�=�� E��@
� M�3�� <�2
 M�3�� K�� �� <	
�5 ����� 
,�5 [��
� ��,� ����� <	
/�O5

�1� � ���� �� Hf�� H�; �5 	�	�� H�;	��I� ��o
�� 0���
.
;�� �2	
�5 ���/ D�� <�	5 �� �,��C�  �� Kb54 �O��  �5


CY ��o��)�� �=�,  ��; ���12 E��F -����������2
M��	� 	�*����; ����	  ������ ��g <�	5 <8�, ��?��, e3
b� <

�=��� ��3:	� D�� �V �� .�; GHN��  � �T��� 	�8 8� �P�	U 0��	P
����� 0���4 �5 -7U � w�U 	
�5 
��: �� �� �, 
��; <
������3��� � ������ <�2X� <8� �� 0��	P < - 0���4 �5 X�,�

���; ���� ������	�S ��?��, ����� -�
CY � <8�, ��	\ �=�,
�,�	5 �� 
 	/R�� 
CY 8� ���: ��; G�=�� <�2 
\� � <8�,

3^�.���� 	r�: )�� X�   
  

7 - �/2���  

h R�V <8�,���12 (m) 

P  ��7 (Pa) 

L0   �3Y�  �����  E��F(m) 

m  G	P(kg)   
r   
�Q\�� ���	5(m) 

  ε  
5�` |�	rXSPH  

  τ   �;	5 K��(Pa) 

Bτ   M�3�� �;	5 K��(Pa)  

 µ  
PO� �������� ( 2m/s.N ) 

effµ � 	`}� 
PO( 2m/s.N )    
γ& �;	5 H�;	��I� �	� )s-1(  
D   �Q �� <�	�� 
5�`  
T  �5 0��8 ��; �Q5  

 α  
,�?�5 n�@��� �5 
,� D���� n�@��� 
���  
 g   �7��	/ X�
;(m/s2) 

8 - E�-*�  
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