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 چكيده

 طيدر شرا يليمحدود به حل تحل ،يسه بعد هتيسيالاست نظريه اساسبر يليمستط يهاورق يارتعاشات اجبار يمحققان در بررس لهيانجام شده به وس قاتيتحق
 تهيسيالاست نظريهبراساس  يمدرج تابع يهاورق يرتعاشات اجبارا ،گذشته يهاتيبا برطرف كردن محدود قيتحق نياست، در ا يخط يهاليتحل ايساده  يمرز
باشد كه براساس يم نايو آلوم ومينيشود. مواد سازنده ورق آلوميم يمختلف بررس يگاه هيتك طيدر شرا يهندس يخطريغ جملات و با در نظر گرفتن يبعدسه

كرنش و - لاگرانژ، تنش-نياز رابطه گر ،ييجابرحسب جاب يمرز طيبه معادلات حاكم و شرا يابيكنند. به منظور دستيم رييدر جهت ضخامت ورق تغ يقانون توان
شوند. سپس با استفاه از يكوپل در محدوده مكان گسسته م يرخطيمعادلات غ ،افتهيميتعم يليفرانسياستفاده شده است. با استفاده از روش د لتونياصل هم

طول كمان حل  تميشوند كه با استفاده از الگوريم ليتبد نگينوع دافتابع زمان  يليفرانسياكم به معادلات دح يرخطيدسته معادلات غ ،يعدد نيگلرك كيتكن
  .رديگ يقرار م يمختلف مورد بررس يگاه هيتك طيدر شرا يبر پاسخ فركانس ييرايدامنه بار و نسبت م ،يشوند، سرانجام، اثرات هندسيم

 . تحليل عددي الاستيسيته سه بعدي، نظريهغيرخطي،  اجباريعاشات ورق مدرج تابعي، ارت: هاي كليدي واژه
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Abstract 
Researchesdone by researchers on the forced vibration analysis of rectangular plates based on the three-dimensional elasticity theory 
are limited to the analytical solutions for simply-supported boundary conditions or linear analyses. In this study, by eliminating the 
previous limitations, the forced vibration of functionally graded rectangular plates with different boundary conditions is examined 
based on three-dimensional theory of elasticity and taking into account the geometrically nonlinearity.The rectangular plate is made 
of the aluminum and alumina in which are distributed through the thickness direction according to a power law for functionally 
graded materials. In order to achieve the governing equations and corresponding boundary conditions in terms of displacements, 
Green-Lagrange, stress-strain relations and Hamilton's principle are used. The nonlinear coupled governing equations are discretized 
in the space domain using the generalized differential quadrature (GDQ) method.Then, utilizing the numerical-based Galerkin 
scheme, one can obtain a time-varying set of ordinary differential equations of Duffing type. The arc-length method is employed to 
solve the vectorized form of nonlinear parameterized equations. Finally, to have a comprehensive study on the effects of geometrical 
parameters,forcingamplitude and damping ratio on the frequency-response curve of functionally graded rectangular plateswith 
different boundary conditions are examined. 
Keywords: Functionally graded plate, Geometrically nonlinear force vibrations, three-dimensional theory of elasticity, Numerical 
solution procedure.  
 

 

  مقدمه - ١
اخير، مواد مدرج تابعي اهميت قابل توجهي در محيط در سال هاي 

توليد مواد شيميايي به هايي با دماي بالا مانند راكتورهاي هسته اي و 
ساختاري بالقوه واد مدرج تابعي به عنوان يك ماده اند. مدست آورده

 .]١[خواهند شد براي فضاپيماها با سرعت بالا در آينده در نظر گرفته
مواد مدرج تابعي مواد همگن ميكروسكوپي هستند كه به تدريج از 
 سطحي به سطح ديگر در حال تغيير هستند. اين تغيير كسر حجمي

شود، اين ي باعث تغيير خواص مواد مدرج تابعي ميمواد تشكيل دهنده
مواد جديد براي اولين بار توسط گروهي از دانشمندان در سنداي ژاپن 

به طور عمومي اين مواد مخلوطي از سراميك و فلز يا  .]٢[معرفي شد
اند. مزيت استفاده از اين مواد ركيبي از فلزهاي مختلف ساخته شدهت

 دماي ها به حفظ تماميت ساختاري در مقابل تغييرات بالايمقاومت آن
اطر بالا به خ گرمامحيط است. مقاومت مواد سراميكي در مقابل 

ي باشد از طرف ديگر فلز تشكيل دهندهها ميپايين آن رسانايي گرمايي
جلوگيري  هاي دمايي، باعثپذيري در مقابل تنشفليل انعطاد مواد به

از فلز و سراميك با تغيير پيوسته  تركيبي، بنابراين شودمياز شكست 
  .]٦- ٣[تواند توليد گرددري حجمي به راحتي ميكس

ارتعاشي صفحات ضخيم ساخته شده از مواد مدرج تابعي  هايويژگي
توجه بسياري از مهندسان را در طراحي وساخت به خود جلب كرده 
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 دهد كه در بسياري از تحقيقات گذشتهاست. مطالعات گذشته نشان مي
دو بعدي هاي نظريهاز هاي مدرج تابعي با استفاده روي ارتعاشات ورق

مرتبه اول تغيير شكل  نظريههاي مستطيلي،كلاسيك ورق نظريهمانند: 
 .]١٤- ٧[مرتبه بالاي تغيير شكل برشي انجام شده است نظريهبرشي و

ديناميكي كلاسيك براي پاسخ  نظريهاز  ]٧[به طور مثال، يانگ و شن
روي  ايصفحهورق نازك مستطيلي مدرج تابعي در معرض تنش اوليه 

نشان دادند كه مواد با ها قرار دارد، استفاده كردند.آنپايه الاستيك 
. چنگ را دارندوسط فركانس طبيعي متوسط و پاسخ گذخصوصيات مت

الاستيك  هاي ناهمگن روي پايهكمانش و ارتعاشات ورق ]٨[و همكارش
مرتبه اول برشي مورد  نظريههاي كلاسيك و نظريهرا با استفاده از 

تغيير شكل  نظريهبا استفاده از  ]٩[ند.چنگ و باترااهدادمطالعه قرار 
مرتبه سوم ردي كمانش و ارتعاشات ورق مستطيلي روي بستر 

 ]١٥[اند. چنگ و باترا در شرايط مرزي ساده مطالعه كرده را الاستيك
بعدي يك صفحه بيضوي مدرج به بررسي تغيير شكل ترموالاستيك سه

 ]١٦[ند. ول و همكارانشاهتابعي در شرايط مرزي گيردار پرداخت
ارتعاشات آزاد و اجباري خطي ورق هاي مستطيلي مدرج تابعي براساس 

ز تئوري الاستيسته سه بعدي با شرايط تكيه گاهي ساده با استفاده ا
ا مقايسه با نتايج حاصل از ند و باهحل تحليلي مورد برررسي قرار داد

تغييرشكل برشي مرتبه اول و  نظريهاي، هاي كلاسيك صفحهنظريه
تغيير شكل نظريه  ند كه براي مواد مدرج تابعياهمرتبه سوم نشان داد

-مرتبه سوم استخراج مينظريه مرتبه اول جواب دقيق تري نسبت به 

با حل تحليلي به بررسي تنش و جابجايي ]١٧[و همكارش زو .گردد
ورق مستطيلي مدرج تابعي با تغيير ضخامت در شرايط مرزي ساده 

به تحليل رفتار استاتيكي و  ]١٨[علي بيگو و عليزادهاند. پرداخته
نظريه ي ساندويچي مدرج تابعي با استفاده از هارتعاشات آزاد ورقا

اند. علي بيگو در شرايط تكيه گاهي ساده پرداختهالاستيسته سه بعدي 
هاي بعدي نانو ورقبه بررسي ارتعاشات آزاد سه ]١٩[و عبداالله زاده 

بسطامي و  اند.ستيسيته غيرمحلي پرداختهالا نظريهمستطيلي براساس 
هاي مدرج تابعي ت نانو ورقحل تحليلي كمانش و ارتعاشا ]٢٠[بهجت

موضعي مورد بررسي قرار  اتاثربا در نظر گرفتن  را در بستر الاستيك
ركانس طبيعي فكه افزايش طول باعث كاهش اند مشاهده كردهدادند و 

 به تحليل ]٢١[كرم و سربزديشود. الهو بار بحراني سيستم مي
هاي نازك و نسبتا ضخيم مواد مدرج تابعي ارتعاشات آزاد پواسته

-. و اهميت پوستهاندپرداختهمرتبه اول برشي  نظريه دوجهته براساس

مدرج تابعي معمولي را  هايجهته نسبت به پوستهدرج تابعي دو هاي م
  اند.بيان كرده

گردد كه مطالعات انجام شده روي كارهاي گذشته، مشاهده مي مروربا 
هاي مدرج تابعي با در نظر رفتارهاي مكانيكي (خمشي و ارتعاشي) ورق

هاي دوبعدي نظريه هاي دوبعدي انجام شده است. نظريهگرفتن 
 نظر از تغيير شكل برشي و اينرسي چرخشيرفصكلاسيك به دليل 

به هاي نسبتاً ضخيم هاي ارتعاشي سازهبيني درست رفتارقادر به پيش
به  ضخامتدليل افزايش اهميت تغيير شكل برشي با افزايش نسبت 

-هاي نازك به كار ميبيني رفتار سازهنيست و عموماً براي پيش ،طول

رشي ثابت در جهت ضخامت، ب ميندلين با فرض توزيع كرنش. رود
تغيير شكل مرتبه اول را ارائه كرد و با در نظرگرفتن ضريب نظريه 

تصحيح برشي، خطاي ناشي از تقريب يكنواخت را تصحيح كرد. اين 

بيني هاي ضخيم پيشتري براي رفتار ارتعاشي سازهنتايج دقيق نظريه
  كند.مي

فرضيات خاصي در  هاي دوبعدي با در نظر گرفتننظريه به طور كلي، 
بعدي هاي سهنظريه مدل رياضي و معادلات استخراج شده با استفاده از 

سازي در استخراج و حل معادلات، منجر به آيند. سادهدست ميبه
-هاي نسبتاً ضخيم ميبيني رفتارهاي ارتعاشي سازهخطاهايي در پيش

رفتار بيني هاي دوبعدي قادر به پيشنظريه . به همين دليل، گردد
هاي نظريهچنين، هاي ضخيم و نسبتاً ضخيم نيستند. همدقيقي از سازه

كنند تري نسبت به مساله ارائه ميبعدي درك فيزيكي بهتر و واقعيسه
هاي دوبعدي امكان پذير نيست. علاوه بر اين، نظريهكه با استفاده از 

صرف  د كه مطالعات انجام شده بادهانجام شده نشان مي كارهايمرور 
گاهي ساده انجام و در شرايط تكيه هندسي هاي غيرخطينظر از ترم
-تجريه و تحليل ارتعاشات اجباري غيرخطي ورق ،چنينهم .شده است

-در شرايط تكيه هاي ضخيم و نسبتا ضخيمهاي مدرج تابعي براي ورق

بعدي انجام نشده الاستيسيته سه نظريهگاهي مختلف با در نظر گرفتن 
  است.
 نظريههاي مدرج تابعي براساس قاله حاضر، ارتعاشات اجباري ورقدر م

گيرد كه ابتدا با استفاده از الاستيسيته سه بعدي مورد بررسي قرار مي
كرنش و اصل  - لاگرانژ، رابطه تنش- جابجايي گرين- رابطه كرنش

دست مي آيد براي هميلتون معادلات حاكم و شرايط مرزي متناظر به
با استفاده از روش تربيع ديفرانسيل تعميم يافته،  حل معادلات ابتدا

گلركين عددي، گسسته سازي در متناوب زماني معادلات به فرم 
شوند سپس، از الگوريتم طول كمان براي حل برداري نوشته مي

شود و پاسخ هاي فركانسي متناظر با پارامترهاي غيرخطي استفاده مي
ور دستيابي به بررسي جامع آيد.به منظارتعاشات اجباري به دست مي

اثرات نسبت طول به ضخامت، طول به عرض و شاخص كسر حجمي 
 .مورد بررسي قرار مي گيرد

  

  استخراج معادلات حاكم و شرايط مرزي متناظر - ٢
با در نظر گرفتن ورق مستطيلي مدرج تابعي و تئوري الاستيسيته سه 

مرزي بعدي، مواد تشكيل دهنده ي ورق، معادلات حاكم و شرايط 
  آيد:متناظر به صورت زير به دست مي

  

  خواص مادي ورق مستطيلي مدرج تابعي - ٢-١
سيستم  درhو ضخامت  b، عرض aطول  ورق مستطيلي ١شكل 

0)دكارتي    مختصات ≤ 𝑥 ≤ 𝑎, 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑏, −ℎ/2 ≤ 𝑧 ≤ ℎ/2) را
دهد. مواد تشكيل دهنده ورق برحسب قانون تواني براي مواد نشان مي

𝑧)پايينلبه كه ع شده است مدرج تابعي توزي = −ℎ/2) و خالص فلز آن
𝑧)آن  بالايلبه  = ℎ/2) نحوه توزيع سراميك خالص غني شده است. با

  گردد:مواد مدرج تابعي و تغيير خواص مكانيكي به صورت زير بيان مي
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شاخص كسر  𝑘و  فلزكسر حجمي 𝑉௠،سراميكمي كسر حج𝑉௖كه 

  باشد.ميحجمي
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يك ورق مستطيلي مدرج تابعي طرحوارهشكل  - ١شكل   

  
و چگالي  𝜈، ضريب پواسون𝐸مواد نظير مدول يانگ مكانيكي خواص 
صورت زير با در نظر گرفتن كسر حجمي سراميك و فلز به  𝜌جرمي 

 گردد:بيان مي

)٢(  𝐸(𝑧) = 𝐸௖𝑉௖ + 𝐸௠𝑉௠, 𝜈(𝑧) = 𝜈௖𝑉௖ + 𝜈௠𝑉௠, 
𝜌(𝑧) = 𝜌௖𝑉௖ + 𝜌௠𝑉௠ 

  باشد:نحوه توزيع كسر حجمي سراميك به صورت زير مي

  
در طول ضخامت با تغيير شاخص  𝑽𝒄تغيير كسر حجمي -٢شكل 

  حجمي

  

  معادلاتالاستيسيته سه بعدي و استخراج  نظريه -٢- ٢
الاستيسيته سه بعدي، ميدان جابجايي در  نظريهبا در نظر گرفتن  

 شود:به صورت زير تعريف مي zو  x،yراستاي جهت هاي 

)٣(  𝑢௫ = 𝑢଴(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧) ,    𝑢௬ = 𝑣଴(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧),    
𝑢௭ = 𝑤଴(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧) 

 به صورت جابجايي - رابطه غيرخطي كرنشلاگرانژ، - طبق روابط گرين
 شود:زير بيان مي

)٤(  𝜀௜௝ =  
1

2
ቆ

𝜕𝑢௜

𝜕𝑥௝

  +
𝜕𝑢௝

𝜕𝑥௜

+
𝜕𝑢௞

𝜕𝑥௜
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𝜕𝑥௝

ቇ 

توان به صورت هاي تنش و كرنش را ميعلاوه بر اين، روابط بين مؤلفه
 :بيان كرد)٥رابطه (

)٥(  𝜎௜௝ = 𝜎௝௜ = 𝜆𝜀௞௞𝛿௜௝ + 2𝜇𝜀௜௝ 
ي دلتاي كرونيكر و دهندهنشان 𝛿௜௝كه در آن 

𝜆 = 𝐸𝜈 [(1  − 2 𝜈)(1 + 𝜈)]⁄  و𝜇 = 𝐸 [2(1  +  𝜈)]⁄ هاي لامه ثابت
ي . رابطهباشندپواسون ميضريب به ترتيب مدول يانگ و  𝜈و  Eهستند  كه 

  توان به صورت زير بازنويسي كرد:) را مي٥(
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𝐶ଵଵ 𝐶ଵଶ 𝐶ଵଷ 0 0 0
𝐶ଵଶ 𝐶ଶଶ 𝐶ଶଷ 0 0 0
𝐶ଵଷ 𝐶ଶଷ 𝐶ଷଷ 0 0 0
0 0 0 𝐶ସସ 0 0
0 0 0 0 𝐶ହହ 0
0 0 0 0 0 𝐶଺଺⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

𝜀௫௫

𝜀௬௬

𝜀௭௭

𝛾௬௭

𝛾௫௭

𝛾௫௬⎭
⎪
⎬

⎪
⎫

 

𝐶ଵଵ = 𝐶ଶଶ = 𝐶ଷଷ = 𝜆 + 2𝜇, 
𝐶ଵଶ = 𝐶ଵଶ = 𝐶ଵଶ = 𝜆 
𝐶ସସ = 𝐶ହହ = 𝐶଺଺ = 𝜇 

-هاي غيرخطي كرنش)، مؤلفه٣) و ميدان جابجايي (٤ي (مطابق رابطه

 شوند:ها به صورت زير بيان مي

)٧(  

𝜀௫௫ =
𝜕𝑢଴

𝜕𝑥
+

1

2
ቆ൬

𝜕𝑢଴

𝜕𝑥
൰

ଶ

+ ൬
𝜕𝑣଴

𝜕𝑥
൰

ଶ

+ ൬
𝜕𝑤଴

𝜕𝑥
൰

ଶ

ቇ, 

𝜀௬௬ =
𝜕𝑣଴

𝜕𝑦
+

1

2
ቆ൬

𝜕𝑢଴

𝜕𝑦
൰

ଶ

+ ൬
𝜕𝑣଴

𝜕𝑦
൰

ଶ

+ ൬
𝜕𝑤଴

𝜕𝑦
൰

ଶ

ቇ, 

𝜀௭௭ =
𝜕𝑤଴

𝜕𝑧
+

1

2
ቆ൬

𝜕𝑢଴

𝜕𝑧
൰

ଶ

+ ൬
𝜕𝑣଴

𝜕𝑧
൰

ଶ

+ ൬
𝜕𝑤଴

𝜕𝑧
൰

ଶ

ቇ, 

𝜀௫௬ = 𝜀௬௫ =
1

2
൬

𝜕𝑢଴

𝜕𝑦
+

𝜕𝑣଴

𝜕𝑥
+

𝜕𝑢଴

𝜕𝑥

𝜕𝑢଴

𝜕𝑦
+

𝜕𝑣଴

𝜕𝑥

𝜕𝑣଴

𝜕𝑦

+
𝜕𝑤଴

𝜕𝑥

𝜕𝑤଴

𝜕𝑦
൰, 

𝜀௫௭ = 𝜀௭௫ =
1

2
൬

𝜕𝑢଴

𝜕𝑧
+

𝜕𝑤଴

𝜕𝑥
+

𝜕𝑢଴

𝜕𝑥

𝜕𝑢଴

𝜕𝑧
+

𝜕𝑣଴

𝜕𝑥

𝜕𝑣଴

𝜕𝑧

+
𝜕𝑤଴

𝜕𝑥

𝜕𝑤଴

𝜕𝑧
൰, 

𝜀௬௭ = 𝜀௭௬ =
1

2
൬

𝜕𝑣଴

𝜕𝑧
+

𝜕𝑤଴

𝜕𝑦
+

𝜕𝑢଴

𝜕𝑦

𝜕𝑢଴

𝜕𝑧
+

𝜕𝑣଴

𝜕𝑦

𝜕𝑣଴

𝜕𝑧

+
𝜕𝑤଴

𝜕𝑦

𝜕𝑤଴

𝜕𝑧
൰. 

هاي بدست آمده در لازم به ذكر است كه با جايگذاري كرنش
توان بر حسب هاي تنش را مي)، مؤلفه٦ي (وق در رابطهي فرابطه
 هاي جابجايي بدست آورد. مؤلفه

صورت توان به را نيزمي انرژي كرنشي براي مواد الاستيك خطي
 زير نوشت:

)٨(  𝛱௦ =
1

2
න (𝛔: 𝛆)𝑑𝑉

୚

=  
1

2
න (𝜎௫௫𝜀௫௫ + 𝜎௫௫𝜀௫௫ + 𝜎௫௫𝜀௫௫

୚

+ 𝜎௫௫𝜀௫௫ + 𝜎௫௫𝜀௫௫ + 𝜎௫௫𝜀௫௫)𝑑𝑉 
و انرژي  )، انرژي جنبشي ورق٣چنين، مطابق ميدان جابجايي (هم

 توان به صورت زير بيان كرد:را مي پتانسيل ناشي از كار خارجي

𝛱்  )الف- ٩( = න 𝜌 ቊ൬
𝜕𝑢଴

𝜕𝑡
൰

ଶ

+ ൬
𝜕𝑣଴

𝜕𝑡
൰

ଶ

+ ൬
𝜕𝑤଴

𝜕𝑡
൰

ଶ

ቋ 𝑑A
஺

 

𝛱௉  ب)- ٩( = න 𝑞𝑤𝑑A
௏

 

  حال، با استفاده از اصل هميلتون

)١٠(  𝛿 න (𝛱் − 𝛱௦ + 𝛱௉)𝑑𝑡
௧మ

௧భ

= 0 

)، ٨) در انرژي پتابسيل كرنشي (٧هاي غيرخطي (جايگذاري كرنشبا 
محاسبه تغييرات انرژي پتانسيل كرنشي و جنبشي و سپس استفاده از 

ساسي حساب تغييرات، معادلات غيرخطي سه بعدي حاكم بر اصول ا
  شود:   حركت ورق مستطيلي به صورت زير حاصل مي

  الف) - ١١(
𝜕𝜎௫௫

𝜕𝑥
+

𝜕𝜎௫௬

𝜕𝑦
+

𝜕𝜎௫௭

𝜕𝑧
+ 𝑍ଵ = 𝜌

𝜕ଶ𝑢଴

𝜕𝑡ଶ
 

  ب) - ١١(
𝜕𝜎௬௬

𝜕𝑦
+

𝜕𝜎௫௬

𝜕𝑥
+

𝜕𝜎௬௭

𝜕𝑧
+ 𝑍ଶ = 𝜌

𝜕ଶ𝑣଴

𝜕𝑡ଶ
 

  )ج - ١١(
𝜕𝜎௭௭

𝜕𝑧
+

𝜕𝜎௬௭

𝜕𝑦
+

𝜕𝜎௫௭

𝜕𝑥
+ 𝑍ଷ = 𝜌

𝜕ଶ𝑤଴

𝜕𝑡ଶ
 

 شوند:غير خطي به صورت زير تعريف مي جملاتدر آنكه 



 

 
٢١٢  

رس
بر

 ي
دد

ع
 ي

بار
اج

ت 
شا

تعا
ار

يغ ي
خط

ر
 ي

 ها
رق

و
 ي

تط
مس

 ... يلي

)١٢(  
𝑍௜ =

𝜕

𝜕𝑥
൬𝜎௫௭

𝜕𝑢௜

𝜕𝑧
൰ + 

𝜕

𝜕𝑦
൬𝜎௫௬

𝜕𝑢௜

𝜕𝑥
൰ +

𝜕

𝜕𝑧
൬𝜎௬௭

𝜕𝑢௜

𝜕𝑦
൰

+ ෍
𝜕

𝜕𝑥௝

ቆ𝜎௝௝

𝜕𝑢௜

𝜕𝑥௝

ቇ

ଷ

௝ୀଵ

. 

(1,2,3)كه  = (𝑥, 𝑦, 𝑧).  
 توان به صورت زير بيان كرد:علاوه بر اين، شرايط مرزي را مي

)١٣(  𝛿u୩ =  0 or  ൬σ୩୪ + 𝜎𝑘𝑙

𝜕𝑢௞

𝜕𝑥௟
൰ 𝑛௟ = 0 

) ، ١٤) در معادلات (١٢) و (١٠اكنون، با قرار دادن معادلات (
ها به معادلات غير خطي كلاسيك ورق مستطيلي برحسب جابجايي

 آيد:صورت زير بدست مي

  الف) - ١٤(

𝐶ଵଵ

𝜕ଶ𝑢଴

𝜕𝑥ଶ + 𝐶ଵଶ

𝜕ଶ𝑣଴

𝜕𝑥𝜕𝑦
+ 𝐶ଵଷ

𝜕𝑤଴

𝜕𝑥𝜕𝑧
 

+𝐶ହହ ቆ
𝜕ଶ𝑢଴

𝜕𝑧ଶ +
𝜕ଶ𝑤଴

𝜕𝑧𝜕𝑥
ቇ +

𝜕𝐶ହହ

𝜕𝑧
൬

𝜕𝑢଴

𝜕𝑧
+

𝜕𝑤଴

𝜕𝑥
൰ 

+𝐶଺଺ ቆ
𝜕ଶ𝑢଴

𝜕𝑦ଶ +
𝜕ଶ𝑣଴

𝜕𝑦𝜕𝑥
ቇ + 𝑧ଵ = 𝜌

𝜕ଶ𝑢଴

𝜕𝑡ଶ  

  ب) - ١٤(

𝐶ଵଶ

𝜕ଶ𝑢଴

𝜕𝑦𝜕𝑥
+ 𝐶ଶଶ

𝜕ଶ𝑣଴

𝜕𝑦ଶ + 𝐶ଶଷ

𝜕ଶ𝑤଴

𝜕𝑦𝜕𝑧
 

+𝐶଺଺ ቆ
𝜕ଶ𝑢଴

𝜕𝑥𝜕𝑦
+

𝜕ଶ𝑣଴

𝜕𝑥ଶ ቇ +
𝜕𝐶ସସ

𝜕𝑧
൬

𝜕𝑣଴

𝜕𝑧
+

𝜕𝑤଴

𝜕𝑦
൰ 

+𝐶ସସ ቆ
𝜕ଶ𝑣଴

𝜕𝑧ଶ +
𝜕ଶ𝑤଴

𝜕𝑧𝜕𝑦
ቇ + 𝑧ଶ = 𝜌

𝜕ଶ𝑣଴

𝜕𝑡ଶ , 

  ج) - ١٤(

𝐶ଵଷ

𝜕ଶ𝑢଴

𝜕𝑥𝜕𝑧
+ 𝐶ଶଷ

𝜕ଶ𝑣଴

𝜕𝑦𝜕𝑧
+ 𝐶ଷଷ

𝜕ଶ𝑤଴

𝜕𝑧ଶ
+

𝜕𝐶ଵଷ

𝜕𝑧

𝜕𝑢଴

𝜕𝑥
 

+
𝜕𝐶ଶଷ

𝜕𝑧

𝜕𝑣଴

𝜕𝑦
+

𝜕𝐶ଷଷ

𝜕𝑧

𝜕𝑤଴

𝜕𝑧

+ 𝐶ହହ ቆ
𝜕ଶ𝑢଴

𝜕𝑥𝜕𝑧
+

𝜕ଶ𝑤଴

𝜕𝑥ଶ ቇ 

+𝐶ସସ ቆ
𝜕ଶ𝑣଴

𝜕𝑦𝜕𝑧
+

𝜕ଶ𝑤଴

𝜕𝑦ଶ
ቇ + 𝑞 + 𝑧ଷ = 𝜌

𝜕ଶ𝑤଴

𝜕𝑡ଶ
. 

هاي غيرخطي هستند كه براي رعايت مؤلفه 𝑧ଷو  𝑧ଵ ،𝑧ଶكه در آن      
  شوند.اختصار در اينجا آورده نمي

)، تركيبات مختلفي از شرايط مرزي را 13ي (با استفاده از رابطه
شرايط هاي مستطيلي در نظر گرفت. در اين مطالعه، توان براي ورقمي

) و شرايط مرزي CCCC)، شرايط مرزي گيردار (SSSS( مرزي ساده
در نظر گرفته شده است كه به  (CSCS) دوسر گيردار و دو سر ساده  

  شوند:صورت زير بيان مي
  شرايط مرزيSSSS: 

𝑥هاي لبه = 0, 𝑎: 

  
  

σ୶୶ + 𝜎௫௫

𝜕𝑢଴

𝜕𝑥
+ 𝜎௫௬

𝜕𝑢଴

𝜕𝑦
+ 𝜎௫௭

𝜕𝑢଴

𝜕𝑧
= 0, 𝑣଴ = 𝑤଴ =  0 

𝑦هاي لبه = 0, 𝑏: 

σ୷୷ + 𝜎௫௬

𝜕𝑣଴

𝜕𝑥
+ 𝜎௬௬

𝜕𝑣଴

𝜕𝑦
+ 𝜎௬௭

𝜕𝑣଴

𝜕𝑧
= 0, 𝑢଴ = 𝑤଴ =  0 

  شرايط مرزيCCCC:  
𝑥هاي لبه = 0, 𝑎: 

𝑢଴ = 𝑣଴ = 𝑤଴ =  0 
𝑦هاي لبه = 0, 𝑏:  

𝑢଴ = 𝑣଴ = 𝑤଴ =  0 
  شرايط مرزيCSCS:  

𝑥هاي لبه = 0, 𝑎: 
𝑢଴ = 𝑣଴ = 𝑤଴ =  0 

𝑦هاي لبه = 0, 𝑏: 

σ୷୷ + 𝜎௫௬

𝜕𝑣଴

𝜕𝑥
+ 𝜎௬௬

𝜕𝑣଴

𝜕𝑦
+ 𝜎௬௭

𝜕𝑣଴

𝜕𝑧
= 0, 𝑢଴ = 𝑤଴ =  0 

 

  روش حل مساله - ٣
 مكان گسسته سازي معادلات در حوزه - ١-٣

معادلات حاكم و شرايط مرزي متناظر با استفاده از روش 
چبيشف شوند. برطبق توزيع ديفرانسيلي تعميم يافته گسسته ميتربيع

به صورت  zو x ،yلوباتو نقاط گسسته شده در امتداد جهت هاي - گاوس
  شوند:رير توزيع مي

)١٥(  

𝜁
௜

=
1

2
൬1 − cos ൬

𝑖 − 1

𝑁 − 1
൰൰ , 𝑖 = 1,2, … , 𝑁 

𝜂
௝

=
1

2
൬1 − cos ൬

𝑗 − 1

𝑀 − 1
൰൰ , 𝑗 = 1,2, … , 𝑀 

𝛾
௞

=
1

2
൬1 − cos ൬

𝑘 − 1

𝑃 − 1
൰൰ , 𝑘 = 1,2, … , 𝑃 

تعداد كل نقاط گسسته شده در جهت محورهاي  Pو M ،Nكه در آن 
x،y وz باشد.مي 

 )١٤گسسته شده معادلات ( شكلبا استفاده از روش تربيع ديفرانسيلي، 
 گردد:به صورت زير بيان مي

)١٦(  𝐌𝐗̈ + 𝐊𝐗 + 𝐊୬୪(𝐗) = 𝐅Cos(Ω𝜏) 

هاي جرم و به ترتيب ماتريس 𝐊و  𝐌فركانس تحريك، Ωكه در آن 
را بردار نيرو 𝐅و  بردار جابجايي 𝐗،بردار سختي غيرخطي 𝐊𝐧𝐥سفتي، 

  باشد:كه به صورت زير قابل بيان ميدهند.نشان مي

)١٧(  

𝐗 = [𝐔 𝐕 𝐖]୘,      𝐍(𝐗)
= [𝐍𝒖(𝐗) 𝐍𝒗(𝐗) 𝐍𝒘(𝐗)]୘, 

𝐊 = ൥
𝐊ଵଵ 𝐊ଵଶ 𝐊ଵଷ

𝐊ଶଵ 𝐊ଶଶ 𝐊ଶଷ

𝐊ଷଵ 𝐊ଷଶ 𝐊ଷଷ

൩ , 𝐌 = ൥
𝐌ଵଵ 𝟎 𝟎

𝟎 𝐌ଶଶ 𝟎
𝟎 𝟎 𝐌ଷଷ

൩ 

𝐅𝐰 = [⋯ , 𝑓, ⋯]𝟏×𝑵𝐅 = [𝟎 𝟎 𝐅𝐰], 
 كه در آن

)١٨(  

𝐊ଵଵ = 𝐂ଵଵI୸⨂I୷⨂D୶
(ଶ)

+ 𝐂଺଺I୸⨂D୷
(ଶ)

⨂I୶ 
+𝐂ହହD୸

(ଶ)
⨂I୶⨂I୷ + 𝐂ହହ,୸D୸

(ଵ)
⨂I୶⨂I୷, 

𝐊ଵଶ = 𝐊ଶଵ = (𝐂ଵଶ + 𝐂଺଺)I୸⨂D୶
(ଵ)

⨂D୷
(ଵ)

, 

𝐊ଵଷ = (𝐂ଵଷ + 𝐂ହହ)D୸
(ଵ)

⨂I୷⨂D୶
(ଵ)

+ 𝐂ହହ,୸I୸⨂I୷⨂D୶
(ଵ)

, 

𝐊ଶଶ = 𝐂ଶଶI୸⨂D୷
(ଶ)

⨂I୶ + 𝐂଺଺I୸⨂I୷⨂D୶
(ଶ)

 

+𝐂ସସD୸
(ଶ)

⨂I୷⨂I୶ + 𝐂ସସ,୸D୸
(ଵ)

⨂I୷⨂I୶, 

𝐊ଶଷ = (𝐂ଶଷ + 𝐂ସସ)D୸
(ଵ)

⨂D୷
(ଵ)

⨂I୶ + 𝐂ସସ,୸I୸⨂D୷
(ଵ)

⨂I୶, 

𝐊ଷଵ = (𝐂ଵଷ + 𝐂ହହ)D୸
(ଵ)

⨂D୶
(ଵ)

⨂I୶ + 𝐂ଵଷ,𝒛I୸⨂I୷⨂D୶
(ଵ)

, 

𝐊ଷଶ = (𝐂ଶଷ + 𝐂ସସ)D୸
(ଵ)

⨂D୷
(ଵ)

⨂I୶ + 𝐂ଶଷ,୸I୸⨂D୷
(ଵ)

⨂I୶, 

𝐊ଷଷ = 𝐂ଷଷD୸
(ଶ)

⨂I୷⨂I୶ + 𝐂ହହI୸⨂I୷⨂D୶
(ଶ)

 

+𝐂ସସI୸⨂D୷
(ଶ)

⨂I୶ + 𝐂ଷଷ,୸D୸
(ଵ)

⨂I୷⨂I୶, 

𝐌ଵଵ = 𝐌ଶଶ = 𝐌ଷଷ = 𝜌𝐈𝐳⨂𝐈𝐲⨂𝐈𝐱 
بيانگر ضرب تنسور كرونيكر است. لازم به ذكر است كه براي  ⨂كه 

هاي غيرخطي و هاي جابجايي و مؤلفههاي برداررعايت اختصار، مؤلفه
  شوند.سازي شرايط مرزي آورده نميهمچنين گسسته

  

  نحوه اعمال گلركين عددي - ٢-٣
Xحل هارمونيك به صورت  با در نظر گرفتن = X෩e୧ன୲ و برابر صفر قرار

)، مقادير ويژه به صورت زير ١٦غيرخطي و نبرو معادله ( جملاتدادن 
 آيد:به دست مي

)١٩(  𝐊𝐗෩ = 𝜔ଶ𝐌𝐗෩, 𝐗෩ = ൛𝐮෥଴
୘, 𝛎෤଴

୘, 𝐰෥𝟎
୘ൟ

୘
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ريس هاي شرايط مرزي گسسته شده در ماتبيد توجه داشت كه المان
المان هاي مرتبط با مرز ماتريس هاي قبلي جايگزين گردد. با حل 

) ١٦حالت مودهاي خطي، براي حل معادله () و استخراج ١٩معادله (
  توان فرض كرد:مي

)٢٠(  𝐗 = 𝚽𝐪 

به ترتيب سيستم مختصات كاهش يافته و تابع پايه در روش  𝐪و  𝚽كه 
  شود:ير بيان ميشود، كه به صورت زعددي گلركين استفاده مي

𝐪(𝟑𝒎)×𝟏  )الف- ٢١(
𝐓 =

[𝐪𝒖
𝟏 … 𝐪𝒖

𝒎 𝐪𝒗
𝟏 … 𝐪𝒗

𝒎 𝐪𝒘
𝟏 … 𝐪𝒘

𝒎], 

𝚽(𝟑𝑵)×(𝟑𝒎)  ب)- ٢١( = ൥

𝚽𝒖 𝟎 𝟎
𝟎 𝚽𝒗 𝟎
𝟎 𝟎 𝚽𝒘

൩ 

-زير به )، به صورت١٦) در (٢٠قرار دادن رايطه (با باقيمانده بردار 

 آيد:دست مي

)٢٢(  𝐑 = 𝐌𝚽𝐪̈ + 𝐊𝚽𝐪 + 𝐊୬୪(𝚽𝐪) − 𝐅Cos(Ω𝜏) 

نظير و سپس انتگرال گيري در روي  با ضرب هر مفادله در حالت مود
هاي ماتريسي عملگردامنه در روش گلركين عددي ارائه شده، به وسيله 

  شود:زير انجام مي
)٢٣(  𝐆 = 𝚽𝐓𝐒 

كه با استفاده از تربيع ديفرانسيلي و سري ر انتگرالاستعملگبيانگر𝐒 كه
. با در نظر گرفتن توضيحات قبل معادلات ]٢٢[آيد تيلور به دست مي

 شود:معادلات دافينگ به صورت زير بيان مي موسوم به

)٢٤(  𝐌෩ 𝐪̈ + 𝐊෩𝐪 + 𝐊෩ 𝐧𝐥(𝚽𝐪) = 𝐅෨Cos(Ω𝜏) 

 كه در آن 

)٢۵(  𝐌෩ = 𝐆𝐌𝚽, 𝐊෩ = 𝐆𝐊𝚽, 𝐊෩ ୬୪(𝚽𝐪) = 𝐆𝐊୬୪(𝚽𝐪) 
𝐅෨ = 𝐆𝐅 

  حل در دامنه زماني - ٣-٣
) در دامنه  ٢٢يلي صريح، معادله (ماتريس ديفرانس عملگر ابتدا براساس

ها براي مسائل متناوب با مشتق عملگرشود. اين زماني گسسته مي
پايه در روش نظم  توابع به عنوان گيري از توابع متناوب سينوسي

∗τبا تعريف  ]٢٣[آيند.طيفي بدست مي = τ/T وΩ = 2𝜋/𝑇 
  گردد:باز نويسي مي) ٢٢معادله (

)٢٦(  ൬
Ω

2π
൰

ଶ

𝐌෩ 𝐪̈ + ൬
Ω

2π
൰ 𝐂෨𝐪̇ + 𝐊෩𝐪 + 𝐊෩ 𝐧𝐥(𝚽𝐪) = 𝐅෨Cos(2πτ∗) 

نسبت ميرايي 𝐂෨و ∗τكه نقاط نشان دهنده مشتق نسبت به 
  باشد.عدد بسيار كوچكي مي 𝛽كه  𝐊෩(2𝛽/𝜔௟)كه

ه زماني به صورت )در دامن٢٦در معادله ( qگسسته شده مربوط به شكل
 باشد:زير مي

)٢٧(  𝑸୘  = ቈ
𝐪𝒖×𝑵𝒕

𝟏 … 𝐪𝒖×𝑵𝒕

𝒎 𝐪𝒗×𝑵𝒕

𝟏 … 𝐪𝒗×𝑵𝒕

𝒎

𝐪𝒘×𝑵𝒕

𝟏 … 𝐪𝒘×𝑵𝒕

𝒎
቉ 

تعداد نقاط  𝑵𝒕نشان دهنده شماره حالت مورد گلركين و   mكه 
ماني است، هم چنين نقاط شيكه بندي شده گسسته شده در دامنه ز

  گردد:در دامنه زماني به صورت زير ارائه مي

)٢٨(  𝜏̅ =
𝑖

𝑁௧

, 0 < 𝜏̅ < 1 ,   𝑖 = 1,2, … , 𝑁௧ = 2𝑘 

) ٢٦با استفاده از معادلات ( بايد زوج باشد. 𝑁௧كه در آن مقدار عددي 
  توان نوشت:، مي)٢٧و (

)٢٩(  ൬
𝜴

𝟐𝝅
൰

𝟐

𝐌෩ 𝐐𝐃𝝉
(𝟐)𝐓

+ ൬
𝜴

𝟐𝝅
൰ 𝐂෨𝐐𝐃𝝉

(𝟏)𝐓
+ 𝐊෩𝐐

+ 𝐊෩ 𝒏𝒍(𝐐) = 𝐅෨𝐀, 

 
  𝐀 = ൣcos(2𝜋𝜏̃ଵ) . . . cos൫2𝜋𝜏̃ே೟

൯൧ 

  گردد:برداري زير بيان مي شكل) به ٢٦سرانجام معادله (

)٣٠(  

ቌ൬
Ω

2π
൰

ଶ

൫𝐃ఛ
(ଶ)

⊗ 𝐌෩ ൯ + ൬
𝜴

𝟐𝝅
൰ ൫𝐃ఛ

(ଵ)
⊗ 𝐂෨൯

+ ൫𝐈த∗ ⊗ 𝐊෩൯ቍ 𝑣𝑒𝑐(𝐐)

+ 𝑣𝑒𝑐 ቀ𝐊෩ ୬୪(𝚽𝐐)ቁ − ൫𝐈த∗ ⊗ 𝐅෨൯𝐀𝐓

= 𝟎 

 صورت معادلات پارامتري زير قابل بيان است:) به٣٠معادله (
)٣١(  𝐇 ∶  ℝଷ௠ାଵ → ℝଷ௠×ே೟ ,    𝐇(𝑣𝑒𝑐(𝐐) , Ω) = 𝟎 

𝑣𝑒𝑐(𝐐) برداري ماتريس  شكلQ  و𝐈த∗ تنسور واحد  يك𝑁௧ × 𝑁௧ 
براي تخمين ويژگي  ]٢٤[دهد، روش پيوسته طول كمان را نشان مي

مستطيلي مدرج تابعي در شرايط مرزي هاي  پاسخ فركانسي ورق 
  شوداستفاده مي مختلف با حل معادلات جبري غيرخطي سيستم

  

  نتايج و بحث - ٤
در قسمت هاي قبل معادلات حاكم غيرخطي بر ورق هاي مستطيلي 

دست آمد و سپس روش الاستيسيته سه بعدي به نظريه در نظر گرفتنبا
ن قسمت به بررسي صحت دست آمده ارائه گرديد. در ايحل معادلات به

ز تغيير شرايط بارگزاري نتايج به دست آمده و نتايج عددي حاصل ا
تغيير پارامترهاي هندسي براي ارتعاشات اجباري ورق مستطيلي مدرج و

 .شودتابعي پرداخته مي
دست آمده، پارامترهاي بي بعد به صورت زير تعريف براي ارئه نتايج به

 مي گردند:

  

)٣٢(  
(𝑥, 𝑦, 𝑧) → ቀ

𝑥

𝑎
,
𝑦

𝑏
,
𝑧

ℎ
ቁ , (𝑢଴, 𝑣଴, 𝑤଴) → ቀ

𝑢଴

ℎ
,
𝑣଴

ℎ
,
𝑤଴

ℎ
ቁ, 

 𝜂 =
𝑎

ℎ
,   𝜅 =

𝑎

𝑏
,   ω୐ = 𝜔𝑎ඨ

𝜌௖

𝐸௖
. 

  
مي  CSCSشرايط تكيه گاهي ورق برحسب حرف اول كلمه به صورت 

اشد. نسبت مي ب y = 0,bو ساده  x = 0,aباشد كه به ترتيب گيردار در 
𝜈پواسون = شود، خواص مواد ورق مدرج تابعي براساس فرض مي 0.3

كند، خواص مواد مدرج تابعي قانون تواني در جهت ضخامت تغيير مي
E୫تركيبي از آلومينيم و آلومينا به ترتيب با خواص  = 70 GPa ،

𝜌௠ = 2702 kg/mଷ  وEୡ = 380 GPa ،ρୡ = 3800 kg/mଷباشدمي .
منظور بررسي صحت نتايج، نتايج فركانس هاي بي بعد  به

ቀ𝜔ഥ =
ఠ௕మ

గమ௛
ඥ12(1 − 𝜈ଶ)𝜌௖ 𝐸௖⁄ ቁ مودهاي اول و دوم در شرايط

مقايسه شده  ١در جدول  ]٢٥[يتگيه گاهي ساده كار حاضر با مقاله
𝑘است. شاخص كسر حجمي  = a، نسبت طول به عرض ( 1 ℎ⁄ = 10 (

𝑎و طول و عرض ورق  = 𝑏 = 10𝑚 باشد.مي  
  

  ]٢٣[مرجع وفركانس هاي اول و دوم كار حاضر   -١جدول 

 [23]مرجع   كار حاضر  شماره مود

1 1.4820 1.4818 

2 3.5586 3.5586 
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كار حاضر با نتايج حاصل از تئوري هاي دوبعدي  ٢هم چنين درجدول 
نيز مورد بررسي قرار گرفته است كه صحت نتايج و اهميت تئوري سه 
بعدي را نشان مي دهد. در اين بررسي فركانس طبيعي بي بعد 

൫𝜔෥ = 𝜔ℎඥ2(1 + 𝜈)𝜌 𝐸⁄ ൯  مود اول ورق مستطيلي همگن با تئوري
در شرايط  ]٢٦[هاي كلاسيك، مرتبه اول برشي و مرتبه بالاي برشي 

و به صورت  مرزي ساده مقايسه شده است، خواص مواد مورد استفاده
𝜌 = 1 kg/mଷ  و نسبت طول به ضخامت𝑎 ℎ⁄ =   باشد.مي  10

  
  هاي مرتبه دومنظريه فركانس هاي طبيعي بي بعد با  -٢جدول 

 [24]كلاسيك
مرتبه اول 

 [24]برشي

مرتبه بالاي 
 [24]برشي

  كار حاضر

0.0963 0.0930 0.0935 0.0932 
 

ايق خوبي با دهد كه روش حل كار حاضر تطنتايج حاصل نشان مي
هاي انتشار يافته دارد. در محاسبات انجام روش هاي ارائه شده در مقاله

دامنه ارتعاشي بي بعد و نسبت فركانسي ورق مستطيلي مدرج  شده
  شود:تابعي به صورت زير تعريف مي

  
W௠௔௫ =

𝑤௠௔௫

ℎ
=

 بيشينه انحنا

 ضخامت ورق
 

Ω

𝜔௟

=
  فركانس تحريك خارجي

فركانس طبيعي اساسي
 

  شكل منحني پاسخ فركانس ورق مستطيلي مدرج تابعي كه دامنهدر    
بي بعد ورق برحسب نسبت فركانسي براي مقادير مختلف شاخص كسر 

شود ايط مرزي متفاوت نشان داده شده است. مشاهده ميحجمي در شر
دامنه ارتعاشات بي بعد  بيشينهكه با افزايش شاخص كسر حجمي 

شود كه در يك شاخص كسر افزايش مي يابد. علاوه براين مشاهده مي
دامنه ارتعاشي تا يك  بيشينهحجمي معين با اقزايش نسبت فركانسي ، 

يابد. اين س با شدت زيادي كاهش ميافزايش يافته و سپ بيشينهنقطه 
تغيير ناگهاني در نتايج پاسخ ديناميكي ناشي از ماهيت غيرخطي 

  .باشدسيستم مي

 

  

  
اثر شاخص كسر حجمي بر نمودار پاسخ فركانسي ورق مدرج  -٣شكل 

𝜼تابعي در شرايط مرزي مختلف( = 𝟏𝟎, 𝒇 = 𝟎. 𝟎𝟏, 𝒄 = 𝟎. 𝟎𝟏(  
  

ஐچنين براي هم

ఠಽ
> ناگهاني در تغيير يك  يعني  جهش، پديده 1

گيرد زماني كاهش يا اقزايش قابل توجه در دامنه ارتعاشات صورت مي
گي غيرخطي وندشفت است كه ناشي از س متغير تحريككه فركانس 

باعث كاهش  علاوه براين، با اقزايش شاخص كسر حجمي .]٢٧[باشدمي
 يفركانس نسبت  ممكن است وشود ميفركانس طبيعي سيستم 

بنابراين با اقزايش شاخص كسر حجمي  سيستم كاهش يا افزايش يابد.
علاوه بر موارد زير شده  .يابدسفتي هندسي خطي سيستم كاهش مي

شود كه غير خطي باعث مي شوندگيرفتار سفت كه مي توان دريافت 
حداكثر دامنه ارتعاش اجباري در فركانس هاي تحريك بالاتري نسبت 

  .به فركانس طبيعي رخ دهد
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اثر تغييرات نسيبت طول/عرص به ضخامت بر نمودار پاسخ  - ٤شكل

𝜿فركانسي ورق مدرج تابعي در شرايط مرزي مختلف( = 𝟎. 𝟐, 𝒇 =

𝟎. 𝟎𝟏, 𝒄 = 𝟎. 𝟎𝟏(  

  
نشان داده شده به ضخامت  اثرات نسبت طول(عرض) ٤شكل در       

به ضخامت طول(عرض) شود كه در نسبت هاي است، مشاهده مي
امنه ارتعاشي پايين د بيشينهپايين تر، داراي فركانس طبيعي بالاتر و 

ها به ينمنح 𝜂چين قابل مشاهده است كه با افزايشتري دارد. هم
غيرخطي  سفت شوندگيفتار كنند و رمييدا سمت راست انحراف پ
  .كندسيستم افزايش پيدا مي

 

  

 

  
اثر نسبت طول به عرض بر نمودار پاسخ فركانسي ورق مدرج  -٥شكل

𝜿تابعي در شرايط مرزي مختلف( = 𝟎. 𝟐, 𝒇 = 𝟎. 𝟎𝟐, 𝒄 = 𝟎. 𝟎𝟐(  
 

دهـد.  اثرات تغييـر نسـبت طـول بـه عـرض ورق را نشـان مـي        ٥شكل 
باعث افزايش قركانس طبيعي  𝑎/𝑏اقزايش نسبت ود كه شمشاهده مي

چين قابل مشاهده اسـت  هم .شودكاهش نسبت فركانسي مي و سيستم
گـاهي گيـردار   سيستم بـا شـرايط تكيـه    𝑎/𝑏كه در يك نسبت معين 

دارد و انحـراف   گـاهي ديگـر  تري نسبت به دو شرايط تكيـه بيش سفتي
هـا  ي ساده از بقيه شرايط مرزيفركانسي براي شرايط مرز نسبتنمودار 

باشد و در اين شرايط مرزي رفتار سـفت شـوندگي غيرخطـي    بيشترمي
  تر است.نمايان
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يعد در شرايط مرزي اثر نيروي عرضي متغيير بي -٦شكل
𝜿مختلف( = 𝟎. 𝟐, 𝒄 = 𝟎. 𝟎𝟐(  

 
بعد مختلف بر روي دامنه نيروي عرضي و پارامتر ميرايي بي اثرات

بعد برحسب نسبت فركانسي ورق مستطيلي در شرايط بي ارتعاشي
برحسب نتايج  .نشان داده شده است ٧و  ٦مرزي مختلف در شكل هاي 

 بيشينهبعد شود كه با افزايش پارامتر ميرايي بيرسم شده، مشاهده مي
بعد كه با افزايش نيروي عرضي بييابددر حاليمقدار دامنه كاهش مي

يابد و در نيروي تحريك زايش مينيز اف تعاشيار دامنه بيشينهمقدار 
 ،علاوه براين شود.تر رفتار سيستم به رفتار خطي نزديك ميكوچك

دامنه در  بيشينهبعد، نيروي عرضي يا پارامتر ميرايي بييك  براي
  .شرايط مرزي كاملا ساده نسبت دو شرايط مرزي ديگر بيشتر است

  

 

 
يعد در شرايط مرزي يي متغيير بياثر پارامتر ميرا -٧شكل

𝜿مختلف( = 𝟎. 𝟐, 𝒇 = 𝟎. 𝟎𝟐(  
  
  

  گيريتيجهن -٥
در اين مطالعه برحسب تئوري الاستيسيته سه بعدي و با در نظر 

غيرخطي هندسي گرين لاگرانژ، رفتار ارتعاشات اجباري  جملاتگرفتن 
هاي هاي مستطيلي مورد بررسي قرار گرفته است. مواد ورقورق

-كند. با بهتايعي بوده و درجهت ضخامت تغيير ميمستطيلي مدرج 

جنبشي، انرژي كرنشي،كار حاصل از نيروي خارجي  دست آوردن انرژي
و با استفاده از اصل هميلتون، معادلات ديفرانسيل پاره اي غيرخطي و 

آيند. با گسسته سازي معادلات حاكم دست ميشرايط مرزي متناظر به
فاده از روش تربيع ديفرانسيلي تعميم و شرايط مرزي متناظر با است

يافته و كاهش مرتبه آن با تكنيك گلركين عددي،معادلات غيرخطي 
شوند. براي حل مساله در دامنه دافينگ مرتب مي شكل متغير زمان به

ديفرانسيلي متناوب زماني  عملگرزماني، معادلات با از استفاده از 
يتم طول كمان معادلات شوند و سپس با استفاده از الگورگسسته مي

شوند.اثرات طول به ضخامت، طول پارامتري برداري غيرخطي حل مي
به عرض، شاخص كسر حجمي، پارامتر ميرايي بي بعد و نيروي عرضي 

مشاهده  ،ي شرايط مرزيبي بعد مورد بررسي قرار گرفته اند. براي همه
زايش شاخض حجمي، نسبت طول به ضخامت و نيروي شد كه با اف

. اما، با يابدافزايش مي دامنه ارتعاشي سيستمبيشينه بعد ضي بيعر
دامنه  بيشينه،بعدزايش نسبت طول به عرض و پارامتر ميرايي بياف

 ،افزايش نسبت طول به عرضهمچنين، .كندكاهش پيدا ميارتعاشي 
دهد اما فركانس خطي و سفت شوندگي غيرخطي سيستم را افزايش مي
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خامت فركانس خطي سيستم را كاهش و افزايش نسبت طول به ض
دهد. افزايش نيروي سفت شوندگي غيرخطي سيستم را افزايش مي

لازم به گردد.دامنه ارتعاشي سيستم ميبيشينه تحريك باعث افزايش 
بيشينه ذكر است كه با ميل كردن پارامتر ميرايي يه سمت صفر، نقطه 

 توان متصور شد.را براي دامنه ارتعاشي نمياي 
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