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ساس ی قطبی برکدها ده:کیچ سط آریکان  یتازگبهکه قطبش کانال نام دارد،  یادهیاا ستمطرحتو برای  . ماتریس مولدی که در کار آریکانشده ا

ست.  2Gبه فرم  2×2یک ماتریس  شدهگرفتهنظر طراحی کدهای قطبی در LGبه فرم ییهاسیماترکدهای قطبی را برای  توانیم حالنیباابوده ا

صحیح  Lکه در آن ست، 2از  تربزرگهر عدد  ست 3×3در حالتی که ماتریس مولد یک ماتریس طراحی نمود.  ا  یهابا فرمکار آریکان،  برخلاف ،ا
یک چالش  ،متفاوتی در انجام عمل پلاریزاسییییون روبرو هسیییتیچ و همننین انتتای ماتریس مولدی از این بین که منجر به بهترین عملکرد شیییود

سئله برای  ست. در این مقاله این م سی در طراحی این کدها ا سا 3Lحالت یعنی نیترهسادا  س ست یبرر ستفاده از نتایج شده ا  یسازهیشب. با ا
سی بهترین ماتریس برای کدهای قطبی  یهاحالت ست.  شدهپرداختهموجود، به برر صر در مورد  طوربه تیدرنهاا و احتمال خطای  یدگینیپمتت

 .شده است ارائهاین طرح نکاتی 

 قطبش کانال، ماتریس مولد، کدهای قطبی، خطای نمایی، پارامتر باتاچارایا، ظرفیت.: یدیلک یهاواژه

Improving the rate of polarization in polar codes by using new 

generator matrix 

S. Pakravan1, MSc; H. Tavakoli2, Assistant Professor 
 

1- Faculty of Engineering, University of Guilan, Guilan, Iran, Email: saeidpak70@yahoo.com 

2- Faculty of Engineering, University of Guilan, Guilan, Iran, Email: htavakoli@guilan.ac.ir 

Abstract: Polar codes were recently proposed by Arikan and are constructed based upon a phenomenon that called channel 

polarization. The basic polarization matrix is given as 2G . A challenging problem related to the design of polar codes is choose a 

suitable generator matrix LG , where L is an arbitrary integar and 2L  , since in this state we have several choices for, unlike G  

Arikan works that has only just one linear form. In this paper, we have compared status 3L  , that is simplest case from changing 

matrix with Arikan's work. As carry out simulations for this schema to show that there is eventuality selection unsuitable channel for 

the transmission information and find the best generator matrix. Finally have been proposed a briefly on the probability of error and 

complexity in this schema. 
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 مقدمه -1

 کدگذاریاسییتفاده از ایده  کانال توسییط شییانون با کدگذاریقضیییه 
[. یکی از نتایج جالب مربوط به این 1] گردیده اسیییتفی بیان تصیییاد

به  کهطوریبهکانال اسییت  کدگذاریقضیییه، ااباو وجود یک کد، برای 
خاص معرفی  صوروبهآنکه دنباله کدی را ، بدونرسدیمظرفیت آن نیز 

ی بردار کدو  کدگذارینماید. طراحی و سیییاخت کدهایی با پینیدگی 
یکی از اهداف  عنوانبههمواره  ،که به ظرفیت کانال نیز برسیییند پایین

جه قان و پژوهشیییگران مطرح  موردتو به امروز  .بوده اسیییتمحق تا 
گرفته و مسییائل مربوط به آن انجام های بسیییار در این حوزه پیشییرفت
 [.2-4] است

1کدهای قطبی     سط آریکان مطرح که به  ستتازگی تو [، 5] گردیده ا
توان ااباو نمود که برای هر اولین دسیییته از کدهایی هسیییتند که می

 و کد کدگذاریکانال گسییسییته متقارن با ورودی باینری که پینیدگی 
 [.3]دیخواهدرسییی، به ظرفیت شیییانون داشیییته اسیییتبرداری پایینی 
به پینیدگی )صیییورواین نوع از کدها  .log )O N N اسیییت کهN 

شییروع پیدایش کدهای قطبی، به طرح  .کداسییتبلوکطول  کنندهبیان
شییود ها مربوط میآریکان بر روی بهبود محاسییباتی نرخ قطد در کانال

ساده بر 6] سال اطلاعاو، یک تبدیل خطی  [. در طرح آریکان قبل از ار
جام میروی ورودی نال ان کا که  بردارخروجی یک کد شیییود. درهای 

. گرفته اسییتدهد، قرار جام میبرداری را اندرپی عمل کدصییورو پیبه
نال اصیییلی و Wاگر ترتیب که به هسیییتندهایی ، کانال2Wو 1Wکا
بینند، ارسییال اطلاعاو به این روش نرخ قطد دوم را می های اول وبیت

سط  سبت به کانال 2Wو  1Wبین)متو صل( بالاتری را ن  دهد.می Wیا
شتی انجام میکدهای قطبی، فرایند بالا به در شود. فرایند صورو بازگ

معادل اعمال یک تبدیل خطی بر روی تعداد زیادی بیت در بازگشیییتی 
درپی و با یک و پیصورها بهبرداری، بیتاست. در کد کدگذاری قسمت

ه برخی از بنابراین کانال مؤاری ک؛ شیییوندرداری میترتیب خاص کدب
برخی  اسییت و کانال مؤاری که Wبهتر از کانال بینند،ها آن را میبیت
نکته مهچ  .بدتر است Wبه کانال نسبت ،بینندها آن را میاز بیتدیگر 

های نویزی ها به کانالاین است که با افزایش طول بلوک، برخی از کانال
نال کامل نالو برخی دیگر از کا به کا بدیل هاها  بدون نویز ت ی کاملًا 

شد [. 6[، ]5] کنندیممیل  Wدون نویز بههای پاک و ب. کانالخواهند 
2سازی کانال )پلاریزاسیونآریکان این پدیده را قطبی . این نامیده است( 

یانگر ایده های دارای نویز را لای اسیییت که در آن، ورودی کاناروش ب
صورو ن نویز، بههای پاک و بدوو اطلاعاو را از کانال نظرگرفتهاابت در 

سال  ستاین روش عملی  یهنگام. البته چیکنیممطمئن ار که بتوان ، ا
بردار را درپی در کدو حذف پی کدگذارنشان داد که ارسال بازگشتی در 

یادهمی یدگی کچ پ با پین کان در طرح خود سییییتوان  ازی کرد. آری
شان ست که دادهن ستفاده باا شبیه به از ا توان هر دو می FFTتبدیلی 
)برداری را با پینیدگیو کد کدگذاریعمل  .log )O N N  سییازی پیاده
، کدهای قطبی جزء اولین خانواده از گفته شییدکه  طورهمان [.5کرد ]

کدهایی اسییت که به ظرفیت کانال رسیییده و دارای پینیدگی اندک در 

[ ایده پلاریزاسیییون و قطبش 7در ] کانال متقارن بدون حافظه اسییت.
سی  یهاکانالبرای  یکلدرحالتها کانال ستر سی  چندگانهد شده برر
یک کانال دسترسی  سازیقطبیهنگام است که بهشدهشان دادهو ن است

یشتری را حصول ناحیه نرخ ب توانیمنقطه بهبا یک کانال نقطه چندگانه
 .استشدهدر این مقاله نشان دادهدین مثال وسیله چنکرد. این مسئله به
مسییائل مربوط به کدین   بسیییاری در یکاربردهااین دسییته از کدها 

 توانیماین کدها  از کاربردهای .[8] کانال و کدین  منبد دارا هسییتند
، [10و ] [9] چندگانهدسییترسییی  یهاکانالبه حصییول ظرفیت برای 

کدهای قطبی  اشییاره نمود. [14] ، کران مارتن[11-13] کانال پتشییی
3زیو-ای برای مسیییائلی همنون واینرهمننین عملکرد بهینه -و گلفاند 

4پینسییکر کدهای قطبی  یکاربردها ترینمهچکی از ی .[15] دارا اسییت 
سیییازی های در کاربردهای مربوط به ذخیرهعملکرد مناسیییب این کد

  .[16] اطلاعاو است

در این کدها به کمک ماتریس پایه 
2
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و ضری کرونیکر،  

2ماتریس مولد

nG  2شده و بر روی بلوکساختهnN   بیتی ورودی
های شود. دنباله حاصل از این ضری ماتریسی از طریق کپیاعمال می

شود، ارسال نامیده می Wباینری متقارن بدون حافظه که مستقل کانال
بار استفاده مستقل  Nهای مستقل این کانال،گردد. منظور از کپیمی

ها با احتمال تعدادی از بیت n است. با افزایش Wاز یک کانال باینری
خطای نزدیک به یک از کانال  مابقی با احتمالخطای نزدیک به صفر و 

شوند، درنتیجه میهای خاصی دیدهها توسط بیتکانالکرده و عبور
، کانال به دو کانال بدون نویز و با نویز حالتنیدرا. گرددیآغازمقطبش 
هایی که بدون نویز هستند که کسری از کانالطوریبهتقسیچ است، قابل

بعد از معرفی کدهای قطبی برای  کنند.یل میبه ظرفیت کانال پایه م
کارایی و  شده استباینری، سعی  نقطهبهنقطهاستفاده در کانال 

گردد و همننین به بررسی مشتص کدهای متتلف این کاربردها
 ،روبرو شویچ هاآندر طراحی این کدها با  ممکن استیی که هاچالش
 .استشدهاشاره. در ادامه به چند نمونه از این کارها شده استپرداخته
 [17]دقیق در  صوروبهاحتمال خطا برای این دسته از کدها  کران بالای
[ کدهای قطبی روی کانال 10[ و ]9] . درقرارگرفته است موردمحاسبه
که در این  شده استااباوی قرارگرفته و موردبررس چندگانهدسترسی 

عبارتی ظرفیت رسند و بهطبی به ظرفیت کانال میکانال نیز کدهای ق
حصول  تواندیماین دسته از کدها  هلیوسبه چندگانهکانال دسترسی 

های پتشی قطبی برای کانال گردد. با مطالعاتی که بر روی کدهای
ها ااباو ن دسته از کانالگرفته، عملکرد مناسب این کدها برای ایصورو

شده روی بر تحقیقاو انجامن علاوه[. همننی11-13] گردیده است
منبد صورو  کدگذاریکانال، مطالعاتی  کدگذاری هنیدرزمکدهای قطبی 

-21رمزنگاری در ] همسئلتلفیق این دسته از کدها و  .[8] گرفته است

و زیادی از معرفی مد کهییازآنجا است. قرارگرفتهی موردبررس[ 19
زیادی در مورد طراحی و  هنشدهای حلگذرد، مسئلهکدهای قطبی نمی

های قطبی رد. تغییراو بنیادی در ساختار کدکاربرد این کدها وجود دا
[، 22و کدبرداری یکی از این مسائل است. با توجه به ] کدگذاریو نحوه 
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بی را با ماتریس مولد کدهای قط توانیمتوان این نتیجه را گرفت که می
های طراحی  و ویژگی در مورد[ به نکاتی 24، 23. در ]طراحی نمودجدید 

شده ، پرداخته منجر به عملکرد بهتر شود تواندیمماتریس مولدی که 
 .است
ن های متفاوتی همنوهدر این مقاله عملکرد کدهای قطبی از دیدگا    

 3×3که ماتریس مولد یک ماتریس ظرفیت و احتمال خطا برای حالتی
. شده استشده با کار آریکان مقایسه است بررسی گردیده و نتایج حاصل

ماتریس  کهیدرحالت، شده استطورکه در کار آریکان نشان داده همان
است، تنها یک فرم خطی برای انجام فرایند  2×2مولد یک ماتریس 

ی ما با دو کانال خوی و بد سازیقطبپلاریزاسیون وجود دارد و بعد از 
استفاده  هاآنی فروزن از هاتیبترتیب برای ارسال اطلاعاو و بهکه 
 3×3که ماتریس مولد یک ماتریس روبرو هستیچ. اما درحالتی شودیم

ی هافرم، با رندیگمیعبارتی سه کانال در عمل قطبش قرار است و به
انتتای حالتی  بود. ام عمل پلاریزاسیون روبرو خواهیچمتفاوتی در انج

د بهتر کدهای قطبی و فرایند ها که باعث عملکراز این حالتمناسب 
مقاله مورد بررسی قرار مهمی است که در این  هسازی شود مسئلقطبی
که پس از  شده استهای پیشین نشان داده کار. درشده استگرفته 

بینند، بهتر از ها آن را میپلاریزاسیون، کانال مؤاری که برخی از بیت
ها این کانال نسبت های خوی( و برای برخی دیگر از بیت)کانال Wکانال
خواهد . اما در اینجا مشاهده های بد( بوده استبدتر )کانال Wبه کانال
که در مقابل عمل  هاای دیگر از کانالها با دستهضی ازحالتکه در بع شد

 آننه ازی اخلاصههستند روبرو هستیچ. در ادامه  ریتأایبپلاریزاسیون 
 .    شده است، بیان گرفته استاین مقاله مورد بررسی قرار در 
به معرفی کدهای قطبی و  طور متتصیییربهدر بتش دوم این مقاله     

 ه. بتش سییوم شییامل ارائشییده اسییتال پرداخته قطبش کان هبیان اید
س مولد جدید که از یک ماتری حالتی اسیییتبرای  آمدهدسیییتبهروابط 
ستفاده قطبش کانال منظوربه ستها ا سی شده ا کدهای  عملکرد. برر

یدگی  طا و پین مال خ بالای احت نالیز کران  گذاریقطبی، آ و  کد
. در گرفته اسیییتکدبرداری برای این حالت در بتش چهارم صیییورو 
ایج حاصیییل از این بتش پنجچ که بتش انتهایی این مقاله اسیییت نت

 .شده استش ارائه پژوه

 کدهای قطبی -2

صربهابتدا در این بتش  نکاتی در مورد کدهای قطبی به بیان  طور متت
سیون کانال پرداخته هو اید سپس  شده پلاریزا تعدادی از پارامترها و و 

 .شده استنیاز است معرفی  هاآنکار به  ههایی که در ادامنمادگذاری

 قطبش کانال -1-2
ااباو نمود که  توانیمیی هستند که کدهاکدهای قطبی اولین دسته از 

 کدگذاریبرای هر کانال گسسته متقارن با ورودی باینری که پینیدگی 
 هاید .[6] دیخواهدرس، به ظرفیت شانون داشته استی پایینی بردارکدو 

پلاریزاسیون  داشته استت کدهای قطبی نقش اصلی را اصلی که در ساخ
طلاعاو که از آن ا ه. طراحی مجموع[5]دارد سازی کانال نامیا قطبی

ها در طراحی بتش ترینمهچشود یکی از ها استفاده میبرای ارسال داده
ای است که در آن ورودی این دسته از کدها است. پلاریزاسیون کانال ایده

های پاک، گرفته و اطلاعاو را از کانالرای نویز را اابت درنظرهای داکانال
 .در این کدها به کمک ماتریس پایهچیکنصورو مطمئن ارسال به
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2nNشده و روی بلوکساخته    بیتی

 [.6، 5]شود ورودی اعمال می

 های مستقل کانالدنباله حاصل از این ضری ماتریسی از طریق کپی  

. گرددیمشود، ارسال نامیده می Wباینری متقارن بدون حافظه که
بار استفاده مستقل از یک  Nهای مستقل این کانال،منظور از کپی
ها با احتمال خطای تعدادی از بیت n است. با افزایش Wکانال باینری

نزدیک به صفر و مابقی با احتمال خطای نزدیک به یک از کانال عبور 
شوند، درنتیجه قطبش های خاصی دیده میها توسط بیتکرده و کانال

، کانال به دو کانال بدون نویز و با نویز حالتنیدرا. گرددیمآغاز 
کپی  Nت که با استفاده ازتقسیچ است. قطبش کانال عملگری اسقابل

}کانال N، مجموعه دومی ازWمستقل از کانال :1 }i

NW i N  را
کانال دارای  Nاین مجموعه  کهطوریبهکند صورو وابسته ایجاد میبه

 Nاند. قطبش کانال به این معنی است که با افزایشخاصیت قطبش
)ظرفیت متقارن )i

NI W برای کسری از i  به سمت صفر و برای مابقی
بار استفاده  Nکانال مستقل Nنماید. منظور ازبه سمت یک میل می

 [5]است. از این ویژگی مهچ برای تولید کدهای قطبی  Wاز یک کانال
 [.6]است  شده برای افزایش نرخ قطد استفادهو همننین 

 نمادگذاری -2-2

W:از عبارو X Y   برای بیان یک کانال گسسته بدون حافظه با
و احتمال  Y، حروف خروجیXدارای حروف ورودیورودی باینری، 

)الانتق )W Y X،  الفبای ورودیشده استاستفاده .X صوروهمواره به

2 {0,1}F  درنظر تواند غیر باینریمی خروجی و همننین الفبای است 
 است؛ Wکانال بار استفاده مستقل از N به معنی  NWشود.گرفته

N:بنابراین احتمال گذر برای کانال  N NW X Y زیر  صوروبه
 :[5] آیدمیدستبه
(1) 

1 1

1

( ) ( )
N

N N N

i i

i

W y x W y x


 

سازی دو کانال با ورودی باینری ل گذر پس از اولین مرحله از قطبیاحتما

1که در آن 2

2 2:W F Y 2و 2

2 2 2:W F F Y  صورو زیر ، بهاست

 :[6]شودیمتعریف 

(2) 
2

1 2

2 1 1 1 1 2 2 2

{0,1}

1
( ) ( ) ( ),

2u

W y u W y u u W y u


  

(3) 2 2

2 1 1 2 1 1 2 2 2

1
( , ) ( ) ( ).

2
W y u u W y u u W y u  
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 هظرفیت کانال متقارن که بیانگر حداکثر اطلاعاو متقابل بر روی هم
های ورودی و همننین پارامتر باتاچارایا که بیانگر کران بالای توزید

های متقارن هستند. احتمال خطا است، دو معیار مهچ در بررسی کانال
ترتیب برای کانال متقابل و پارامتر باتاچارایا به روابط مربوط به اطلاعاو

 صورو زیر هستند.متقارن به

 

(4) ( )1
( ) ( )log

1 12
( 0) ( 1)

2 2

y Y x X

W y x
I W W y x

W y W y 




  

(5) ( ) ( 0) ( 1).
y Y

Z W W y W y


   

 مورداستفادهمعیارهای نرخ و میزان اعتبار  عنوانبهترتیب این پارامترها به
).گیرندرار میق )Z W نماییبالایی احتمال خطای حداکثر درست کران 

شود. از کانال استفاده می  {0,1}که فقط برای ارسالاست، در زمانی
که مشتص است، اگر قابلیت اطمینان کانال افزایش یابد،  طورهمان
)بنابراین توان با نرخ بیشتری از کانال استفاده کرد؛می )I Wو( )Z W

  کنند.صورو مکمل هچ رفتارمیو به رندیگیمرا  (0,1) مقادیر بین
) مقادیر مربوط به ){ ( )}i

NZ W  شده با توجه به های قطبیبرای کانال
 [:6، 5]شود ورو زیر محاسبه میصروابط بازگشتی به

 

(6) 
(7) 

(2 1) ( ) ( ) 2

2 2

(2 ) ( ) 2

2

( ) 2 ( ) ( ) ,

( ) ( ) .

i i i

N N N

i i

N N

Z W Z W Z W

Z W Z W

  


 

 

شده  های بررسیبالا زمانی برقرار است که کانال حالت تساوی روابط
2N کهیدرحالتنال باینری متقارن محک هستند. کا  های و کانال

 داریچ: ،است (ε) زیرین، کانال باینری محک با پارامتر
 

(8) 1 2

2( ) 2Z W    

 و
(9) 2 2

2( )Z W  
 

) صوروبهو کدبرداری برای این کدها  کدگذاریپینیدگی  .log )O N N 
. کران بالای احتمال خطا طول بلوک کد است کنندهبیان Nاست که

0برای کدهای قطبی برای هر 0.5  [5]صورو زیر است به: 
 

(10) ( ) 2( ) (2 ).
ni

e N

i A

P Z W o




  

 

های خوبی مجموعه اطلاعاو برای کانال هدهندنشیییان Aبالا هدر رابط
 .شده استبرای ارسال اطلاعاو استفاده  هاآناست که از 

 سازی با ماتریس مولد جدیدقطبی -3

کان  کار آری که در  لدی  های قطبی  [5]ماتریس مو کد برای طراحی 

فرم به 2×2یک ماتریس  شییدهگرفته درنظر
2

1 0

1 1
G

 
  
 

. بوده اسییت 

که در  LGیی به فرمهاسیماترکدهای قطبی را برای  توانیم حالنیباا
ندیم Lآن عدد صیییحیح  توا طراحی نمود.  ،باشییید 2از  تربزرگهر 
  که دهدیمحالت زمانی رخ  نیترسییادهمشییتص اسییت،  طورکههمان

3L   .[6]اسییت  2×2که ماتریس مولد یک ماتریس درحالتیاسییت، 
تنها یک فرم خطی برای انجام فرایند پلاریزاسیییون وجود دارد و بعد از 

سال اطلاعاو با دو کانال خوی و بد که به ی ماسازیقطب ترتیب برای ار
که روبرو هستیچ؛ اما درحالتی شودیماستفاده  هاآنی فروزن از هاتیبو 

عبارتی سییه کانال در عمل اسییت و به 3×3ماتریس مولد یک ماتریس 
ی متفاوتی در انجام عمل پلاریزاسییییون هافرم، با رندیگیمقطبش قرار 
ستیچ.  شان  کهطورهمانروبرو ه شکل زیر ن سته به شدهدادهدر  ست ب ا

یی برای هاکانالخی را داشته باشیچ یا از چه اینکه قصد ارسال با چه نر
ی متفاوتی هاگونهشود ساختار ماتریس مولد به ارسال اطلاعاو استفاده

 است.

 
اطلاعات جانبی از وضعیت  درنظرگرفتنها با ش کانالقطب :1شکل 

 ها در کدگذارکانال
 

با داشیتن اطلاعاتی از وضیعیت اینکه کدام  اشیاره شید کهطورهمان    
 هاکانالاز  کیکدامو  شییدهاسییتفادهارسییال اطلاعاو  منظوربه هاکانال

سال  سب بودههاتیببرای ار سب برای  توانیم ،ی فروزن منا حالت منا
سیییاختار ماتریس مولد را انتتای نمود. برای طراحی کدهای قطبی با 

3nNطول بلوک ، 3ماتریس مولدG  چیریگینظرمرا مطابق با زیر در: 
 

11 12 13

3 21 22 23

31 32 33

g g g

G g g g

g g g

 
 


 
  

 

 

,برای هر ijgمقدار {1,2,3}i j   اسیییت. در حالت  برابر صیییفر یا یک

وجود دارد، 3Gانتتای برای ماتریس 92هاهیدراادیر کلی، با توجه به مق
لت مامی این حا ما ت نال را فراهچ  ازیموردنها شیییرایط ا برای قطبش کا

سی  [22-24]که در  طورهمانکنند. نمی ستبرر اولین  ، یکی ازشده ا
شتهشرط شد یک بودن تمامی هایی که ماتریس مولد باید دا  یهاهیدرابا

بنابراین  ماتریس اسییت. بودنپذیر معکوسروی قطر اصییلی و همننین 
صییورو زیر که های بهسییازی را برای ماتریستنها کافی اسییت که قطبی

 ، بررسی نماییچ:پذیری را دارا هستندشرط معکوس

 .
12 13

3 21 23

31 32

1

1

1

g g

G g g

g g
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انتتای، بعد از بررسییی  62ها بهتعداد حالت کاهش یافتنبا توجه به     
تمامی  بازهچشییود که پارامترهای باتاچارایا مشییاهده میروابط مربوط به 

س کنند. پم برای پلاریزاسیون را فراهچ نمیهای موجود شرایط لازحالت
سی  شاهده 3Gاتریس متتلف برای م یهاحالتاز برر ستم ه ک شده ا

که در ادامه به آن  ییهاربتشیزرا در یکی از  شدهتوان روابط حاصلمی
 بندی نمود.است دستهشدهاشاره
)که قابلیت اطمینان کانال دانیچمی     )i

NW   توسییط پارامتر( )( )i

NZ W

 دست به، شودمشتص می 3Gکه مقدار آن با توجه به ساختار ماتریس 
ه های متتلفی کجا پارامتر باتاجارایا برای حالتآید. اکنون ما در اینمی

 یبازگشییتهای به رابطه، با توجهکنندشییرایط پلاریزاسیییون را فراهچ می
سبه می (7( و )6) سی قرار  ییهاکانالنماییچ. محا که در اینجا مورد برر

نال همگی ،گرفته اسیییت باینری متکا با های   یامترهاپارقارن محک 
 هستند.  (εیکسان )

لت      گامیاول: حا ماتریس کههن یه 3Gبرای  ماتریس بین درا های 

  رابطه
3

, 1

1ij

i j

g


 به ازای هرi j  ،ست  یپارامترها توانیمبرقرار ا

های باینری متقارن کانالرا برای سیییازی باتاچارایا بعد از عمل قطبی
 صورو زیر محاسبه نمود:محک به

(11) 1 2

3( ) 2Z W      

(12) 2

3( )Z W  

 و 

(13) 3 2

3( )Z W   

3مثال: ماتریس

1 0 0

0 1 0

1 0 1

G

 
 


 
  

سیون در آن برای   سه که طرح پلاریزا

صورو شکل زیر به با پارامترهای یکسان کانال باینری متقارن محکزیر
 را درنظر بگیرید: شده استرسچ 
 

 
 سازی کانال برای حالت اولقطبی :2شکل 

 

، با سییه 2( به شییکل 9( و )8ط )مرحله رواببهکردن مرحلهبعد از اعمال
 3ه در شیییکل های متفاوتی کال باینری متقارن محک با پارامترکانزیر

 روبرو هستیچ. ،شده استنشان داده 
شده برای این حالت طورکه ملاحظه شد، روابط ارائهبنابراین، همان    
 صادق است. ،( آمده11-13که در )صورتیبه
های هایی که شیییرطتوان برای تمامی ماتریسمشیییابه مثال بالا می    

های ، نشیییان داد که همواره رابطهمربوط به حالت اول را دارا هسیییتند
 ر است.( برقرا13-11)

 
 

   3Wپارامترهای کانال :3شکل 

 

های در این دسته مشاهده کی از نتایجی که از بررسی ماتریسی    
مقدار  :است 1این است که، برای هر سطری که دارای دو عدد  ،شودیم

( )( )i

NZ W  2برابر با پارامتر  مقدار  کهییازآنجااست. همننین
2

3( )Z W  چ عمل پلاریزاسیونی است و این به این معناست که هی
لت گفت که این حاتوانمی جهیدرنت، نداده استبرای این زیرکانال رخ 

ها سازی کانالمنظور قطبیهای دیگر بهرا نسبت به حالت عملکردبدترین 
 دارد.

 
 3Gوسیله ماتریس مولد شده بههای قطبیظرفیت کانال :4شکل 

 اولبرای حالت
 

به پارامتر محک  ها نسبتکانالتغییراو مربوط به ظرفیت زیر 4کل ش    
1هایرا برای هر یک از کانال

3W،2

3W 3و

3W دهد.نشان می 

های ماتریس بین درایه 3Gبرای ماتریس  کههنگامی: حالت دوم:     

 رابطهمولد 
3

, 1

2ij

i j

g


 و همننین 
0

0

3

, 1

3i j

i i j

g
 

 به ازای هرi j 

لیه برای قطبش باتاچارایا که شرایط اوهای توان پارامتر، میبرقرار است
های باینری د از عمل پلاریزاسیون برای کانالکنند بعکانال را فراهچ می
 صورو زیر محاسبه نمود:متقارن محک به

 

(14) 1 3 2

3( ) 3 3Z W      

(15) 2 2 3

3( ) 2Z W    
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(16) 3 2

3( )Z W  

سازی ؛ شرایط اولیه برای قطبیشده استورده در زیر آچهار ماتریس که 
را  حالتنیدراکه شروط مذکور برای قرارگرفتن ؛ با اینکانال را ندارند
    :دارا هستند.

  
1 0 1

0 1 1

0 0 1

 
 
 
  

 

1 1 0

1 1 0

0 0 1

 
 
 
  

 

1 0 0

0 1 1

0 1 1

 
 
 
  

 

1 0 1

0 1 0

1 0 1

 
 
 
  

 

، خود دارد یسطرهادر بین  1ی که یک عدد برای سطرحالت، دراین
3هرابط 2( ) 3 3i

NZ W      .برای آن سطر برقرار است 
ارامتر ها نسبت به پتغییراو مربوط به ظرفیت برای هریک از زیرکانال    

 محک در شکل زیر برای این حالت نشان داده شده است:

 
 3Gوسیله ماتریس مولد شده بههای قطبیظرفیت کانال :5شکل 

 برای حالت دوم
 

های ماتریس بین درایه 3Gبرای ماتریس  کههنگامیحالت سوم:     

رابطهمولد 
0

3

, 1

3ij

i i j

g
 

د عبارتی در ماتریس مولیا به برقراراست

 یپارامترهاتوان ، میاستهایش یک سطری وجود دارد که تمامی درایه
 صورو زیر محاسبه نمود:سازی را بهباتاچارایا بعد از عمل قطبی

 

(17) 1 2 3

3( )Z W      

(18) 2 2

3( ) 2Z W    

 و
(19) 3 3

3( )Z W  
 

سادگی نشان داد که به توانیم( 9( و )8های )مثال: با استفاده از رابطه

3برای ماتریس

1 0 0

0 1 0

1 1 1

G

 
 


 
  

که در شرط حالت سوم، یعنی  

0

0

3

, 1

3i j

i i j

g
 

 ( برقرار است.71-91روابط ) کندیمصدق 

های آن برابر با ها، برای سطری که تمامی درایهاز ماتریس دستهنیدرا
)3 ،یک است )i

NZ W . 
که این ، باشده استه ماتریس که در زیر آوردچهار مشابه حالت قبل     

، شرایط اولیه گرفتن در حالت سوم را دارا هستندشروط مذکور برای قرار
     سازی کانال را ندارند:برای قطبی

 
1 1 0

0 1 1

1 1 1

 
 
 
  

 

1 1 1

0 1 0

1 1 1

 
 
 
  

 

1 0 1

1 1 1

0 1 1

 
 
 
  

 

1 1 1

0 1 1
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 3Gوسیله ماتریس مولد شده بهقطبیهای ظرفیت کانال :6شکل 

 برای حالت سوم

 
ها نسبت به پارامتر ربوط به ظرفیت برای هر یک از زیرکانالتغییراو م

 .شده استبرای این حالت نشان داده  6ل محک در شک
ها در براساس تعداد یک شده استو روابطی که در اینجا ارائه  نکاو    

 .بوده است( 9( و )8) هاتریس مولد و همننین روابط اولیهر سطر از م
هدف از [، 5] شده استبررسی  نیازاشیپطورکه در کارهای همان    

های مناسبی با ظرفیت بیشتر آوردن کانالپلاریزاسیون کانال بدست
پس از پلاریزاسیون، کانال مؤاری که  ارسال اطلاعاو بوده و منظوربه

ای خوی(و برای ه)کانال Wبینند، بهتر از ها آن را میبرخی از بیت
 .بوده استهای بد( بدتر )کانال Wها نسبت بهبرخی دیگر از بیت

، گرفته استاین مقاله مورد بررسی قرار اما در طرحی که در     
2کانال ،شده است( مشتص 11-91که از روابط )طورهمان

3W  رفتار
بندی های زیر دستهصوروتوان بهدارد. رفتار این کانال را می یریرپذییتغ

 نمود. 
2حالت اول:

3( ) ( )Z W Z W   
2حالت دوم:

3( ) ( )Z W Z W   
2حالت سوم:

3( ) ( )Z W Z W   
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2کانال  ،که از روابط بالا مشتص استطورهمان

3W  در بعضی از مواقد
اسب از اوقاو من یههای خوی جهت ارسال اطلاعاو، گاکانال هدر دست

آریکان  رحکه پیش از ارسال در ط ییهاتیب)های فروزن برای ارسال بیت
2که  ییهاحالاواابت بوده است.( و همننین در 

3( ) ( )Z W Z W 
سازی طبیدر فرایند ق درواقدان گفت این کانال خنثی بوده و تو، میاست
 .نداشته استنقشی 
هایی که امکان رخداد وابط مربوط به قطبش کانال و حالتبررسی ر    
علت تعداد زیاد ، بهاست 3از  تربزرگ Lکهبرای حالتی وجود دارد هاآن

بر است و نیاز به الگوریتمی به نهای موجود کاری ستت و زماماتریس
 این منظور است.

 بهبود عملکرد کدهای قطبی با ماتریس مولد جدید -4

بود، کران بالای احتمال در قسمت ابتدایی به آن اشاره شدهکه طورهمان
0خطا برای کدهای قطبی برای هر  0.5  زیر  هبا توجه به رابط

 آید.دست میبه
   
(20) 2(2 ) (2 ).

n N

eP o o
     

 

5یینما یخطادهنده نشان پارامتر  نرخ عبارتی حداکثر و به 
ه نمود توان آن را محاسبون است که از روی ماتریس مولد میپلاریزاسی

2G  برابر که ماتریس مولدین مقدار این پارامتر برای زمانی. بیشتر[71]

با توجه شده و گفته[ 24]به نکاتی که در با توجه . است 5/0است برابر با 
 ،این پارامتر افزایش یابد کههنگامیگرفت توان نتیجه( می20به رابطه )

یابد. و کران بالای احتمال خطا کاهش میعملکرد کدهای قطبی بهبود 
منظور به اارهیمععنوان یکی از را به توان مقدار پارامتر بنابراین می

ها اتریسمترین عملکرد را در بین به آوردن ماتریس مولدی کهدستبه
نمود. ، استفادهاست3Gکه ماتریس مولد برابر با ، درحالتیداشته است

)مقدار )E G  به رابطه زیر محاسبه توجه از روی ماتریس مولد با 
 شود:می
 

(21) 1 2 3( )

3

1
( ) (log )

3

D D DE G   
 

که از روی ماتریس مولد قابل محاسبه  iDهایمحاسبه پارامتر هنحو
 .آمده است [24]هستند در 

 
 

)های با پارامترماتریس 3Gکه برایاز آنجایی     )E G  وجود متفاوتی
 :شودیمزیر مشتص  هبه رابط توجه ، حداکثر مقدار آن بادارند
(22) 3 33 {0,1}

max ( )
G

E E G
 

 
منظور ماتریس مولد بهتر به هدهنددست آوردن این پارامتر نشانبه هرچند

که در کاربردهای عملی با کدهایی با طول ، ولی ازآنجاییپلاریزاسیون است
تواند ها ناچیز است، بنابراین نمی، این تفاوومحدود روبرو هستیچ

چه مقدار هر شود.گیری درنظر گرفتهتنهایی معیار مناسبی برای تصمیچبه
L های مولد متفاوو بیشتری برای انجام ، ما با ماتریسشودمی تربزرگ

محاسبه پارامتر  Lپلاریزاسیون روبرو هستیچ، همننین با افزایش 
آوردن بهترین ماتریس که دستبه جهیدرنتشود. تر میباتاچارایا ستت

 نظر محاسباتی است.رد بهتر شود کاری ستت و دشوار ازعملک منجر به

 مقدار ،توان نشان داد که با احتمال یکبرای هر ماتریس پلاریزاسیون می

1nZ  3از ترکوچکو nZ 1است( 3 )n nZ Z  1و همننین با احتمال

3
، 

1nZمقدار   2کمتر از مقدار

nZ 2است

1( )n nZ Z  [81]. ابراین بن
که نرخ پلاریزاسیون آن  3×3گرفت که برای هر ماتریس توان نتیجهمی
)صورو به )E G هرازایشود، بهبیان می( )E G برابراست با: 
 

(23) 3lim Pr[ 2 ] ( )
n

n nZ I W


   

 
که Aاندازه کافی بزرگ، مجموعههای بهnازایکه به مشتص است
3nاندازهبهاطلاعاو بوده  هدربرگیرند R نتیجهموجوداست و در

3(2 )
ni

i A

Z O




.   

درپی برای این ال خطا کدبرداری تحت کدبرداری پیبنابراین احتم    
 صورو زیر است:طرح به

 
(24) 3(2 )

ni

e

i A

P Z O




  

ل و کدبرداری برای کدهای قطبی به طو کدگذاری، پینیدگی سرانجام
3nN  بلوک  3برابر با( .log )NO N  شابه با ااباو است که ااباو آن م

2nN که طول بلوک حالتی استآریکان برای   .اکنون در جدول  است
مقاله با کار  شده در اینانجامار صورو جامد به مقایسه کصفحه بعد به

 :چیپردازیمآریکان 

 

 با کار آریکان )ماتریس مولد جدید( 3×3: مقایسه عملکرد کدهای قطبی به ازای استفاده از ماتریس مولد 1جدول 

 

پینیدگی  نمودار مربوط به ظرفیت بعد از قطبش
 کدبرداری

کران بالای 
احتمال 
 خطا

ماتریس 
 مولد استثنا

پارامتر باتاچارایا بعد از 
 قطبش

 



 بهبود نرخ قطبش در کدهای قطبی . . .                                                                     1397، زمستان 4، شماره 48مجله مهندسی برق دانشگاه تبریز، جلد  /1488

 

Tabriz Journal of Electrical Engineering, vol. 48, no. 4, winter 2018                                                                                                               Serial no. 86 

 

 

 

 

 
( .log )O N N 

 

 

 

 
2(2 )

n

O
 

 

 

 

 
 ندارد

 

 

 
1 2

2( ) 2Z W    
2 2

2( )Z W  

 

 

 

طرح 
 آریکان

 

 
 
 

3( .log )NO N 

 
 
 

3(2 )
n

O
 

 
 
 
 ندارد

 
 

1 2

3( ) 2Z W    
2

3( )Z W  
3 2

3( )Z W  

 

 
 
حالت 
 اول

 

 
 

 

3( .log )NO N 

 
 

 
3(2 )

n

O
 
 

 
1 0 0

0 1 1

0 1 1

 
 
 
  

    

1 1 0

1 1 0

0 0 1

 
 
 
  

      

1 0 1

0 1 1

0 0 1

 
 
 
  

    

1 0 1

0 1 0

1 0 1

 
 
 
  

 

 
 

1 3 2

3( ) 3 3Z W      
2 2 3

3( ) 2Z W    
3 2

3( )Z W  

 

 

 
حالت 
 دوم

 

 
 

 

3( .log )NO N 

 
 

 
3(2 )

n

O
 

 
1 1 0

0 1 1

1 1 1

 
 
 
  

    

1 1 1

0 1 0

1 1 1

 
 
 
  

 

 
 

1 2 3

3( )Z W      
2 2

3( ) 2Z W    
3 3

3( )Z W  

 

 

 
حالت 
 سوم

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

Erasure probability

C
h
a
n
n
e
l 
c
a
p
a
c
it
y

 

 

1-Z(W
3
3)

1-Z(W
3
2)=1-Z(W)

1-Z(W
3
1)

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

Erasure probability

C
h
a
n
n
e
l 
c
a
p
a
c
it
y

 

 

1-Z(W
3
3)

1-Z(W
3
2)

1-Z(W
3
1)

1-Z(W)

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

Erasure probability

C
h
a
n
n
e
l 
c
a
p
a
c
it
y

 

 

1-Z(W
3
3)

1-Z(W
3
2)

1-Z(W
3
1)

1-Z(W)



 بهبود نرخ قطبش در کدهای قطبی . . .                                                                     1397، زمستان 4، شماره 48مجله مهندسی برق دانشگاه تبریز، جلد  /1489

 

Tabriz Journal of Electrical Engineering, vol. 48, no. 4, winter 2018                                                                                                               Serial no. 86 

1 0 1

1 1 1

0 1 1

 
 
 
  

    

1 1 1

0 1 1

1 0 1

 
 
 
  

 

با افزایش طول بلوک  ،مشتص است، آمدهدستبهکه از روابط گونههمان
ا و ورودی )استفاده از ماتریس مولد جدید( کران بالای احتمال خط

ه و همننین روابط مربوط ب یافته استپینیدگی کدبرداری کاهش 
اکنون در  .اندقرارگرفتهبندی متتلف پارامتر باتاچارایا در سه دسته

بررسی مقایسه عملکرد این کدها و تأایر آگاهی از قسمت انتهایی به 
6اطلاعاو کانال و همننین  و تغییراو آن با حالت اولیه )کار آریکان( 

 .شده استدیگر کدها پرداخته 

 
اطلاعات جانبی بر روی احتمال خطای بیت در کدهای  ریتأث :7شکل 

 قطبی
 

یک  تغییراو احتمال خطای بیت برای کدهای قطبی در 7شکل     
اطلاعاتی از شرایط کانال با دانستن  ،کانال فیدین  با ورودی باینری

تر مقایسه راحت منظوربهدهد. مینشان  را میزان سیگنال به نویزنسبت به
ها در شکل  Xها و شرایط متفاوو محور عملکرد این کدها در طول بلوک

های از منحنی هرکدام. زاستینودهنده میزان سیگنال به نشان 7
و ... در شکل بالا عملکرد کدهای  A ،B ،C یهابرچسبمشتص شده با 

7قطبی را برای کانال فیدین  ازای نرخ کدهای هدف دی باینری بهبا ورو 
8 در شکل دهد. اهی از اطلاعاو کانال را نشان میصورو آگمتفاوو در
برابر با   Fو  Bبیت، برای  5/0برابر با  Aبالا نرخ کد هدف برای منحنی 

بیت  9/0برابر با  Dو برای منحنی  1/0برابر با  Fو  Cبیت، برای  333/0
در بالا برای طول  Dو  A ،Bهای منحنی .شده استگرفتهدرنظر 

در بالا برای  Fو  C ،E های و منحنی =1048576N کدهایی به بزرگی

که از گونههماناند. گردیدهرسچ  =131072N طول کدهایی به بزرگی
شکل برای  این که در Dو  A ،B  یهایمنحن، مشتص است 7شکل 

ارای د ،اندرسچ گردیدهها بالاتری در مقایسه با دیگر منحنیطول کدهای 
ان یکس یزهاینوازای مقادیر نسبت سیگنال به اند و بهعملکرد بهتری بوده

توان گفت که با افزایش عبارتی میشوند و بهدچار خطای کمتری می
. یافته استشده بهبود بی در طرح ارائهکد عملکرد کدهای قطبلوک طول 

به  131072 گرفت که با افزایش طول کد ازتوان نتیجهاز شکل بالا می
بوده است. همننین پس از  db  5/0شده برابر باحاصل هبهر 1048576

 ،گرفتتوان نتیجها کدهای توربو در شرایط یکسان میمقایسه این کدها ب
 است.کدها بسیار بهتر از کدهای توربو  عملکرد اینکه 

 جهینت -5

 کههنگامی که در کدهای قطبی شییده اسییت دادهدر این مقاله نشییان 
های متفاوتی در انجام با فرم ،اسیییت 3×3ماتریس مولد یک ماتریس 

سته بهعمل پلا ستیچ و ب سیون روبرو ه سال با چه کاین ریزا صد ار ه ق
منظور ارسییال اطلاعاو به هاییو یا از چه کانال اشیییچداشییتهنرخی را 
ستفاده ست. در ادامگونهساختار ماتریس مولد به ،شودا  ههای متفاوتی ا

3nNاین بتش طرح کییدهییای قطبی برای کییدهییایی بییه طول   
سازی کانال در سه و همننین روابط مربوط به قطبی شده استبررسی

یه به درا جه  با تو که  لت  مایز حا مدیگر مت لد از ه ماتریس مو های 
که احتمال خطای  شییدهداده. نشییان شییده اسییتمشییتص ،شییدندمی

2)3صییورودرپی برای این طرح بهبرداری پیکدکدبرداری تحت  )
n

O
 

یدگی  گذاو همننین پین کد ریکد با و  )3برداری برابر  .log )NO N 
 است.
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