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  چكيده

دست آمده از حل مسئله انتقال هاي بهتوپولوژي بهينه براساس داده تعيينح تراز جهت سازي توپولوژي با استفاده از روش مجموعه سطودر اين مقاله روش بهينه
يك تراز از تابع اسكالر   وسيله به  سطوح تراز، مرزهاي سازه  دوبعدي با استفاده از روش تحليل اجزاء محدود، توسعه داده شده است. در روش مجموعه گرماي

هايي نسبت ي استفاده شده است كه داراي مزيتچان جهت بروز رساني متغيرهاي طراح- همچنين از معادله آلن .شوند يديناميكي ضمني از بعد بالاتر معرفي م
پايدار باقي و  مربوط به دوباره مقداردهي مرحلهقابل حذف شدن  ،سازي فرايند بهينه طيهاي جديد در مكان ايجاد حفرهباشد از جمله ا به روش كلاسيك مي

با استفاده از  گرماي بوده و آناليز حساسيت در چندين مسئله نمونه انتقال گرمايكمينه كردن ظرفيت توان ،تابع هدف. سازي از لحاظ عددي ينهمسئله بهماندن 
 گرماقال مسئله نمونه انت ششنتايج حل  سرانجام، سازي توپولوژي به همراه روش تحليل اجزاء محدود بررسي شده است.روش مجموعه سطوح تراز جهت بهينه

  گسترده، دماي معلوم غير صفر روي مرزها و تركيبي از اين سه جهت نشان دادن اعتبار روش مذكور ارائه شده است.  گرمايياي، بار ي نقطهگرمايشامل بار 
  .، اجزاء محدودآناليز حساسيت ،انتشار واكنشي  معادله سازي توپولوژي، روش مجموعه سطوح تراز،، بهينهگرماانتقال  :كليدي هاي واژه

  
Topology optimization of heat conduction problem via Level-Set method based on 

Reaction-Diffusion equation and the Finite Elements analysis 
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Abstract  
In this paper a level set-based topological optimization method is developed for determining the optimized topology based on the 
data obtained from solving two-dimensional heat conduction problem using finite elements method. In level-set method, all 
structural boundaries are parameterized by a level of dynamic implicit scalar function of higher order. Moreover, Allen-Chan 
equation has been used to update the design variables which have advantages compared to the classic method including letting new 
holes to be created during the optimization process, ability of removing the re-initialization step and the numerical stability of 
optimization process. In the present study, the objective function is to minimize thermal power capacity. Sensitivity analysis has 
been investigated on several heat conduction problems to optimize the topology using level-set and finite element methods. Finally, 
topological optimization results obtained from 6 heat conduction problems including point thermal load, spread thermal load, non-
zero specified temperature on boundaries and the combination of these 3 cases have been presented to demonstrate the validity of the 
proposed method. 
Keywords: Heat transfer, Topology Optimization, Level-set Method, Reaction-Diffusion equation, Sensitivity Analysis, Finite 
Elements. 

  
   مقدمه - ١

هاي مختلف علوم مهندسي در شاخه سازي توپولوژيكياخيراً بهينه
ها و امواج  مورد توجه قرار ها و سازههاي انتقال، شارهاز جمله پديده

ر دامنه د گرماگرفته است. يكي از اين موارد بهينه سازي كيفيت انتقال 
 دسههنبه بررسي ] ١و همكارانش [ لورنزينيباشد. آن ميمحاسباتي 

تماسي گرمايي  در يك مقاومتگرماي رسانشي مسيرهاي انتقال بهينه 
 ]٢[ همكارنشو  تام پرداختند.، دهونخنك شگرماي جسم داراي توليد 

سازي را بهينه گرماييهاي كنادلهطراحي مبدر يك تحليل جامع، 
گرمايي  كنمبادلههاي يك ] فاصله بين پره٣نمودند. يانگ و همكاران [

در شرايط يخ زدگي بهينه سازي كردند. وو و دار را هاي پرهلولهداراي 
سازي بهينهجهت  شبكه درختي سازيشبيهروش ] از ٤همكارانش [

در تجهيزات و قطعات الكترونيكي گرماي رسانشي انتقال  مسئله
سازي پيشگامان مبحث بهينه] از ٥[ آژي و همكارانش استفاده نمودند.

  . باشندميئل سيالاتي و حرارتي حل مساجهت توپولوژيكي 
سازي شكل، توسط مشتقات توپولوژيك بعنوان يك ابزار براي بهينه

ها توسط و اين روش فتگر مورد استفاده قرار ]٦[ چاليس و همكارانش
  .، جهت افزودن اثر اينرسي توسعه داده شد]٧[سيگموند و ماووت 
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 جهت  ]٨[ژانگ و ليو ي توسط ل ١روش تكامل يافته ساختاري
در كار ايشان د. استفاده شگرماي رسانشي انتقال طراحي توپولوژي 

سازي، توسط حذف تدريجي بخش كوچكي از مواد هادي روند بهينه
  اند، محقق شده است.كه ارتباط اندكي با تابع هدف داشته گرما

هاي شبكهتوسط تئوري سازمان يافتگي،  ]٩[ ويي و همكارانش
را بررسي نمودند. ايشان مسيرهاي  گرماتقال درختي سازمان يافته ان

   ايجاد نمودند. گرماييهادي را جهت كاهش مقاومت 
سازي مصنوعي را براي روش بهينه ]١٠[چنگ و همكارانش 

سازي نمودند. ايده اصلي روش بهينه رائها گرمامسيرهاي موثر انتقال 
گراديان بالا كه در آن  رسانايي گرماييمصنوعي در خصوص مواد داراي 

  دماي بالا وجود دارد به تدريج شكل گرفته است. 
توسط سازي توپولوژي نيز جهت بهينهسازي روش همگنهمچنين 

  توسعه يافته است. ]١١[ آلاير
توپولوژيكي تكامل يافته سازي بهينهروش از ] ١٢[ لي و همكارانش

كه در  .استفاده نمودند گرمايي رسانشهاي ميدان دمايجهت كاهش 
انتگرالگيري مقدار شار المان تعريف شده  توسط سازيمعيار بهينه آن

  است.
به طراحي بهينه توپولوژيكي يك جسم ] ١٣[ژو و همكارانش 

 مسيرطراحي پرداختند كه در پژوهش ايشان مسئله  گرماهادي 
گرسبورگ  مطالعه قرار گرفت. ي موردقطعات الكترونيك در رسانش گرما

با استفاده از  گرماسازي توپولوژي انتقال نهمسائل بهي ]١٤[و هانسن 
  حجم محدود را بررسي كردند.  تحليل روش

وابسته به  گرمايي، در طول تكرار، اثرات بار ]١٥[گاوو و همكارانش 
طراحي در دامنه محاسباتي را در نظر گرفتند. در نتيجه، تابع هدف در 

ده است. در نظر گرفته شده در حل بهينه اين مسئله غير يكنواخت ش
اصلاح شده، توسعه  ٢ايشان روش تكامل يافته ساختاري دو جهته  مقاله

وابسته به طراحي و تأثير  گرماييروشني اثر بار يافته است و نتايج به
  محدوديت حجم در حل بهينه را نشان داده است.

] به منظور ١٦[ لوو و همكارانشروش مجموعه سطوح تراز توسط 
مرزهاي ديناميكي از جمله انتشار امواج مورد حل معادلات حاكم بر 

استفاده قرار گرفت ولي ايده اصلي استفاده از اين روش در بهينه سازي 
] ارائه شد. ١٧توپولوژيكي براي نخستين بار توسط وانگ و همكارانش [

. در استي عددي را توسعه داده ها روشكارهاي وانگ و همكارانش 
يادي حل گرديده تا قدرت و عملكرد ي عددي زها مثال ها آنمقالات 

- تحقيقات در اين روش را نشان  اين روش را ثابت كند و اهميت ادامه

]، يك چهارچوب ١٨دهد. همچنين در كارهاي آلاير و همكارانش [
 مجموعه سطوحسازي شكل و توپولوژي با روش  ينهبهمحاسباتي براي 

 مجموعه سطوحع تراز معرفي شده كه از گراديان شكل، براي رشد تاب
مجموعه   معادله حلّو الگوريتم عددي، براي  استتراز استفاده شده 

    تراز ارائه گرديده است. سطوح
، ]١٥[گاوو و همكارانش پژوهش جهت مقايسه با] ١٩جهانگيري [
سازي توپولوژي انتقال بهينههاي ايشان را در مسئله سه مورد از مثال
اجزاء نمود و روش عددي مبتني بر پايدار را انتخاب گرماي رسانشي 

                                                             
1Evolutionary Structural Optimization (ESO) 
2Bidirectional Evolutionary Structural Optimization (BESO) 

را در مورد اين مسئله به  ٣همراه روش مجموعه سطوح ترازمحدود به
   .خوبي توسعه داد

-phaseدر روش  .است كردهارائه  phase-fieldروش  ] ٢٠تاكيزاوا [

field منظور بروز رسانه متغيرهاي طراحي  چان به- نيز از معادله آلن
 phase-fieldروش  ]٢١[ يوز و همكارانشهمچنين ه شود. استفاده مي

همچنين جهانگيري و  را با روش تحليل آيزوژئومتريك تركيب كرده و
منظور تعيين توابع  از روش تحليل آيزوژئومتريك به ]٢٢توكلي [

نيز روش مجموعه  ]٢٣[ اند. يامادا و همكارانش مجهول استفاده كرده
انرژي  پارامترم به موسو ژي ساختگيرسطوح تراز را با يك سطح ان

همچنان از تركيب كردند و نشان دادند كه معادله حاصل  هيلارد- چان
نقش مهمي در نرم و هموار پارامتر اين لحاظ عددي پايدار خواهد ماند. 

در اين مقاله . ]٢٥و  ٢٤[كند سازي ايفا مي كردن مرزها در مسئله بهينه
- با معادله آلنسطوح تراز  هنيز سعي شده تا با تركيب روش مجموع

سطوح تراز مجموعه هاي روش  چان ضمن بهره مندي از دقت و ويژگي
يابي، مشكلات اين روش از جمله عدم ايجاد حفره در  به منظور بهينه

سازي و نيز عدم ثبات سطح تراز صفر در حين مرحله  طي فرايند بهينه
روش دوباره مقدار دهي را با حذف مرحله دوباره مقداردهي رفع كرده و 

گرماي هاي متعددي در مسائل انتقال  سازي جديد را به ارائه مثال بهينه
نيز  مجموعه سطوح ترازروش  بسط و گسترش داد. رسانشي

هاي روش بر روشاين باشد. مزيت روش تابع ضمني ميزيرمجموعه 
توجه به پيوسته درنظر گرفتن تابع مجموعه  ديگر اين است كه با

دقت تحليل حساسيت به مراتب  ير طراحي،به عنوان متغ سطوح تراز
همچنين براي ايجاد پيوستگي در تابع مورد نظر از كند. افزايش پيدا مي

همان خاصيت آيزوپارامتريك روش اجزاء محدود استفاده شده است 
سازي يعني از همان توابع مورد استفاده براي تقريب تابع مجهول و مدل

سته مجموعه سطوح تراز نيز هندسه معلوم، براي تشكيل رويه پيو
تكامل يافته هايي نظير روش روشدر در حاليكه استفاده شده است. 

هاي گذشته (پژوهش گاوو و كه در پژوهش ساختاري يك و دو جهته
فقط نقاط گرهي به عنوان  ]) استفاده شده است؛١٥همكاران [

 و فقط به همين نقاط مقادير پيوستهمتغيرهاي طراحي در نظر گرفته 
 بين صفر و يك به عنوان چگالي مصالح اختصاص داده شده است.

هايي كه در پژوهش پيشين ، يك مورد از مثالدر اين پژوهش
] مقايسه شده بود، ١٥] با پژوهش گاوو و همكارانش [١٩جهانگيري [
پايدار، با گرماي رسانشي سازي توپولوژي، در مسئله انتقال جهت بهينه

همراه روش مجموعه سطوح تراز اصلاح حدود بهاستفاده از روش اجزاء م
 با استفاده از روش اجزاء محدود به گردد.شده، بررسي و مقايسه مي

همراه روش مجموعه سطوح تراز و در نظر گرفتن تغييرات دما و منبع 
 گرمايسطحي و يا منبع  گرمايكه مي تواند شامل منبع  گرمايي

- مسئله مختلف، به بهينه ٦حجمي و يا هر دو بطور همزمان باشد در 

پايدار پرداخته شده كه در آن گرماي رسانشي سازي توپولوژي انتقال 
سازي توپولوژي، كمينه كردن ظرفيت توان تابع هدف جهت بهينه

 معادله همچنين از .سازي تعريف شده استدر فرآيند بهينه گرمايي
 تابع حذف با و شده استفاده رسان بروز معادله عنوان به واكنشي انتشار
 تراز سطوح مجموعه تابع بودن علامتدار فاصله به حل وابستگي ديراگ

                                                             
3Level set Method (LSM) 
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 ايجاد اجازه سازي،بهينه فرايند براي صورت اين در كه رفته است بين از
  .خواهد شد فراهم صورت خودكاربه مستعد نواحي در نياز مورد حفره

  

  سازي توپولوژيبندي مسئله بهينهفرمول -٢
گرماي سازي توپولوژي انتقال همعرفي مسئله بهين -١- ٢

  رسانشي
پايدار درون يك گرماي رسانشي  در اين مقاله مسئله انتقال

محفظه بسته و با شرايط مرزي دريخله در نظر گرفته شده است. در اين 
اي و گسترده هاي منبع نقطهبه شكل گرماييمسئله كه عبارت منبع 

و  گرماه كلي انتقال تواند در دامنه حل وجود داشته باشد، معادلمي
  شود:نوشته مي )١(شرايط مرزي آن به شكل رابطه 

 

)١(  
∇ ∙ (𝑘∇𝑇) − 𝑓 = 0 𝑖𝑛 𝛺 
𝑇 = 𝐶𝑜𝑛𝑠𝑡   𝑜𝑛 𝜕𝛺 

و منبع  رسانايي گرماييبه ترتيب دما،  fو  T ،kدر اين معادله، 
𝑞نيز بصورت  گرماييباشد. شار مي گرمايي = 𝑘∇𝑇 گردد. محاسبه مي

(روي نقاط  ftسطحي  گرمايمي تواند شامل منبع  fدر رابطه فوق 
(در  fbحجمي  گرمايشود) و منبع شبكه بندي اجزاء محدود اعمال مي

شود) و يا هر دو كل المانهاي اجزاء محدود بطور يكنواخت اعمال مي
حجمي مد نظر باشد مقدار  گرمايبطور همزمان باشد. زماني كه منبع 

  ه است:قابل محاسب )٢(آن از رابطه 
 

)٢(  𝑓௕ = න 𝑄଴𝐻(𝜙)𝑁௜
ஐ೐

𝑑𝛺௘ 

حجمي  گرمايتوليد  آهنگبه ترتيب  Ni و  Q0 در رابطه فوق
  باشد.موجود و تابع شكل روش تحليل اجزاء محدود مي

له القاء شده نيز به معني وجود دماي كرييمفهوم شرط مرزي د
𝑇ثابت  = 𝐶𝑜𝑛𝑠𝑡  بسته (بر روي مرزهاي محفظه𝜕𝛺 ١) مطابق شكل 

 باشد. مي

 گرماييدر مسئله حاضر هدف از بهينه سازي كمينه كردن توليد 
حجم مصالح در اين مسئله نيز  باشد.براي مقدار معيني از ماده مي

در آن متغيرهاي  است؛ يعنيها مشابه طراحي بهينه توپولوژي سازه
دهنده وجود و يا عدم وجود ماده در دامنه حل هستند. با چگالي نشان

) ٣با استفاده از رابطه (كه بايستي كمينه گردد،  اين تعاريف تابع هدفي
  :]١٩و  ١٥[ شودمحاسبه مي

 

)٣(  

min:   𝐶 = ෍ න
1

2
∇𝑇 ∙ (𝑘∇𝑇)𝑑𝛺 

       𝑠. 𝑡: 
       𝑉 ≤ 𝑉𝑚𝑎𝑥 

       𝑋௜ = ቄ
0 void
1 solid

      𝑖 = 1,2, … , 𝑛 

آن به  0متغير طراحي است كه عددي باينري بوده و  Xدر آن 
حجم  Vبه معني وجود المان مادي است.  ١منزله عدم وجود المان و 

  باشد.   قيد حد اكثر حجم مصالح مورد نظر مي Vmaxكنوني مصالح و 
   

  (Level-Set)تراز  معرفي روش مجموعه سطوح -٢- ٢
، يك چارچوب كلي براي محاسبه عددي ح ترازوروش مجموعه سط

با استفاده از يك بيان ضمني است. ايده اوليه اين ارتباط استنتاجي 
سازي توپولوژي سازه جهت ارائه يك منحني يا سطحي روش، در بهينه

. ]١٨و  ١٧[ كه داراي تراز صفر در توابع چند بعدي باشد، شكل گرفت
سپس تغيير شكل منحني و سطح جهت تغيير شكل اين تابع استفاده 

كه  خواهد بوداي بگونه )𝜙(𝑥)( شد. بنابراين تابع ضمني مورد استفاده
با يك مرز معين، شرايط معادله  𝛺در يك دامنه حل ارائه شده مانند 

  نمايد. ) را ارضاء مي٤(
  

طوح تراز يا در اين مسئله اين تابع همان متغيرهاي مجموعه س
  متغيرهاي طراحي خواهد بود.

 

)٤(  
ቐ

+1 > 𝜙(𝑥) > 0       ,       𝑥 ∈  𝛺ା (Material)

𝜙(𝑥) = 0                   ,    𝑥 ∈  𝜕𝛺 (Boundary)

−1 < 𝜙(𝑥) < 0       ,              𝑥 ∈  𝛺ି (Hole)

 

 
∇و انحناي منحني  nبردار يكه نرمال محلي  ∙ 𝑛  به ترتيب به

  شوند:) ارائه مي٦) و (٥صورت روابط (
 

)٥(  𝑛 =
∇𝜙

|∇𝜙|
 

 

)٦(  𝜅 = ∇ ∙ 𝑛 = div ൬
∇𝜙

|∇𝜙|
൰ 

، بر روي 𝜙(𝑥)ح تراز وجهت تكميل معادلات حاكم، تابع سط
ژاكوبي به شكل  - منحني يا سطح مرزي با استفاده از معادله هميلتن

 شود.)  توسعه داده مي٧رابطه (

)٧(  
∂𝜙(𝑥, 𝑡)

∂𝑡
− 𝑣௡|∇𝜙(𝑥, 𝑡)| = 0 

مقدار اوليه بخش مهمي از روش مجموعه سطوح تراز، انتخاب 
همچنين در اين روش از توابع  است. vnو سرعت نرمال  𝜙଴مناسب 

به شرح عنوان ابزار محاسباتي  به 𝛿 كو تابع دلتاي ديرا Hهويسايد 
  شود.) استفاده مي٩) و (٨روابط (

)٨(  
 𝐻(𝜙(𝑥)) = ൜

1, 𝜙 ≥ 0
0, 𝜙 < 0

 

)٩(   𝛿൫𝜙(𝑥)൯ =
d𝐻൫𝜙(𝑥)൯

d𝜙
= 𝛿(𝜙)|∇𝜙| 

بدين ترتيب دامنه محاسباتي و مرزهاي دامنه به صورت روابط 
  ) تعريف خواهند شد:١١) و (١٠(

)١٠(  𝛺 = ൛𝑥:     𝐻൫𝜙(𝑥)൯ = 1ൟ 

   
گرماي  سازي انتقال هاي طراحي بهينهمسئله طرحواره -١شكل 

  رسانشي
  



 

 
٧٦ 

يبه
نه

زي
سا

 
وژ

پول
تو

 ي
رما

ل گ
تقا

ه ان
سئل

م
 ي

نش
سا

ر
 ... ي

)١١(  𝜕𝛺 = ൛𝑥:    𝛿൫𝜙(𝑥)൯ > 0ൟ 

، انتگرال F(x)اه با توجه به موارد ذكر شده، براي يك تابع دلخو
شود و ) نگاشته مي١٢حجمي روي دامنه محاسباتي به شكل رابطه (

حجم   )١٣در نظر گرفته شود، انتگرال مذكور طبق رابطه ( F(x)= 1اگر 
  دامنه را محاسبه خواهد نمود.

)١٢(  න 𝐹(𝑥)𝐻(𝜙(𝑥
ஐ

 ))𝑑Ω 

)١٣(  𝑉(Ω) = න 𝐻(𝜙(𝑥
ஐ

 ))𝑑Ω 

دامنه محاسباتي نيز با تعريف مشتق  روي مرز F(x)انتگرال تابع 
  شود: ) نوشته مي١٤سويي تابع هويسايد به شكل رابطه (

)١٤(  න 𝐹(𝑥)𝑑𝑠
ୱ

= න 𝐹(𝑥)𝛿(𝜙(𝑥 ))|∇𝜙(𝑥)|𝑑Ω
ஐ

 

جهت استفاده در محاسبات عددي، در اين پژوهش از توابع 
 ) استفاده١٦) و (١٥هموار شده به ترتيب در روابط ( كهويسايد و ديرا

  باشد. سازي تابع هويسايد ميعرض تقريب 𝑑شده است. كه در آن 

)١٥(  
𝐻(𝑥) = ൞

𝜀                               ,          𝑥 ≤ −𝑑
1

2
ቀ1 + sin ቀ

π𝑥

2𝑑
ቁቁ , −𝑑 < 𝑥 < 𝑑

1                               ,             𝑥 ≥ 𝑑

 

  

)١٦(  
𝛿(𝑥) = ൝

𝜋

4𝑑
cos ቀ

π𝑥

2𝑑
ቁ , |𝑥| ≤ 𝑑

0                         , |𝑥| > 𝑑
 

 
پايداري   مقدار ثابت بسيار كوچكي به منظور 𝜀 >0فوق  هدر رابط

 محدود مي باشد. تعادل در روش اجزاي هحل معادل

  

  آناليز حساسيت - ٣-٢
به طور كلي آناليز حساسيت به صورت مشتق توابع هدف و قيود 

رهاي طراحي به منظور نيل به حل سازي نسبت به متغيمسئله بهينه
به منظور اعمال روش مجموعه سطوح تراز، برخي شود. بهينه تعريف مي

رو آناليز حساسيت هاي گراديان تابع هدف مورد نياز است. از ايناز داده
با استفاده از مشتق تابع هدف  گرماهاي اين مسئله انتقال در مورد مثال

شود.  سبت به متغيرهاي طراحي بيان مينلاگرانژي  شكل تابع و قيود به
 شكل سازي مورد نظر به بهينه  مسئله شكل لاگرانژيبراي اين منظور 

   .]١٩[ شود ) بازنويسي مي١٧معادله (

𝐽(𝜙, 𝜆) = න [
1

2
∇𝑇 ∙ (𝑘(𝜙)∇𝑇) + 𝜆(𝑉(𝜙) − 𝑉୫ୟ୶)]𝑑𝛺

ஐ

 

)١٧(                                     
  باشد.، ضريب لاگرانژ قيد حجم مي𝜆 )،١٨(  كه در رابطه

) ١٨معادله ( صورت ) روي مرز مصالح به١٧(  در رابطه 𝜙تغييرات 
 :]١٩[ شود محاسبه مي

𝛿థ𝐽 = න ቈ
1

2
∇𝑇 ∙ ቆ

𝜕𝑘(𝜙)

𝜕𝜙
∇𝑇ቇ + 𝜆

𝜕𝐻(𝜙)

𝜕𝜙
቉ 𝛿𝜙|థୀ଴𝑑𝛺 

ఆ

 

        = න ቈ
1

2
∇T ∙ ቆ

∂k(ϕ)

∂ϕ
∇Tቇ + λ

∂H(ϕ)

∂ϕ
቉ |∇𝜙|𝛿ℓ𝑑𝛺

ఆ

 

)١٨(            = න ቈ
1

2
∇𝑇 ∙ (𝑘∇𝑇) + 𝜆቉ 𝛿(𝜙)|∇𝜙|𝛿ℓ𝑑𝛺

ఆ

 

) بيان ١٩صورت رابطه ( بهلاگرانژ مربوط به هر نقطه  - اولر  معادله
 :]١٩[ شودمي

)١٩(  
൤
1

2
𝛻𝑇 ∙ (𝑘𝛻𝑇) + 𝜆൨ 𝛿(𝜙)|𝛻𝜙| = 0 

 
فوق غيرممكن است لذا يكي از  هدر اكثر موارد حل مستقيم معادل

عمومي براي حل آن استفاده از معادله مجموعه سطوح تراز  روش هاي
)  و حل عددي آن با استفاده از شرايط اوليه ٢٠مطابق معادله (

   .]١٩[ باشدمي مشخص

)٢٠(  

𝝏𝝓

𝝏𝒕
− ൤

𝟏

𝟐
𝜵𝑻 ∙ (𝒌𝜵𝑻) + 𝝀൨ 𝜹(𝝓)|𝜵𝝓| = 𝟎 

 
) ٢١معادله ( شكل مجموعه سطوح تراز به لذا سرعت نرمال معادله

 :]١٩[ يان استقابل ب

)٢١(  
𝑣௡ = ൤

1

2
∇𝑇 ∙ (𝑘∇𝑇) + 𝜆൨ 𝛿(𝜙) 

 
-به 𝜆) ضريب لاگرانژ قيد حجم ٢١همچنين با استفاده از رابطه (

  :]١٩[ ) قابل محاسبه است٢٢صورت معادله (

)٢٢(  

𝜆 = −
∫ ቂ

1
2

∇𝑇 ∙ (𝑘∇𝑇)ቃ 𝛿ଶ(𝜙)|∇𝜙|𝑑𝛺
ఆ

∫ 𝛿ଶ(𝜙)|∇𝜙|𝑑𝛺
ఆ

 

 
حجمي، سرعت  گرمايظر قرار دادن منبع همچنين درصورت مد ن

 ) قابل محاسبه است٢٣نرمال مشابه با روند فوق با استفاده از معادله (
]١٩[:  

 

)٢٣(  
𝑣௡ = ൤

1

2
∇𝑇 ∙ (𝑘∇𝑇) − 𝑄଴𝑇 + 𝜆൨ 𝛿(𝜙) 

 
) داراي مشكلاتي است كه از آن جمله ٢٠(  حل عددي رابطه      

به منظور ايجاد  ر هر تكراردوباره مقداردهي د توان به ملزم بودن مي

كه مرحله دوباره  با توجه به ايناشاره كرد.  دار تابع فاصله علامت

مقداردهي جز مراحل اصلي در روش كلاسيك است ولي به دليل وجود 

تقريب در حل عددي منجر به ايجاد اشكال در توپولوژي بهينه و 

ثبات دم و ع دوباره مقداردهي همرحلدر حين  تغييرات نامطلوب مرز

شود كه خود تاثيرات نامطلوب روي تحليل حساسيت  مي سطح تراز

. مشكل گردد مي و كاهش دقت حل گذاشته و مانع از همگرايي كامل

ديگر اين است كه روش كلاسيك بدليل وابسته بودن به مرحله دوباره 

ژاكوبي توانايي ايجاد حفره - دهي و حل توسط معادله هميلتون مقدار

حفره دلخواه اوليه در ورودي اوليه مي  ايجادته و نيازمند جديد را نداش

بايست تابع هدف با اضافه كردن يك  شد. براي غلبه بر اين ايرادات ميبا

تنظيم كننده انرژي اصلاح شود. لذا معادله جديد با اضافه كردن پارامتر 

  تنظيم سطح انرژي بصورت زير قابل بيان است:پارامتر 

)٢٤(  𝐽(̅𝜙, 𝜆) = 𝐽(𝜙, 𝜆) + න
1

2
𝜏|𝛻𝜙|ଶ

ఆ

𝑑𝛺 

  

,J(̅ϕدر معادله فوق  λ)  تابع هدف تنظيم شده و𝜏 > پارامتر  0
هموار كردن مرزها را بر عهده خواهد داشت.  هكه وظيف باشدتنظيم مي



 

 
٧٧ 
 

سن
ح

 يعل
انگ

جه
 يري

 عل
و

 ي
انگ

جه
 يري

لذا معادله بروزرساني متغيرهاي طراحي مسائل بهينه سازي اصلاح شده 
  .دبدست خواهد آم در اين روش بصورت زير

)٢٥(  

𝝏𝝓

𝝏𝒕
− ൤

𝟏

𝟐
𝜵𝑻 ∙ (𝒌𝜵𝑻) + 𝝀൨ 𝜹(𝝓)|𝜵𝝓| − 𝝉∆𝝓 = 𝟎 

 
  باشد. تابع مجموعه سطوح تراز  مي عملگر لاپلاس ∆فوق   هدر رابط

گيري فقط روي مرز  منجربه انتگرال δ(ϕ)با توجه به اينكه 
تراز مي شود لذا مي توان به جاي آن از سرعت نرمال  سطوح همجموع

  رت زير استفاده نمود: اصلاح شده بصو

)٢٦(  
�̅�௡ = ൤

1

2
∇𝑇 ∙ (𝑘∇𝑇) − 𝑄଴𝑇 + 𝜆൨ 

 
گونه تعريف سرعت نرمال با حذف  طور كه مشخص است اين همان

شود  منجر به گسترش سرعت نرمال در كل دامنه مي كتابع دلتاي ديرا
موسوم است. لذا در نهايت حل  چگالي مشتقات شكل تابع لاگرانژ كه به

  باشد: زير قابل حصول مي هاستفاده از رابط بهينه با

)٢٧(  

𝝏𝝓

𝝏𝒕
= 𝒗ഥ𝒏 + 𝝉∆𝝓 

 
  

سازي نتايج مثالهاي عددي مسئله بهينه - ٣
  گرماتوپولوژي انتقال 

هاي همانطور كه پيش از اين ذكر شد، در اين مقاله، از مثال
جهت مقايسه و  ]١٥[ استفاده شده در پژوهش گاوو و همكارانش

  شود.گرفته مي تحليل  بهره
هاي پيشين ورودي اوليه براي شايان ذكر است كه در پژوهش

حفره بوده لذا شروع  ٢٥(الف) شامل  - ٢تمامي مسائل مطابق شكل 
% حجم كل دامنه آغاز شده ٧٠ معادل با فرايند بهينه سازي با حجمي

(ب) ورودي اوليه براي  - ٢مطابق شكل  در اين پژوهشاست ولي 
شود و در % شروع مي١٠٠بصورت غيرمقيد و از حجم  تمامي مسائل

همان كمينه كردن ظرفيت  نيز تابع هدفگردد و اثناي حل بهينه مي
طراحي شامل محفظه   باشد. دامنهدر دامنه محاسباتي مي گرماييتوان 

در نظر گرفته شده است. كل  ١بسته مربعي شكل واحد مطابق شكل 
بندي شده لذا در گرهي شبكه ٤ن المان مربعي متقار ١٦٠٠دامنه با 

به  𝑑 و h، 𝜀  ،𝜏 باشد. لذا مقاديرگرهي مي  نقطه ١٦٨١كل شامل 
 در نظر گرفته شده است. h٢/٠ و ١٠ -٦، ١٠ -٤، ٠٢٥/٠ ترتيب برابر با

بسيار بالا در اين محفظه   رسانش گرماييك ماده با  رسانايي گرمايي
صورت بطور يكسان به لحاظ شده و شرايط مرزي دريخله ١معادل 

دماي صفر روي همه مرزهاي خارجي اعمال شده است. همچنين قيد 
حجم كل سازه در  %٥٠حداكثر حجم مصالح براي تمامي مسائل برابر با 

  نظر گرفته شده است.

  

- نقطه گرمايي(اثر وجود منبع  ١معرفي مثال شماره  -١- ٣

د حفره اوليه در توپولوژي تنها و بررسي وجو اي
  )نهايي

اي كه نقطه گرماييدر اين مثال اثر تغييرات قدرت فقط يك منبع 
گردد، به صورت بندي دامنه محاسباتي اعمال مي مركزي شبكه  در نقطه

در نظر گرفته شده است. شايان ذكر ، =١٠ftو  =٥ft ،=٥/٠ftسه مقدار 
توليد  آهنگو  =٠Tادل معاست مابقي پارامترها مانند دماي مرزها 

لحاظ شده  = ٠Qi0يكنواخت در سرتاسر دامنه محاسباتي معادل  گرماي
  است.  

  
مطالعه  (ب)، ]١٩و  ١٥، ١٣مراجع [ (الف): ١مثال  نتايج بهينه -٣شكل 

  حاضر 
  

  
  نمودار روند همگرايي براي تابع هدف و قيد حجم -٤شكل 

  
متمركز در وسط  گرمايياز آنجا كه در اين مثال فقط يك بار 

ترين مسيرهاي دامنه در نظر گرفته شده است، حل مطلوب يافتن كوتاه
از مركز دامنه به سمت هر چهار مرز خواهد بود. اين  گرماپخش 

بدست آمده است و همانطور كه مشخص است حل  ٣مسيرها در شكل 
عددي حاضر شبيه به يك پيكربندي صليبي مشابه حل اين مسئله در 

همانطور كه از نمودار روند همگرايي  ] است. ١٩و  ١٥،  ١٣[جع مرا
) مشخص است مقدار به دست آمده براي تابع هدف در كسر ٤(شكل 

محاسبه شده است كه اختلاف  ١/٠درصد، حدود  ٥٠حجمي مشخص 
-] بسيار ناچيز مي١٩آن با مقدار محاسبه شده در پژوهش جهانگيري [

اي در ي نقطهگرمايمنبع كه تغيير  نكته قابل توجه اين استباشد. 
نهايي نخواهد  دامنه محاسباتي، تاثيري بر پيكربندي بهينه  مركز شبكه

همان  اي،نقطه گرماييداشت و توپولوژي بهينه در هر سه حالت منبع 
مده است. اين موضوع به دليل عدم آبدست  ٣پيكربندي صليبي شكل 

از مركز  گرماين مسيرهاي پخش تربر كوتاه اينقطه گرماييمنبع تاثير 
دامنه به سمت هر چهار مرز خواهد بود و افزايش مقدار منبع نقطه اي 

اندك تفاوتي  .فقط در مقادير تابع هدف بهينه تفاوت ايجاد خواهد نمود
ناشي  ،گرددمشاهده مي  )ب( - ٣و  )الف( - ٣هاي كه در مقايسه شكل

  

  سازه ورودي اوليه    -٢شكل 
  



 

 
٧٨ 

يبه
نه

زي
سا

 
وژ

پول
تو

 ي
رما

ل گ
تقا

ه ان
سئل

م
 ي

نش
سا

ر
 ... ي

با استفاده از بهينه  بين حلاز تفاوت در روش حل عددي و اختلاف 
عددي تابع فاصله علامتدار در در روش حاضر  و تقريب هاي سازي 

وجود حفره اوليه در  باشد.مي مراجع پيشين كلاسيك هايروش
در روش  تاثيرگذار بوده است ولي نهايي روشهاي قبلي خود روي نتايج

 شروع شده %١٠٠از حجم و بهينه سازي  وجود ندارد حفره اوليهحاضر 
را در حين بهينه سازي پيدا و حل عددي نواحي مستعد ايجاد حفره 

  كند.مي
همگرايي مربوط به قيد حجم و تابع هدف نمودار روند  ٤ در شكل
نشان داده شده است. همانطور كه واضح است مسئله  ١مسئله مثال 

تكرار اول حل شده است كه خود حاكي از  ١٠٠مزبور در كمتر از 
فرايند فقط به منظور كنترل پايداري   اشد لذا ادامهبكيفيت تحليل مي

  حل انجام يافته است.
  

 گرمايي(اثر وجود فقط شار  ٢معرفي مثال شماره  -٢- ٣
  گسترده در سرتاسر دامنه حل)

يكنواخت در  گرمايتوليد  آهنگدر اين مثال اثر تغييرات فقط 
و =Qi0 ٥ ،=٥/٠Qi0سرتاسر دامنه محاسباتي به صورت سه مقدار 

١٠Qi0=،  در نظر گرفته شده است. شايان ذكر است مابقي پارامترها
  اي كه در نقطهنقطه گرماييو منبع  =٠Tمعادل  مانند دماي مرزها

  لحاظ شده است.   =٠ftبندي دامنه محاسباتي معادل  مركزي شبكه
شود بر اساس نتيجه بهينه و مطلوب، ديده مي ٥همانطور كه در شكل 

نكته قابل اند. اطراف چهار مرز توزيع شده در گرمامسيرهاي پخش 
يكنواخت در  گرمايتوليد  آهنگتغييرات فقط توجه اين است كه 

نهايي نخواهد  سرتاسر دامنه محاسباتي، هيچ تاثيري بر پيكربندي بهينه
همان  ،گسترده گرماييشار داشت و توپولوژي بهينه در هر سه حالت 

توليد  آهنگني كه تنها از زما بدست آمده است. ٥پيكربندي شكل 
ايجاد  گرماييكنواخت در سرتاسر دامنه استفاده شود عمده  گرماي

بايست با حذف قسمت  گيرد لذا ميمركزي دامنه قرار مي  شده در ناحيه
ايجاد شده در  گرمايمركزي دامنه،   اي از مصالح موجود در ناحيه عمده

نواحي دورتر از مركز،  اين منطقه را كاهش داده و با افزايش مصالح در
اي افزايش دهد تا در نهايت  گونه ايجاد شده در آن نواحي را به گرماي

  موجود را تعديل كند. گرمايتوپولوژي ايجاد شده بتواند 

  
  ٢مثال  نتايج بهينه -٥شكل 

  

(اثر تغيير دماي مرزها در  ٣معرفي مثال شماره  -٣- ٣
  اي)نقطه گرماييحضور وجود يك منبع 

و  = ٥T، = ٠Tدر اين مثال اثر تغييرات دماي مرزها به صورت 
١٠T =  مركزي   اي كه در نقطهنقطه گرماييدر حضور يك منبع

گردد، در نظر اعمال مي =٥ftبندي دامنه محاسباتي به مقدار  شبكه
توليد  آهنگگرفته شده است. شايان ذكر است مابقي پارامترها مانند 

لحاظ شده  = ٠Qi0ت در سرتاسر دامنه محاسباتي معادل يكنواخ گرماي
  است.   

متمركز در وسط  گرمايياز آنجا كه در اين مثال اثر وجودي يك بار 
ترين دامنه، بر تغييرات دما چيره شده است، حل مطلوب يافتن كوتاه

از مركز دامنه به سمت هر چهار مرز خواهد بود.  گرمامسيرهاي پخش 
بدست آمده است و همانطور كه مشخص است  ٦كل اين مسيرها در ش

حل عددي حاضر شبيه به يك پيكربندي صليبي كاملاً مشابه حل مثال 
دماي مرزها در است. نكته قابل توجه اين است كه تغيير  ١شماره 

نهايي نخواهد  دامنه محاسباتي، هيچ تاثيري بر پيكربندي بهينه  شبكه
همان پيكربندي صليبي حالت دما، داشت و توپولوژي بهينه در هر سه 

  بدست آمده است.  ٣متمركز شكل  گرماييناشي از وجود منبع 

  
 ٣مثال  نتايج بهينه -٦شكل 

  

(اثر تغيير دماي مرزها در  ٤معرفي مثال شماره  - ٤- ٣
گسترده در سرتاسر  گرماييحضور وجود يك شار 

 دامنه حل)

و  = ٥T، = ٠Tدر اين مثال اثر تغييرات دماي مرزها به صورت 
١٠T =  يكنواخت در سرتاسر دامنه  گرمايتوليد  آهنگدر حضور

، در نظر گرفته شده است. شايان ذكر است = ١٠Qi0محاسباتي معادل 
مركزي   اي كه در نقطهنقطه گرماييمنبع مابقي پارامترها مانند 

همانطور لحاظ شده است.    =٠ftبندي دامنه محاسباتي به مقدار  شبكه
شود بر اساس نتيجه بهينه و مطلوب، مسيرهاي ديده مي ٧كل كه در ش
نكته قابل توجه اين اند. در اطراف چهار مرز توزيع شده گرماپخش 

دامنه محاسباتي،   دماي مرزها در شبكهاست كه در اين مثال نيز تغيير 
نهايي نخواهد داشت و توپولوژي بهينه  هيچ تاثيري بر پيكربندي بهينه

  لت دمايي با يكديگر مشابه خواهند بود.در هر سه حا

  
  ٤مثال  نتايج بهينه -٧شكل 

  = ١٠T(ج)    = ٥T(ب)    = ٠T(الف) 
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(اثر تغيير دماي مرزها در  ٥معرفي مثال شماره  - ٥-٣
گسترده در سرتاسر  گرماييحضور وجود يك شار 
  اي)نقطه گرماييدامنه حل و يك منبع 

و  = ٥T، = ٠Tغييرات دماي مرزها به صورت در اين مثال اثر ت
١٠T =  يكنواخت در سرتاسر دامنه  گرمايتوليد  آهنگدر حضور

  اي كه در نقطهنقطه گرماييو يك منبع  = ١٠Qi0محاسباتي معادل 
گردد، در اعمال مي =٥ftبندي دامنه محاسباتي به مقدار  مركزي شبكه

شود بر اساس ديده مي ٨همانطور كه در شكل نظر گرفته شده است. 
تركيب آثار وجود هر سه عامل دماي مرزها، نتيجه بهينه و مطلوب، 

اي نقطه گرمايييكنواخت در سرتاسر دامنه و منبع  آهنگ توليد گرماي
مسيرهاي هاي اساسي در در مركز شبكه بندي منجر به ايجاد تفاوت

ه به در هر صورت با توج. ستا شدهدامنه محاسباتي در  گرماپخش 
اي نقطه گرماييروند همگرايي پيش آمده واضح است كه اعمال منبع 

يكنواخت در آهنگ توليد گرماي مركزي البته در حضور   در نقطه
سرتاسر دامنه محاسباتي نسبت به ساير عوامل در شكل توپولوژي بهينه 

اي نقطه گرماييموثرتر است. با افزايش دماي مرزها كم كم اثر منبع 
ته و نتيجه به صورت تركيب عوامل رفتار خواهد نمود.  كاهش ياف

، اثر وجود شكل )ج( - ٨و  )ب( - ٨، )الف( - ٨بطوريكه در هر سه شكل 
   گردد.صليبي حس مي

  

  

  

  
  ٥مثال  نتايج بهينه -٨شكل 

    = ١٠T(ج)    = ٥T(ب)    = ٠T(الف) 
  

آهنگ توليد (اثر تغيير  ٦معرفي مثال شماره  -٦-٣
در  يكنواخت در سرتاسر دامنه محاسباتيگرماي 

  اي)نقطه گرماييحضور يك منبع 
يكنواخت در سرتاسر آهنگ توليد گرماي در اين مثال اثر تغييرات 

 و =١٠٠Qi0، =١٠Qi0 ،=٥Qi0دامنه محاسباتي به صورت چهار مقدار 
١٠٠٠Qi0=،  مركزي   اي كه در نقطهنقطه گرماييدر حضور يك منبع
گردد، در نظر اعمال مي =٥ftبندي دامنه محاسباتي به مقدار  شبكه

لحاظ  =٠Tگرفته شده است. شايان ذكر است كه دماي مرزها معادل 
  شده است.  

با توجه به اينكه در مثال قبل نشان داده شد كه به هر حال اثر 
مركزي نسبت به ساير عوامل در   اي در نقطهنقطه گرماييمنبع وجود 

آهنگ شكل توپولوژي بهينه موثرتر است؛ در اين مثال با افزايش مقدار 
يكنواخت در سرتاسر دامنه محاسباتي، موثر بودن اين  توليد گرماي

پارامتر به چالش كشيده شده است بطوريكه با افزايش بيش از حد 
، اثر )د( - ٩ه شكل خاصيكنواخت در سرتاسر دامنه،  گرمايمقدار توليد 

يكنواخت بر ساير عوامل غلبه كرده است و شكل توپولوژي  گرماي
   در آمده است. ٥بهينه نهايي بصورت شكل 
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  ٦مثال  نتايج بهينه -٩شكل 

  =١٠٠٠Qi0(د)   =١٠٠Qi0(ج)   =١٠Qi0(ب)   =٥Qi0(الف) 

  

  جمع بندي و نتيجه گيري - ٤
در اين پژوهش از روش مجموعه سطوح تراز براي تصويرنمايي 
توپولوژي بهينه استفاده گرديد. با توجه به اينكه در اين روش تصوير 

عنوان توپولوژي تشكيل شده در نظر گرفته روي سطح تراز صفر تابع به
سيار هموار و فاقد مصالح شود، لذا شكل بهينه، شامل مرزهاي بمي

باشد كه خود دقت در تعيين توپولوژي هاي خاكستري ميميانه يا المان
براي  نهايي و تخمين حجم واقعي مصالح را بسيار بالا خواهد برد.

وضعيت ويژه مطابق  ١٩بررسي نهايي روش حل عددي ارائه شده، 
الت صرفاً در نظر گرفته شده است كه در آنها ابتدا ح ٩تا  ٣شكلهاي 

اي در نقطه مركزي شبكه دامنه نقطه گرماييوجود يك منبع 
يكنواخت آهنگ توليد گرماي محاسباتي، سپس محفظه با لحاظ كردن 

تغييرات دماي مرزها در حضور در سرتاسر دامنه محاسباتي، در ادامه 
هر يك از عوامل فوق و در نهايت تركيب تمام عوامل در نظر گرفته 

آيد به تدريج با افزايش قدرت بر مي طور كه از شكلهاشده است. همان
طرف اي شرايط حاكم بر توپولوژي بهينه بدست آمده بهمنبع نقطه

تر سوق پيدا كرده است. اين حاكي از آن قوي گرماييوضعيت منبع 
اي توانسته تا حدود زيادي شرايط است كه قوي شدن منبع نقطه

و در نهايت بيش از  تاثير قرار دهد توپولوژي بهينه را به سود خود تحت
يكنواخت در سرتاسر دامنه آهنگ توليد گرماي حد بزرگ شدن مقدار 

رخ داده است توانسته بر تاثير منبع  )د( - ٩محاسباتي كه در شكل 
اي غلبه نمايد و شكل نهايي توپولوژي بهينه را به صورت اثر وجود نقطه
- بطور كلي در مسائل بهينه يكنواخت در آورد.آهنگ توليد گرماي فقط 

يكنواخت در سرتاسر آهنگ توليد گرماي سازي توپولوژي كه شامل 
نسبت به متغيرهاي  گرماييباشد، اثر تغييرات شار دامنه محاسباتي مي
مجموع دو  رود. در نتيجه) براحتي از بين نمي٢٣طراحي در معادله (

كه اين بدان تواند مثبت يا منفي باشد ) مي٢٣اول معادله ( جمله
معناست كه سرعت نرمال معادله مجموعه سطوح تراز، رفتار غير 
يكنواختي نسبت به تغييرات متغيرهاي طراحي از خود نشان خواهد 

  داد.
  

  سپاسگزاري - ٥
شماره اعتبار ويژه حمايت دانشگاه شهيد بهشتي (ز انويسندگان 

  .كنندميقدرداني ) ١٠٢٥/٦٠٠.
  

  نمادها - ٦
 

𝑘 رسانايي گرمايي   
d  عرض تقريب سازي تابع هويسايد  
𝑓  گرماييمنبع  
𝑞  گرماييشار  

𝑄଴  حجمي آهنگ توليد گرماي  
𝑁௜ تابع شكل تحليل اجزاء محدود  

𝐻(𝜙) تابع هويسايد  
𝛿(𝜙) تابع دلتاي ديراك  
|∇𝜙| اندازه گراديان متغير طراحي  

𝑋௜ متغير طراحي  
𝑉௠௔௫   م مصالحقيد حداكثر حج 

n بردار نرمال يكه  
𝑣௡ ژاكوبي- سرعت نرمال معادله هميلتون  

sign(𝜙) تابع فاصله علامتدار  
𝛥t گام زماني  
h عرض مش بندي تحليل اجزاء محدود  

  عملگرهاي تفاضل محدود پيشرونده و پسرونده ା∇ و ି∇

    علايم يوناني

𝜅 انحنا  
𝜙 ازمتغير تابع مجموعه سطوح تر  

Δ عملگر لاپلاس  
𝜏 انتشار ضريب  
𝜆 ضريب لاگرانژ قيد حجم  
𝜺 تعادل هپايداري حل معادل  پارامتر ثابت به منظور 
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