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Abstract 
These days machinery, devices and tools that are used in industry, are very complex and costly. Therefore using 

producing and inspecting methods with maximum reliability that supply equipments, are required. Non-destructive testing is 
one of those methods that are used to inspect equipment that already have been mentioned. One of the non-destructive 
testing, which has more industrial application, is ultrasonic test. In this paper, examine of the ultrasonic guided waves in 
laminated isotropic plates has been discussed. With the assumption that there is not space between layers andthey are 
connected to each other and as boundary conditions, on the top and bottom of plate�s surfaces, tension is zero. The purpose of 
this study are extracting diagrams of frequency spectrum (frequency depending on the wave number), phase velocity 
depending on frequency, group velocity depending on frequency and eventually the wave structure and stress distribution in a 
two-layers plate, the equations for multi-layer plates are solved and diagrams that discussed above are extracted. How to 
stimulate a particular mode at a probe frequency for two layers plate is investigated in continuance and graphs of radiation 
angle at frequency are plotted. 
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Ǥ׏ ɗ୬ ൌ Ͳ�Ê»|�Z]��Ä�]Y���Y�ÊËZn]Zm�½Y|Ì»�½{Y{��Y�«�Z]�ÓZ]�É
Ä·{Z »��{Ä�]Y���ËÁZ¿�É�����Ê»�d�|]|ËM�]��[���

�����
ଶԄ௡׏ ൌ ͳ൫�୐௡൯ଶ ߲ଶԄ௡߲ݐଶ ଶɗ௡׏ � ൌ ͳ൫�୘௡൯ଶ ߲ଶɗ௡߲ݐଶ  

�ÓZ]��]YÁ���{�୐୬��Á�୘୬��Ê·Â��kÂ»�d�����´¿ZÌ]�\Ìe�e�Ä]
ÄËÓ� �{�Ê���� Á�ÉÊ»� ¹Y�d�|]� �Ë���]YÁ�� Z]�ª]Z�»� Á�|À�Z]

Ê»|ÀËM�]��[���
������୐௡ ൌ ʹρ௡ ൅ ௡ߩ௡ߣ ���ܽ݊݀������୘௡ ൌ ρ௡ߩ௡ 

� ÉZf�Y�� �{� kÂ»� Ä°ÀËY� ��§� Z]�ଷ�Ê»� �Z�f¿Y�½Y|Ì»� ,|]ZË
kY�zf�Y��Ë��c�Â��Ä]��f¸Æ¼¸Å�ÄË�ne�Ä]�ÄmÂe�Z]�ÊËZn]Zm��Ê»��

{Â��]��[� 

�����

ଵሺ௡ሻݑ ൌ Ͳ� ݑ��ଶሺ௡ሻ ൌ ߲Ԅ௡߲ݔଶ ൅ ߲ɗ௡߲ݔଷ ଷሺ௡ሻݑ�� � ൌ ߲Ԅ௡߲ݔଷ െ ߲ɗ௡߲ݔଶ  

��]YÁ��¶u�Z]������·Z°�Y�Á�É�Y{�]��]YÂeԄ୬��Áɗ୬��c�Â��Ä]
Ê»�d�|]��Ë�|ÀËM���

�����

Ԅ௡ൌ ଵ௡ܥ ����ሺ݅݇௅௡ൣݔଷ ���൫ߠ௅௡൯൅ ଶݔ ���൫ߠ௅௡൯൧ሻ൅ܥଶ௡ ����ሺ݅݇௅௡ൣݔଷ ���൫ߠ௅௅൯െ ଶݔ ���൫ߠ௅௡൯൧ሻ 
������

ɗ௡ൌ ଷ௡ܥ ����ሺ்݅݇௡ൣݔଷ ���൫்ߠ௡൯൅ ଶݔ ���൫்ߠ௡൯൧ሻ൅ܥସ௡ ����ሺ்݅݇௡ൣݔଷ ���൫்ߠ௡൯െ ଶݔ ���൫்ߠ௡൯൧ሻ 
��ÓZ]��]YÁ���{�୐୬��Á�୘୬��Á�Ê·Â��kÂ»�{|���´¿ZÌ]�\Ìe�e�Ä]

ÄËÓ� �{� kÂ»� �Z�f¿Y� ÉZf�Y�� �{� Ê���� É�Ê»� ¹Y��Y� Á� ,|À�Z]
Ä�]Y�Ê»�¶�Zu��Ë��É|¿Â�]��[���

������݇௅௡ ൌ ߱ܿ௅௡ � ǡ ்݇௡ ൌ ்ܿ߱௡ 

�Ä]� ÄËÓ� Á{� ÉY�]� \¼·� kÂ»� �Z�f¿Y� ÉY�]� ÊËZn]Zm� ½Y|Ì»
Ê»��Ë��c�Â�|�Z]�]��[���
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ଵሺ௡ሻݑ ൌ Ͳ ݑଶሺ௡ሻ ൌ ݅݇௅௡ ���൫ߠ௅௡൯ ൛ܿଵ௡���ൣ݅݇௅௡ሺݔଷ݊݅ݏ൫ߠ௅௡൯ ൅ ௅௡൯ሻ൧െߠ൫ݏ݋ଶܿݔ ܿଶ௡���ൣ݅݇௅௡ሺݔଷ݊݅ݏ൫ߠ௅௡൯െ ௅௡൯ሻ൧ൟ்݅݇௡ߠ൫ݏ݋ଶܿݔ ���൫்ߠ௡൯ ൛ܿଷ௡���ൣ்݅݇௡ሺݔଷ݊݅ݏ൫்ߠ௡൯൅ ௡൯ሻ൧െ்ߠ൫ݏ݋ଶܿݔ ܿସ௡���ൣ்݅݇௡ሺݔଷ݊݅ݏ൫்ߠ௡൯െ ଷሺ௡ሻݑ ௡൯ሻ൧ൟ்ߠ൫ݏ݋ଶܿݔ ൌ ݅݇௅௡ ���൫ߠ௅௡൯ ൛ܿଵ௡���ൣ݅݇௅௡ሺݔଷ݊݅ݏ൫ߠ௅௡൯ ൅ ௅௡൯ሻ൧൅ߠ൫ݏ݋ଶܿݔ ܿଶ௡���ൣ݅݇௅௡ሺݔଷ݊݅ݏ൫ߠ௅௡൯െ ௅௡൯ሻ൧ൟߠ൫ݏ݋ଶܿݔ െ ்݅݇௡���൫்ߠ௡൯ �൛ܿଷ௡���ൣ்݅݇௡ሺݔଷ݊݅ݏ൫்ߠ௡൯൅ ௡൯ሻ൧െ்ߠ൫ݏ݋ଶܿݔ ܿସ௡���ൣ்݅݇௡ሺݔଷ݊݅ݏ൫்ߠ௡൯െ  ௡൯ሻ൧ൟ்ߠ൫ݏ݋ଶܿݔ
��Á{�ÉY�]�\¼·�kÂ»��Z�f¿Y�ÉY�]��Àe�½Y|Ì»ÄËÓ��c�Â��Ä]

Ê»��Ë�|�Z]]��[� 

����� �

ଷଶሺ௡ሻߪ ൌ െʹ݇௅௡ଶߤ௡ ���൫ʹߠ௅௡൯ ൛ܿଵ௡���ൣ݅݇௅௡ሺݔଷ݊݅ݏ൫ߠ௅௡൯ ൅ ௅௡൯ሻ൧െߠ൫ݏ݋ଶܿݔ ܿଶ௡���ൣ݅݇௅௡ሺݔଷ݊݅ݏ൫ߠ௅௡൯െ ௅௡൯ሻ൧ൟߠ൫ݏ݋ଶܿݔ ൅ ௡்݇௡ଶߤ ���൫ʹ்ߠ௡൯ ൛ܿଷ௡���ൣ்݅݇௡ሺݔଷ݊݅ݏ൫்ߠ௡൯൅ ௡൯ሻ൧൅்ߠ൫ݏ݋ଶܿݔ ܿସ௡���ൣ்݅݇௡ሺݔଷ݊݅ݏ൫்ߠ௡൯െ ଶଶሺ௡ሻߪ ௡൯ሻ൧ൟ்ߠ൫ݏ݋ଶܿݔ ൌ െ݇௅௡ଶߤ௡ ቂߣ௡ ൅ ௅௡൯ߠ൫݊݅ݏଷݔ௅௡൯ଶቃ ൛ܿଵ௡���ൣ݅݇௅௡ሺߠ൫ݏ݋௡ܿߤʹ ൅ ௅௡൯ሻ൧൅ߠ൫ݏ݋ଶܿݔ ܿଶ௡���ൣ݅݇௅௡ሺݔଷ݊݅ݏ൫ߠ௅௡൯െ ௅௡൯ሻ൧ൟെߠ൫ݏ݋ଶܿݔ ௡்݇௡ଶߤʹ ���൫்ߠ௡൯ ���൫்ߠ௡൯ ൛ܿଷ௡���ൣ்݅݇௡ሺݔଷ݊݅ݏ൫்ߠ௡൯൅ ௡൯ሻ൧െ்ߠ൫ݏ݋ଶܿݔ ܿସ௡���ൣ்݅݇௡ሺݔଷ݊݅ݏ൫்ߠ௡൯െ  ௡൯ሻ൧ൟ்ߠ൫ݏ݋ଶܿݔ
{Y�M� t��� ÉÁ�� É��»� �ËY���ÄËÓ� É� µÁY��ଶ ൌ Ͳ� ��Ä]

Ê»��Ë��c�Â�|À�Z]����

ଶݔ������ ൌ Ͳ��ǡ െλ ൏ ଷݔ ൏ ൅λ�� ՜� ߪଷଶሺଵሻ ൌ ଶଶሺଵሻߪ ൌ Ͳ 

ÄËÓ{Y�M�t���ÉÁ��É��»��ËY���¹Á{�É��ଶ ൌ ����c�Â��Ä]
Ä�]Y��É�����Ê»|À�Z]� 

������
ଶݔ ൌ ݄��ǡ െλ ൏ ଷݔ ൏ ൅λ�� ՜ ߪଷଶሺଶሻ ൌ ଶଶሺଶሻߪ ൌ Ͳ 

� �ËY���¶�§� �{��Àe� ½Y|Ì»� Á� ÊËZn]Zm� ½Y|Ì»� Ê´f�ÂÌa
�ÄËÓ�Á{�­�f�»��ଶ ൌ �ଵ��Ê»��Ë��c�Â��Ä]|À�Z]���

������
ଶݔ ൌ ݄ଵ��ǡ െλ ൏ ଷݔ ൏ ൅λ�� ՜ ݑଶሺଵሻ ൌ ଷሺଵሻݑ���ଶሺଶሻ���ǡݑ ൌ ଶݔ ଷሺଶሻݑ ൌ ݄ଵ��ǡ െλ ൏ ଷݔ ൏ ൅λ�� ՜�� ߪ�ଶଶሺଵሻ ൌ ଷଶሺଵሻߪ���ଶଶሺଶሻ���ǡߪ ൌ  ଷଶሺଶሻߪ

ÓZ]��]YÁ���{�k�,�ËÂ�e��{|��ÉZf�Y���{�Ê����Á�Ê·Â��kÂ»
�kÂ»� �Z�f¿Yݔ�ଷ� �� Á�୬�� Á�୬��Z^��\Ìe�e�Ä]�|Àe�ËÂ�e� �Y��{|�

� Ê���� Á� Ê·Â�� kÂ»d»Zz�� ÉZf�Y�� �{ ��ଶ� �Ê»� Á� |�Z]�Ä]
c�Â��Ä�]Y��É�����Ê»�¦Ë� e|¿Â��]��[���

������

݇௅௡݊݅ݏ൫ߠ௅௡൯ ൌ ்݇௡݊݅ݏ൫்ߠ௡൯ ൌ ݇ ݇௅௡ܿݏ݋൫ߠ௅௡൯ ൌ ௡݌ ൌ ට݇௅௡ଶ െ ݇ଶ ்݇௡ܿݏ݋൫்ߠ௡൯ ൌ ௡ݍ ൌ ට்݇௡ଶ െ ݇ଶ 
� Z]�cÓ{Z »� ÃZ´f�{� ®Ë� Ê´f�ÂÌa� Á� É��»� �ËY��� µZ¼�Y

Ê»�¶�Zu�Ä¯�{Â���Ä]¹�§�Ê�Ë�eZ»�Ê»�Äf�Â¿��Ë�{Â����

������ሾܣሿ଼ൈ଼ሾ ௜ܻሿ଼ൈଵ ൌ Ͳ 
�Ë{Z¬»�ÄËY�{�Ë�eZ»�ÉZÅሾ�୧ሿ �� Áൣ�௜௝൧�� �{�d�ÂÌa�¦·Y��

d�Y�Ã|��Ã{�ÁM���
��Ë�eZ»�½ZÀÌ»�e{� ,ÊÆË|]� �Ì£�[YÂm�¾f�Y{�ÉY�]ሾ�ሿ଼ൈ଼�

|�Z]��¨��Z]��]Y�]�|ËZ]� ��kÂ»�Ê�¿Z¯�§�Ä·{Z »�d·Zu�¾ËY��{\¼·�
©�Á��{Ê»�kY�zf�Y��Ë��c�Â��Ä]�ÄËÓ�Á{�ÉZÅ{Â��� 

������ȁܣሺ߱ǡ ݇ǡ ௡ߣ ǡ ௡ǡߤ ݄௡ሻȁ ൌ Ͳ 

�����ÄËÓ�Á{�©�Á��{�Ê¬§Y�Ê��]�kÂ»��Z�f¿Y� �
�{�ÄËÓ��Å��{�Ã|��{ZnËY�cY�}�cZ�Z e�Y�,Ê¬§Y�Ê��]�kÂ» 

Äv¨���{Ê»�ÄËÓ�sÂ���Z]�É�YÂ»�ÉY|À�Z]���¶°����kÂ»��Z�f¿Y
Ê¬§Y�Ê��]��SH-Wave��Ê»�½Z�¿�Y��ÄËÓ�Á{�©�Á�®Ë��{|Å{���

��fÀ»�ÄËÓÁ{�©�Á��{�Ê¬§Y�Ê��]�kÂ»�Ä¯�Êf·Zu�ÉY�]��Ê»��
Ä¨·R»� ZÆÀe�{Â���Àe� Á�ÊËZn]Zm�½Y|Ì»��¨���Ì£�É�ଵ�� Áߪଵଷ�

Ê»|À�Z]�Ä�]Y��c�Â��Ä]�Ä¯Ê»�Ä^�Zv»��Ë��É|¿Â����

������

ଵሺ௡ሻൌݑ ሺܣ௡݊݅ݏሺݍ௡ݔଶሻ൅ ଷݔଶሻሻ����ሾ݅ሺ݇ݔ௡ݍሺݏ݋௡ܿܤ െ ଵଷሺ௡ሻൌߪ ሻሿݐ߱ ଶሻെݔ௡ݍሺݏ݋௡ܿݍ௡ܣ௡൫ߤ ଶሻ൯ݔ௡ݍሺ݊݅ݏ௡ݍ௡ܤ ���ሾ݅ሺ݇ݔଷ െ  ሻሿݐ߱
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� Á�É��»��ËY���µZ¼�Y� Z]��� �{�Ê´f�ÂÌatÉZÅ��Á�Êm�Zy
ÄËÓ� Á{�­�f�»�ÄËÓ� �{�Ê��]��Àe� ½{Â]� �¨��½Z¼Å� Ä¯�ÉZÅ

�­�f�»� ��»� �{� ÊËZn]Zm� Á��Àe� ½Y|Ì»� ½{Â]� �]Y�]� Á� Êm�Zy
Ê»|�Z],�Ê»�d�|]��Ë��c�Â��Ä]�Ä·{Z »�ÃZ´f�{�®Ë|ËM���
������ሾܤሿସൈସሾܨ௜ሿସൈଵ ൌ Ͳ 

ÄËY�{� �Ë{Z¬»�Ë�eZ»� ÉZÅሾ	୧ሿ �� Áൣ�௜௝൧�� d�ÂÌa� �{�[��
d�Y�Ã|��Ã{�ÁM���

��Ë�eZ»�½ZÀÌ»�e{� ,ÊÆË|]� �Ì£�[YÂm�¾f�Y{�ÉY�]ሾ�ሿସൈସ�
|�Z]��¨��Z]��]Y�]�|ËZ]���Ê��]�kÂ»�Ê�¿Z¯�§�Ä·{Z »�d·Zu�¾ËY��{

©�Á��{�Ê¬§YÊ»�kY�zf�Y��Ë��c�Â��Ä]�ÄËÓ�Á{�ÉZÅ{Â����
������ȁܤሺ߱ǡ ݇ǡ ௡ǡߣ ௡ǡߤ ݄௡ሻȁ ൌ Ͳ 

��z�»��Àm�Z]�ÄËÓÁ{�©�Á�®Ë�ÉY�]�ɉ୬ǡ ρ୬���Ä�|ÀÅ�Á
��z�»��୬��\ËY���½ZÀÌ»�e{�,���¿Z¯�§�\�u�]����{|��Á

�kÂ»���Ê»|�Z]�� 

Ä�Ë�� ½{�ÁM� d�|]� Z]Ä·{Z »� ÉZÅÊÀvÀ»� ,Ä�z�»� É�ÉZÅ
½Y|Ì»�Á�Ê³|À¯Y�aÊ»�º���¶]Z«�ÊËZn]Zm�Á��Àe�ÉZÅ|À�Z]���

� �
4��ÄËÓ�Á{�©�Á��{�\¼·�kÂ»��Y�Ê]Zzf¿Y�{Â»�®Ë�ve��

kÂ»� �Y\¼·� ÉZÅ,�kÂ»� �Y� �f�Ì]��{� Ê¬§Y� Ê��]� ÉZÅ
Ê»�Ã{Z¨f�Y�[ÂÌ���Ìz�e|ÀÀ¯���®Ë�®Ë�ve�d¼�«�¾ËY��{�Y~·

\¼·�kÂ»��Y��Zy�{Â»�Ê���Z]�dÆm��{�Â»�Ê���]Ê»��Y�«{�Ì³���
��t���ÉÁ�� �]�®Ì¿Â»�ZÅ�c�Â��Ä]� Ä]���®Ë� Ä°Ì»Z´ÀÅ

{Â»�Ê»Z¼e�{Â��ÄfyYÂ¿�©�ÁÃ|��µZ¼�Y�®Ë�ve��¿Z¯�§��{�ZÅ���{
Ê»� ��fÀ»�©�Á�|¿Â� �{Â»�Ê³|À¯Y�a� �Zf§���{� Ã|�� ��fÀ»�ÉZÅ
Ê»� h�Z]� ©�Á½Z»�� �{� ZÅ{Â»� Ä¯� {Â��\Ì�� Ä]� Ê¨¸fz»� ÉZÅ
|ÀÀ¯� {�Ây�]� �µZÀ´Ì�� Ê³|À¯Y�a� d¸�� Ä]� d·Zu� ¾ËY� �{�ÉZÅ

�Ä¯�Ã|���° À»�Y�Ê�Z¿�kÂ»��Z° ¿YÊ»�\Ì����»��{�ZÅ�,|À�Z]
� �ZÌ¿� {�Â»�cZ�Ô�Y�kY�zf�Y� �Z¯¸°�»Ê�Ê»|�Z]� �]�Ä^¸£�ÉY�]��

�©�Á��{�\¼·�kÂ»��Y��Zy�{Â»�®Ë��¬§�Ze�d�Y��ZÌ¿�¶°�»�¾ËY
ÄÆ^m�®Ë�ZÆÀe�Ze�{Â����fÀ»�{�Ây�]�Ê´f�ÂÌaZ¿�t���Ä]�kÂ»�É

��° À»� Á� |À¯{Â���ÃÂÌ��¾ËY� Z]���ZÌ¿� {�Â»�cZ�Ô�Y� kY�zf�Y
Ê���Z]�dÆm�Ã{Z���ZÌ�]Ê»�e|�Z]���

�Ê³|À¯Y�a� ÊÀvÀ»� �Y� |ËZ]� Ê]Zzf¿Y� {Â»� ®Ë�ve� ÉY�]
�Ã{Z¨f�Y�®Ë�ve��¿Z¯�§�Á�{Â��[Á�a��¿Z¯�§����Ä]�ÄmÂe�Z]� Y�

{�¯��z�»��Y{Â¼¿�¾ËY��®ÌÀ°e��Y�Ê°Ë�ÉY�]�Ã{Z¨f�Y�{�Â»�ÉZÅ
ÄËY�M��Á��Ê]Zzf¿Y�{Â»É�Z§�É��Ê»�¶°���{�Ä¯�,|�Z]����ËZ¼¿

d�Y�Ã|��Ã{Y{��É�~³Y�e��Á��¾ËY��{��ÃÂ³�t���ÉÁ���]�Ä¯�É
                                                 
1. Probe���
2. Phased Array� 

��3. Transducer� 

ÄËÁY��Z]�Ê·ZÀ´Ì��,{�Y{��Y�«�©�Á��ÁZn»��Ë~a�µ�fÀ¯�É��¶yY{�Ä]
Ê»� ÃÂ³|f��§� �� ¾ËYÄËÁY�� Z]� µZÀ´Ì�� É�ÄËZa� t��� Ä]�ÃÂ³� É

Ê»�{�Ây�]�t���ÉÁ���]�É{Â¼��ÉÁ�Ì¿�®Ë�|Ì·Âe�h�Z]�Á�|À¯
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Ê»�{ZnËY�©�Á|À¯���
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�©�Á��{��Zy�{Â»]��[ 
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� �Y� Ã{Z¨f�Y� Z]¶À�Y� ½Â¿Z«́F

�� ,Ä�]Y��Á� �]Ze� ÄËÁY�� ¾Ì]� É
Ê»�d�|]��Ë��c�Â��Ä]��Z§�d����|ËM]��[���

� �{Ä�]Y�ÓZ]� É��୮,�\¼·� kÂ»� �Z§� d�����Ä]� ÄmÂe� Z]� Á
Ê»�d�|]�Ê³|À¯Y�a�ÊÀvÀ»|ËM��ܿ୵,�� ,ÃÂ³� �{� kÂ»�d����Ⱦ�

ÄËÁY�ÄËZa�Ä]�µZÀ´Ì��{�Ây�]�É,ÃÂ³�ÉԄ୵���Y{�\Ì��t���ÄËÁY�
dËZÆ¿��{�Á�ÃÂ³��ÄËÁY��ÃÂ³��Y{�\Ì��t����]�{Â¼���y�¾Ì]�É

��Y� Ã|��Ã|Ì]Ze�µZÀ´Ì��Á�eY�~³�Ê»|�Z]��¾ËY�]ZÀ]��®Ë�ve�ÉY�]
��Zy�É{Â»dÆm�Ê���Z],�Y|f]Y�ÊÀvÀ»��Y�Ã{Z¨f�Y�Z]�Ê³|À¯Y�a�
�Z§�d���,��d����୮�Ä]��Â]�»��{Â»��¿�{�Â»�� Y�Äf§�³�Ã�Y|¿Y,�

Ä·{Z »� �Y� Ã{Z¨f�Y� Z]��b��É���� �Ê»�½YÂe�ÄËÁY��Ä^�Zv»� Y��
Ã{�¯��ÄËÁY���Ë��Ä�]Y���Y�Ã{Z¨f�Y�Z]�Á�]Ze��®Ë�ve�ÉY�]��ZÌ¿�{�Â»
�¾ËY{�ÁM�d�|]�Y��{Â»� 

������Ƚ ൌ Ⱦ ൅Ԅ௪ 
ÊÀvÀ»�º����Y�¶^«�Ä]��Â]�»�Ê³|À¯Y�a�ÉZÅ�ÄËÓ�Á{�©�Á

ÊÀvÀ»� º��� Z]� Y�� Ã|�� Äf�Â¿� |¯� dv�� Y|f]Y�Ê³|À¯Y�a� ÉZÅ
�Ä¯� Ê»ÂÌÀÌ»Â·M� ÄËÓ� ®e� ©�Á� ®Ë� ÉY�]� ÃÁ�³� Á� �Z§� d���

�µÁ|m��{�½M�cZ�z�»���Ä�ËZ¬»� Z]�¾ÌÀr¼Å�Á� Ã|���z�»
����lËZf¿]��[�Ê»��Y�«�Ê���]�{�Â»ºÌÅ{���

                                                 
Snell law�4.� 
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�©�Á��{�\¼·®e�ÄËÓ��
��

��
�¶°������Z�f¿Y�ÉY�]��¿Z¯�§�\�u��]�ÃÁ�³�d����ÊÀvÀ»

ÄËÓ�®e�©�Á��{�\¼·�kÂ»��
��

µÁ|m�������{�\¼·�kÂ»��Z�f¿Y�ÉY�]�Ã|»M�d�|]�lËZf¿�Ä�ËZ¬»
�ÄËÓ�®e�©�ÁlËZf¿�Z]����]��[ 

�{Â»S1���{Â»A1���{Â»S0���{Â»A0 ÃÁ�³�d����Á��Z§�d�����

����
�������
����୮ሺ୩୫ୱ ሻ \¸f»�ºfË�Â´·Y 
����
�������
����୮ሺ୩୫ୱ ሻ� [��] 

�
����
����
�������୥ሺ୩୫ୱ ሻ \¸f»�ºfË�Â´·Y 
�
����
����
�������௚ሺ୩୫ୱ ሻ� [��] 

���ÊÀvÀ»�º��ÄËÓ�Á{�©�Á�Ê³|À¯Y�a�ÉZÅ��
�Y{Â¼¿�d¼�«�¾ËY��{�Á{�©�Á�®Ë�Ä]��Â]�»�Ê³|À¯Y�a�ÉZÅ

�ÄËÓ¹ÂÌÀÌ»Â·M�Ê»�º����Ë��cZ�z�»�Z]�{ÓÂ§{Â����

µÁ|m����ÄËÓ�Á{�©�Á��{�kÂ»��Z�f¿Y�Ä]��Â]�»�cZ�z�» ݄௡ሺ݉݉ሻ �୘౤ሺ݇݉ݏ ሻ �୐౤ሺ݇݉ݏ ሻ ©�Á��Àm���ÄËÓ�Ã�Z¼��n���

�
�����
����
���{ÓÂ§����n 

�
�����
�����
���¹ÂÌÀÌ»Â·M����n 

��

�ÊÀvÀ»�º���ÉY�]Ä�Ë��|ËZ]�Ê³|À¯Y�a�ÉZÅ�Ä]��Â]�»�ÉZÅ
Ä·{Z »É�Ê³|À¯Y�a����� �� �Ì¤f»� Á{� \�u� �]� Ä¯�ҧ ൌ ϐ��

�d»Zz�� �{��¿Z¯�§�[��¸�Zu�ÄËÓ� Á{�©�Á�¶¯� �� Á�ത ൌ ���
�d»Zz���{�kÂ»�{|��[��¸�Zu�ÄËÓ�Á{�©�Á�¶¯��Ê»|�Z]�Y��

�kY�zf�Y¯�{��Ä�Ë��kY�zf�Y�Á��¿Z¯�§��Y�Ê¨¸fz»�ÊuYÂ¿��{�ZÅ
Ã|ÌrÌa��Z¯�kÂ»�{|�Ê»�ÉY�|�Z]Ä�Ë��Ä¯�ÉÂv¿�Ä]�ÉZÅÄ·{Z »�É

�����¨¸fz»�ÊuYÂ¿��{�|ËZ]�Y��¿Z¯�§�Á�kÂ»�{|���Y�Ê��c�Â��Ä]
{�¯�Ä^�Zv»�Ä¿Z³Y|m�]��[� �Ä�]Y�ZÅÊ³|À¯Y�a�É������� Á�����

�]ZeÉZÅ�É�^m��Ì£ÉY�Ê»�Z]À¿M� �{�Ä¯�|ZÆ�Ä�]Y��¾Ì]�É�ത�� Á�ҧ�
Ê¼¿�ºÌ¬f�»|�Z]��½{�ÁM�d�|]�Y~·�Ä�Ë�ÉZÅ��ത���¿Z¯�§�®Ë��{

Ã{Z���Z¯��z�»�ÉYd�Ì¿���½{�ÁM�d�|]�ÉY�]�Ä�Ë��|ËZ]�ZÅ��Y
� Ä�Ë��ÉÂnf�m�É{|���Á��®Ë½YÂf]� Ze� {�¯� Ã{Z¨f�Y��ത�ÉZÅ

d��{���¿Z¯�§�®Ë��{�ҧ�{Â¼¿�kY�zf�Y�Y���Ä�Ë��Ê¸¯�d·Zu��{�ZÅ
Ê»��¸fz»�c�Â��Ä]ZÆÀe�¥|Å��³Y�Ê·Á�|À�Z],�kÂ»�ÉZÅ���fÀ»

Ã|¿Â��Ä�Ë�� Ê»ÂÅÂ»� d¼�«� �Y� |ËZ]� |�Z]{�¯� ��¿� ¥��� ZÅ�
]��[��ÊÀvÀ»ÉZÅ��ÃÁ�³� d���� Á� �Z§� d���� ,�¿Z¯�§� ¦Ì�

�Ã|���¯}�cZ�z�»�Z]�ÄËÓ�Á{�©�Á��{�\¼·�kÂ»��Z�f¿Y��Y�¶�Zu
��{�µÁ|m��¶°���{�ÉZÅ���Ze��d�Y�Ã|��Ã{Y{��ËZ¼¿���ÄmÂe�Z]

�¶°��Ä]��Ê»�Ã|ÅZ�»�kÂ»�{|��®Ë��Y�| ]�{Â»��Å�ÉY�]�Ä¯�{Â�
Ä�]Y��Ê�Zy��¿Z¯�§�¾Ì]�É�ÄËÁY��{|��Á�ÉYÊ»�Ê�y�kÂ»{Â���

Ä�]Y��Ä]�ÄmÂe� Z]�¾ËY�]ZÀ]� �Z§�d����É��୮ ൌ ன୩� �Ê»��Z�f¿Y�{Á�
�d]Zi��Y|¬»�®Ë�Ä]��Z§�d����{Â»��Å��{��¿Z¯�§��ËY�§Y� Z]�Ä¯
�\�u� �]� �Z§� d���� �Y{Â¼¿� Ä]� ÄmÂe� Z]� �Â�Â»� ¾ËY� |À¯� ¶Ì»

¶°�� �{��¿Z¯�§��Ê»� Ã|ÅZ�»� ¶]Z«|�Z]� �Ä�]Y�� Ä]� ÄmÂe� Z]�É
�ÃÁ�³�d�����୥ ൌ ୢனୢ୩��Ê»��Z�f¿Y�Ê�¿Z¯�§��Y�{Â»��Å�ÉY�]�{Á�

Ä�]Y��Ä¯ÄËÁY���¿Z¯�§�Á�kÂ»�{|��¾Ì]�ÉÊÀvÀ»�{Â��Ê�y�ÉY��

�Ã|Ë|a�¾ËY�Ä¯�{Â��d]Zi�É�Y|¬»�{Â»�½M�ÉY�]�ÃÁ�³�d����ÉZÅ
�¶°���{��Ã|ÅZ�»�¶]Z«���Ê»|�Z]���¶°��Ä]�ÄmÂe�Z]���Ã|ÅZ�»

Ê»�Z�f¿Y�¶]Z«�ÉZÅ{Â»�{Y| e��¿Z¯�§��ËY�§Y�Z]�Ä¯�{Â���©�Á��{
Ê»�Y|Ìa��ËY�§Y�ÄËÓÁ{|ÀÀ¯���¾ÌÀr¼ÅÃ{Á|v»��{�¿Z¯�§�É�ÉZÅ
Ã{Á|v»� ¾ËY� Ä¯� ¾ÌËZa{ÓÂ§� ÄËÓ� Á{� ©�Á� ÉY�]� �¿Z¯�§� É��

Z]��]Y�]�¹ÂÌÀÌ»Â·M���ҧ ൑ ͳǤͺ��Ê»ZÆÀe�|�Z],��ÄËÓ�Á{�©�Á��{�{Â»�Á{
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�Y|Ìa��Z�f¿Y�Ê»|ÀÀ¯����Z�f¿Y�d¸��Ä]��¿Z¯�§�Ã{Á|v»�¾ËY��{�Y~·
Ê»��f¼¯�Ê³|À¯Y�a��f¼¯�{Â»|�Z]����ZÌ¿�ZÅ{Â»�ÄÌ¬]��Z�f¿Y�ÉY�]

�¾ËY� Ä¯� É|u� Ze� |À¯� Y|Ìa� �ËY�§Y� ®Ë�ve� �¿Z¯�§� Ze� d�Y
{Â��Ä�Â]�»�{Â»���«��¿Z¯�§��Y��f�Ì]��¿Z¯�§� ����«��¿Z¯�§

{Â»�½M�®Ë�ve�ÉY�]��ZÌ¿�{�Â»��¿Z¯�§�¶«Y|u�,{Â»��Å Ê»|�Z]����
�¿Z¯�§��ËY�§Y�Z]�ÊÀvÀ»��ÉY�]��¿Z¯�§�\�u��]��Z§�d���

{Â»Ê»� ¶Ì»� d]Zi� �Y|¬»�®Ë� d¼�� Ä]� ¦¸fz»� ÉZÅ|ÀÀ¯� ��¾ËY
Ê¸Ë��kÂ»�d����Z]��]Y�]�d]Zi��Y|¬»��Ê»|�Z]���¾ËY�Ä]�ÄnÌf¿�¾ËY

¶Ì·{ �¿Z¯�§� �{� Ê³|À¯Y�a� Ä·{Z »� Ä¯� d�Y� �Ë~a� ÄÌmÂe�ÉZÅ
Ä·{Z »�|À¿Z¼Å�{ZË���ZÌ�]�É��Ìv»�®Ë��{�Ê¸Ë��kÂ»�Ê³|À¯Y�a

Ê]� Ä¼Ì¿Ê»�dËZÆ¿|�Z]� ��¿Z¯�§� �{��ZÌ�]� kÂ»� µÂ�� ,{ZË��ÉZÅ
Ê»�®qÂ¯�µÂ��¾ËY��]Y�]��{�­�Z¿�©�Á�d»Zz��Ä°ËÂv¿�Ä]�|�Z]

Ê»�±��]��ZÌ�]�kÂ»|�Z]���¿Z¯�§��{�Y~·�Ä]�­�Z¿�©�Á�ÓZ]�ÉZÅ
Ê»� dËZÆÀÌ]� Ä¼Ì¿� �Ìv»� ®Ë� c�Â�ÄÌuZ¿� �{� kÂ»� Á� |�Z]�É

®Ë{�¿�Ê»�Y|Ìa��Z�f¿Y�©�Á�t���Ä]|À¯����
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1. Rayleigh wave� 

�Y{Â¼¿ÉZÅ���� Á��{Â»�ÉY�]� {Â»� ¶°�ÉZÅ�µÁY�¹Á{� Á���{
�¿Z¯�§¦¸fz»� ÉZÅ Ê»� ½Z�¿� Y�|ÀÅ{� ��y� �aÂe� ÉZÅ��ZfyZ�

�ÉZf�Y���{�kÂ»ݑ��,ݕ୷��,�y�ÁÄ�¬¿�ÉZÅ�¾Ìq��{�kÂ»��ZfyZ�
�ÉZf�Yݑ�,�ݖ�୸��,Ê»�½Z�¿�Y�|Å{� 

�Ã�Z]� �{� ½Âq� Éfh=[0-1] Mhz-mm� ,�É�f¼¯� {Â»� {Y| e
Ê»�Ã|À¯Y�a�,{Â�¾ËY�]ZÀ]�Ê���Z]�dÆm�\�ZÀ»�Ã�Z]�®Ë�Ã�Z]�¾ËY�
[�z»� �Ì£�Ê»|�Z]� ���{�ÊËZn]Zm� Á��Àe� �Ë�Âe�ÉZÅ�Y{Â¼¿� Y~·

Ê»��Y�«�Ê���]�{�Â»�Ã�Z]�¾ËY{�Ì³����

��

¶°������¿Z¯�§��{�µÁY�{Â»�ÉY�]�kÂ»��ZfyZ�¦¸fz»�ÉZÅ��

��
�¶°�������Z�f¿Y�ÉY�]��¿Z¯�§�\�u��]�ÃÁ�³�d����ÊÀvÀ»

ÄËÓ�Á{�©�Á��{�\¼·�kÂ»��
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¶°�������¿Z¯�§��{�¹Á{�{Â»�ÉY�]�kÂ»��ZfyZ�¦¸fz»�ÉZÅ��

�¶°��Z]�ª]Z�»��Ê»�Ã|ÅZ�»�¿Z¯�§��{�{Â��¶Ì§Á�a�¾ÌËZa�ÉZÅ
Äv¨��½Á�]�kÂ»��ZfyZ��ÉYݑ�୷��0Z^Ë�¬e�ÄËÓ�Á{��Å��Z¬¿�¹Z¼e��{�

Ê»� ½Z�°Ë�¿Z¯�§� ¾ËY� �{� Ê·Á� |�Z]�½Á�{� ÊËZn]Zm� �Y|¬»� ZÅ
Äv¨�� ÉYݑ�୸� �� ,ÄËÓ� �Å� �{�ÉY�Y{� Êm�Zy� cZv¨�� ÉÁ�� �]

Ê»�{Ây��Y|¬»�¾Ë�f�Ì]|�Z]���ÊËZn]Zm��Y|¬»��¿Z¯�§��ËY�§Y�Z]
Ê»� �f�Ì]� µÁY� ÄËÓ� Ä]� d^�¿� ¹Á{� ÄËÓ� �{� Ã|�� {ZnËY{Â�� ��Y

�¶°��Ê���]��Ê»�¿Z¯�§��{�Ä¯�d§�³�ÄnÌf¿�½YÂe�¾ÌËZa�ÉZÅ
Äv¨��½Á�{�ÊËZn]Zm� �Y|¬»�ÉYݑ�୸� ��ÄËÓ� Á{� �Å��Z¬¿� ¹Z¼e� �{

0Z^Ë�¬e�Ê»�½Z�°ËÄv¨��½Á�]�ÊËZn]Zm��Y|¬»�Ê·Á�|�Z]�ÉYݑ�୷��
Ê»�{Ây��Y|¬»�º¼Ë�¯Z»� �Y|¬»�ÉY�Y{� ÄËÓ� Á{�ÉZÅ��»�ÉÁ�� �]��

|À�Z]� �Ê»� Ã|ÅZ�»��¿Z¯�§��ËY�§Y� Z]�ÊËZn]Zm� �Y|¬»� Ä¯� {Â�
Äv¨��½Á�{�Á{�Êm�Zy� ��»� Á�­�f�»� ��»�ÉÁ�� �]� ÄËÓ� Á{�ÉY

Ê»�Y|Ìa��ÅZ¯�ÄËÓÊËZn]Zm��Y|¬»�Ê·Á�|ÀÀ¯�Äv¨��½Á�]�Á{�ÉY
Ê»�Y|Ìa��ËY�§Y�ÄËÓ�Á{�Êm�Zy���»�Á�­�f�»���»�ÉÁ���]�ÄËÓ��

|ÀÀ¯����
¶°�� ÉZÅ���� Á����Y�� ¹Á{� Á� µÁY� ÉZÅ{Â»� ÉY�]��Àe� �Ë�Âe

Ê»��ËZ¼¿|ÀÅ{���y��Àe��Ë�Âe��´¿ZÌ]��aÂe�ÉZÅı����y�Á�ÉZÅ
��Àe��Ë�Âe�¾Ìq�Ä�¬¿ı୷୸�Ê»��ËZ¼¿�Y�|ÀÅ{���
� ¶°�� Z]� ª]Z�»���Ê»� Ã|ÅZ�»�Àe� �Y|¬»� {Â�ı୷୷���{

�¿Z¯�§��Àe�Ä]�d^�¿��Z¬¿�¹Z¼e��{�¾ÌËZa�ÉZÅı୷୸���Y|¬»�ÉY�Y{
Ê»�Ê°qÂ¯|�Z]���Àe��¿Z¯�§��ËY�§Y�Z]��Å��{�Ã|��{ZnËY�ÉZÅ

Ê»� Y|Ìa� �ËY�§Y� ÄËÓ� Á{|ÀÀ¯� �� ¶°�� Z]� ª]Z�»� ¾ÌÀr¼Å���
Ê»� Ã|ÅZ�»�Àe� Ä¯� {Â��Ê»ÂÌÀÌ»Â·M� ÄËÓ� �{� Ã|�� {ZnËY� ÉZÅ

Â§�ÄËÓ��Y��f�Ì]Ê»�É{Ó|�Z]� �¶°��Ê���]��Y���Ê»�ÄnÌf¿�½YÂe

�¿Z¯�§��{�Ä¯�d§�³��Àe��Y|¬»�¾ÌËZa�ÉZÅı୷୸���Z¬¿�¹Z¼e��{
� �Àe� Ä]� d^�¿ı୷୷�Ê°qÂ¯� �Y|¬»� ÉY�Y{ Ê»|�Z]� ��¾ÌÀr¼Å

Ê»� Ã|ÅZ�»�Àe� Ä¯� {Â��Ê»ÂÌÀÌ»Â·M� ÄËÓ� �{� Ã|�� {ZnËY� ÉZÅ
Ê»�É{ÓÂ§�ÄËÓ��Y��f�Ì]�Z]|���

��
�¶°������¿Z¯�§��{�µÁY�{Â»�ÉY�]��Àe��Ë�Âe¸fz»�ÉZÅ¦ 

��

� �
¶°����-��¿Z¯�§��{�¹Á{�{Â»�ÉY�]��Àe��Ë�Âe¦¸fz»�ÉZÅ��
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�����ÄËÓ�Á{�©�Á��{�Ê¬§Y�Ê��]�kÂ»��Z�f¿Y��

{Â»��Z�f¿Y��]�ÃÁÔ�ÄËÓ��{�\¼·�kÂ»�ÉZÅ�Á{�©�Á�®Ë�ÉZÅ
Ê»��Ì¿�Ê¬§Y�Ê��]�kÂ»�,ÄËÓ{Â����fÀ»�º�m��{�|¿YÂe����

� º���ÉY�]ÊÀvÀ»Ä�Ë�� |ËZ]� Ê³|À¯Y�a� ÉZÅ�Ä]� �Â]�»�ÉZÅ
Ä·{Z »�É���� �f�Y|¿Â��kY�z� �¶°��ÉZÅ���� Ze����ÉZÅ�Y{Â¼¿

�Ê³|À¯Y�a��Z�f¿Y�ÉY�]�Y�kÂ»�Ê¬§Y�Ê��]���ËZ¼¿�ÄËÓ�Á{�©�Á��{
Ê»|ÀÅ{����

 
¶°� �������kÂ»��Z�f¿Y�ÉY�]�kÂ»�{|��\�u��]��¿Z¯�§��Y{Â¼¿

ÄËÓ�Á{�©�Á��{�Ê¬§Y�Ê��] � �

 

�¶°���-���Z�f¿Y�ÉY�]��¿Z¯�§�\�u��]�ÃÁ�³�d�����Y{Â¼¿
ÄËÓ�Á{�©�Á��{�Ê¬§Y�Ê��]�kÂ» 

ÄnÌf¿�Ä]�ÄmÂe�Z]��¿Z¯�§�¦Ì��ÊÀvÀ»�ÉY�]�Ã|»M�d�|]�É
�¶°���{���Ê»�Ã|ÅZ�»{Â»��Å�ÉY�]�Ä¯�{Â�,��{|��®Ë��Y�| ]

Ê»�Ê�y�c�Â��Ä]�{Â»�½M�Ä]��Â]�»��Y{Â¼¿�Ê�Zy�kÂ»�Ä]�{Â�
Ä�]Y��,�´Ë{�c�Z^�ÄËÁY���¿Z¯�§�¾Ì]�É�ÉY����kÂ»�{|��Á�݇��

Ê»�Ê�y{Â�.�Ä�]Y��Ä]�ÄmÂe�Z]�¾ËY�]ZÀ]��Z§�d����É��୮ ൌ ன୩��
Ê»��Z�f¿Y�®Ë�Ä]��Z§�d����{Â»��Å��{��¿Z¯�§��ËY�§Y�Z]�Ä¯�{Á�

�d]Zi��Y|¬»��]��Z§�d�����Y{Â¼¿�Ä]�ÄmÂe�Z]��Â�Â»�¾ËY�|À¯�¶Ì»
�¶°���{��¿Z¯�§�\�u���Ê»�Ã|ÅZ�»�¶]Z«|�Z]� ��Z]�¾ÌÀr¼Å

Ä�]Y��Ä]�ÄmÂe�ÃÁ�³�d����É��୥ ൌ ୢனୢ୩��Ê»��Z�f¿Y��Å�ÉY�]�{Á�
Ä�]Y�� Ä¯�Ê�¿Z¯�§� �Y� {Â»ÄËÁY���¿Z¯�§� Á� kÂ»� {|��¾Ì]�É�ÉY

Ê»�Ê�yÊÀvÀ»� ,{Â�]Zi�É�Y|¬»� ÃÁ�³�d����ÉZÅ�Ä¯� {Â��d
�¶°���{�Ã|Ë|a�¾ËY���Ê»�Ã|ÅZ�»�¶]Z«|�Z]���¶°��Ä]�ÄmÂe�Z]

���Ê»� Ã|ÅZ�»�{Y| e� ®Ë�ve� �¿Z¯�§� �ËY�§Y� Z]� Ä¯� {Â�
��ËY�§Y�ÄËÓÁ{�©�Á� �{�Ê¬§Y�Ê��]�kÂ»� �Y� �Z�f¿Y�¶]Z«�ÉZÅ{Â»

Ê»�Y|Ìa|ÀÀ¯��Ã{Á|v»��{�¾ÌÀr¼Å�¿Z¯�§�É�¾ËY�Ä¯�,¾ÌËZa�ÉZÅ
Ã{Á|v»Á{� ©�Á� ÉY�]� �¿Z¯�§� É�{ÓÂ§� ÄËÓ���]Y�]� ¹ÂÌÀÌ»Â·M

Z]��ҧ ൑ ʹǤͳ Ê»�Y|Ìa� �Z�f¿Y� ÄËÓ� Á{�©�Á� �{� {Â»�®Ë� ,ZÆÀe� |�Z]
Ê»|ÀÀ¯� ��,�f¼¯�{Â»��Z�f¿Y�d¸��Ä]��¿Z¯�§�Ã{Á|v»�¾ËY��{� Y~·

Ê»��f¼¯�Ê³|À¯Y�a|�Z]� �¶°������ÉZf�Y�� �{�kÂ»� �ZfyZݔ��, �௫�¶°��Áݑ ,�����Àe��Ë�Âeı୶୶�dÌ «Â»��{�ÉY�]�¦¸fz»�ÉZÅ
{Â»�¹�ZÆq�d�Y� Ã|��[Zzf¿Y� ÃYÂz·{�c�Â�� Ä]� Ä¯,���ËZ¼¿� Y�
Ê»|ÀÅ{.��

 

 
�¶°���-��kÂ»��Z�f¿Y�ÉY�]��¿Z¯�§�\�u��]��Z§�d�����Y{Â¼¿

ÄËÓ�Á{�©�Á��{�Ê¬§Y�Ê��] 
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¶°������ÉZf�Y���{�¹�ZÆq�{Â»�ÉY�]��Àe��Ë�Âe�ÊÀvÀ»�x����

� �
����ÄËY�M��Á����Âe�\¼·� kÂ»� �Y��Zy� É{Â»�®Ë�ve

É�Z§��
�cZ�z�»�Z]��°b��a��Àm��Y�ÃÂ³�®Ë�¶°���{�Ê�|ÀÅ���

Ã|�� Ã{Y{� ½Z�¿�d�Y� �� �]Y�]� ÃÂ³� ¾ËY� �{� kÂ»� d���Z]� ���� ൌ ʹǤ͹͵�ሺ��ρ� ሻÊ¸Ì»�\�u� �]� {Z ]Y� ¹Z¼e� ÁÊ»� �f»|À�Z]�

��
�¶°�����Ä�|ÀÅ�°b��a��Àm��Y�ÃÂ³�É�]��[��

 

Ä�|ÀÅ�Ä]�ÄmÂe�Z]�,ÃÂ³�¾ËY�É�Ã{Z¨f�Y�Z]��Y|^Ì��t���\Ì�
�Ä�]Y���Y�����Ê»�d�|]|ËM���

������Ԅ௪ ൌ ���ିଵ ൬͵Ͳ െ ʹͶǤͲͺ͸Ͳ െ ͵͵ǤͶʹ൰ ൌ ʹͺι 
Ä�]Y���{�É�����,��Z§�d����୮��Z]�ª]Z�»�{Â»��Å�Ä]��Â]�»

ÊÀvÀ»�� Ê³|À¯Y�a��]Ê»�d�||ËM��Ä�]Y�� Ä]� ÄmÂe� Z]� É�����,
ÄËÁY�� ÊÀvÀ»Ä]� µZÀ´Ì�� {�Ây�]� É��ÄËZaÃÂ³� É�����\�u� �]

�Á�ÉY�]�[Á�a��¿Z¯�§©�¶°��Z]�ª]Z�»�ÄËÓ�Á{�����Ã{Y{��ËZ¼¿
d�Y�Ã|����

��
�¶°�������ÄËÓ�Á{�©�Á�®Ë�ve��¿Z¯�§�\�u��]��]Ze�ÄËÁY���
��

Ä�|ÀÅ� ÃÂ³� �Å� Y~·� {�Y{�Ê�Zy�ÉԄ୵��É�Y|¬»� ÃÂ³� �Å� �{
Ê»��z�»|�Z]��ÄËÁY���Y|¬»�Ê·Á�É�ÄËY�M��Á��Ä]�ÄmÂe�Z]�É

�É�Z§Ê»{Â��ºÌ�Àe� ÃÂ³� �Å�ÉY�]�Ê°Ë�f°·Y�c�Â��Ä]�|¿YÂe� ��Z]
ÄËÁY��cY�ÌÌ¤e�ÉÄËÁY��,�É�Ê»��ÌÌ¤e�¶]Z«�ÃÂ³��Å�ÉY�]|�Z]��
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¶°��Z]�ª]Z�»����Ê»�Ã|ÅZ�»��{�Ä¯�{Â���¿Z¯�§�Á�ZÅ�ÉZÅ
{Â»�¦¸fz»Ê»�º�m��{�ÊeÁZ¨f»�ÉZÅ|¿Â����fÀ»�|À¿YÂe� 

Ê»���§¶¯�d»Zz��{Â��©�Á�� Z]��]Y�]�ÄËÓ�Á{��Ê¸Ì»�f»��
�� ൌ ʹ����� [Á�a� É�¯�»� �¿Z¯�§� Á���e�ÅZ´»� �
�� ൌ ʹ�����|�Z]��Ã�Y|¿Y� Z]�µÁY�{Â»��ZÆq��Z§�d����É�Ì³��{ ϐ� ൌ Ͷ���Ǥ�����{� �Z§�d����Ê³|À¯Y�a�ÊÀvÀ»� Z]�ª]Z�»

¶°����ÃÂ³� �Y� Ã{Z¨f�Y� ¾ÌÀr¼Å� Á� ¶°��cZ�z�»� Z]� ÉY��,�
Ê»�½YÂeÄËÁY�� �Y|¬»�É��Á{�©�Á� �{�µÁY� {Â»� �ZÆq�|Ì·Âe�ÉY�]
ÄËÓ�� Y�Ä�]Y�� Z]� ª]Z�»� É�����{�¯� Ä^�Zv»� ��Ä]� �Â]�»� lËZf¿

Ä^�Zv»�ÉÄËÁY��É���{µÁ|m���d�Y�Ã|��Ã{Y{��ËZ¼¿� 

µÁ|m�����|Ì·Âe�dÆm��ZÌ¿�{�Â»��]Ze�ÄËÁY����©�Á��{�µÁY�{Â»
ÃÂ³�ÉY�]�ÄËÓ�Á{�°b��a�É�� Ƚ ȕ ܿ௉ ௧௥௔௖௘ߣ   {Â»��
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���m1 

�����������
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���m2��

����������
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���m3 
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���m4��

� lËZf¿� Ä]� ÄmÂe� Z]Ê»� Ã|ÅZ�»� Ã|»M�d�|]�|Ì·Âe�ÉY�]� {Â�
� ©�Á� �{��Zy� {Â»�®ËÄËÓ� Á{�� ÄËÁY�� |ËZ]����Âe�ÉÂv¿� Ä]

�¾ËY�Ä¯�{Â��ºÌ�Àe�Ê°Ë�f°·Y�c�Â��Ä]��ÂeY�aYµZÀ´Ì���Z]�ÄËÁY���

É����Zy�{Â»�½Z¼Å�Ä]��Â]�»{�Ây�]�º�m�t���Ä]�|À¯����
Ê»���§� �´Ë{�d·Zu�®Ë� �{ÄËÁY��®Ë� Z]� µZÀ´Ì�� {Â��É

��z�»����Ä]Ê»�Ã{Zf��§�ÃÂ³�¶yY{ÄËÁY��¾ËY�]ZÀ]� ,{Â��É�
Ê»��z�»�É�Y|¬»|�Z]� ��¶°���{�����¿Z¯�§� Á� ZÅ{Â»�{Y| e

�ÄËÁY���{�ZÅ{Â»�¾ËY�®Ë�ve�ÉY�]��ZÌ¿�{�Â»�[Á�aȕ ൌ ͶͲ���{�Á
Ã�Z]�É�Ͳ ൏ ݂ ൑ ͹ݖ݄ܯ�ÄËÓ�®e�©�Á�ÉY�]� ,�]��[��ÄËÓ�Á{�Á

�d»Zz��Z]��Ê¸Ì»d�Y�Ã|���z�»��f»� ��

��
��¶°��������{��Zy�{Â»�®Ë�ve�ÉY�]��ZÌ¿�{�Â»�[Á�a��¿Z¯�§

��]Ze�ÄËÁY����Äm�{� �

�¶°�� �{���୧ܵ� ��୧ܣ, �´¿ZÌ]�\Ìe�e� Ä]i�Á�½�Z¬f»� {Â»�¾Ì»Y
�Á�ÄËÓ�®e�©�Á��{�Äf§ZË��Z�f¿Y�½�Z¬f»{Za݉୧�,i��Z�f¿Y�{Â»�¾Ì»Y

Ê»�ÄËÓ�Á{�©�Á��{�Äf§ZË|�Z]���¶°��Ä]�ÄmÂe�Z]���Ê»�Ã|ÅZ�»��

|Ì·Âe�ÉY�]�Ä¯�{Â���|ËZ]��z�»��]Ze�ÄËÁY��®Ë��{��Zy�É{Â»
�ÄËÓ�®Ë�©�Á�Ä]�d^�¿�ÄËÓ�Á{�©�Á��{��eÓZ]��¿Z¯�§�Z]�Ê]Á�a��Y

]��[�{Â¼¿�Ã{Z¨f�Y���
¶°�����{Â»�{Y| eZÅ�®Ë�Á�ÄËÓ�Á{�©�Á��{��Z�f¿Y�¶]Z«�É

ÄËÓ�]��[��d»Zz��Z]��Ê¸Ì»�ÉY�]�Y���f»�Ã�Z]��{�¦¸fz»�ÉZÅ��

�É�Ͳ ൏ ݂ ൑ ͹ݖ݄ܯ��Ê»�½Z�¿|Å{� ��¶°��ª^�����Ã|ÅZ�»
Ê»�º�m��{�É�f�Ì]�{Â»�{Y| e��f¼¯��]Ze�ÉZËYÁ�� �{�Ä¯�{Â�

Ê»���fÀ»{Â�.���
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�¶°�������{�ÄËÓ�Á{�Á�ÄËÓ�®Ë�©�Á��{��Z�f¿Y�¶]Z«�{Â»�{Y| e

�¿Z¯�§�Á�d]Zi��]Ze�ÉZËYÁ�cÁZ¨f»�ÉZÅ� �
�¶°����{Â»�{Y| eZÅ®Ë�Á�ÄËÓ�Á{�©�Á��{��Z�f¿Y�¶]Z«�É�

�Z]�ÄËÓ�d»Zz���Ê¸Ì»�¿Z¯�§�ÉY�]�Y���f»�ÉZÅ����[Á�a�¦¸fz»
Ã�Z]� �{� É�Ͳ ൑ ȕ ൑ ͻͲι��Ê»� ½Z�¿|Å{� �¶°�� ¾ËY� ª^�

Ê»�Ã|ÅZ�»�¿Z¯�§��{�Ä¯�{Â���{�É�f�Ì]�{Â»�{Y| e��f�Ì]�ÉZÅ
Ê»����fÀ»�º�m{Â����

��
�¶°�������{�ÄËÓ�Á{�Á�ÄËÓ�®Ë�©�Á��{��Z�f¿Y�¶]Z«�{Â»�{Y| e

�ÉZËYÁ��Á�d]Zi��¿Z¯�§cÁZ¨f»��]Ze� �
� �
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����ÄnÌf¿�É�Ì³��
©�Á��{�cÂ�Y�§�kYÂ»Y��Z�f¿Y�É��¿�Ê¿Z^»��ÅÁ�a�¾ËY��{��Á{

d§�³��Y�«�Ä ·Z�»�{�Â»�®Ìf�ÓY�ÄËÓ��kÂ»��Z�f¿Y�Zf�Y��¾ËY��{��

©�Á� �{�Ê¬§Y� Ê��]� Á�\¼·�ÉZÅ���]Y�� Á� Ê���]� {�Â»� ÄËÓ� Á{
|¿|��kY�zf�Y�Ê³|À¯Y�a��ÊÀvÀ»�Ä»Y{Y��{�¦Ì��Ê³|À¯Y�a�ÉZÅ

d���� ,�¿Z¯�§{Â»� {Y| e� ,ÃÁ�³� Á� �Z§� ÉZÅ�,�Z�f¿Y� ¶]Z«� ÉZÅ
|¿|�� kY�zf�Y��Àe� �Ë�Âe� Á� {Â»� ¶°�� �Ê���]� �Y�¹Zn¿Y� ÉZÅ

Ê»��ÅÁ�a�¾ËY��{�Ã|�{Â¼¿�½YÂÀ��Y���Ë��lËZf¿�½YÂe�� 

eP�ÉY�]�É��»��ËY���µZ¼�Y��{�ÄËÓ��Å�Ä]��Â]�»�d»Zz���Ìi
� �]YÁ�� ÊÀ Ë� Ê³|À¯Y�a� cÓ{Z »� ½{�ÁM� d�|]���� ��Ê·Y

����Ê»��z�»� Ô»Z¯|�Z]� ��ÉÁ�� �]� ÄËÓ� �Å��Àm� ¾ÌÀr¼Å
�d����Á�Ä»Ó�\ËY���,²¿ZË�µÁ|»�,Ê·Z´q�½Âr¼Å�ÊËZÅ�f»Y�Za
�Ä·{Z »�½Âr¼Å�Ê³|À¯Y�a��]YÁ���{��iÂ»�Ä¯�Ê·Â��Á�Ê����kÂ»

Ê»��ËÁZ¿d�Y�Ã|ÅZ�»�¶]Z«�,|�Z]����ÄËÓ��Å��Àm�Á�d»Zz��Y~·
¯Y�a�ÊÀvÀ»�º����{�Ê¼Ì¬f�»��ÌiZe|¿�Y{�Ê³|À���

ÊÀvÀ»� Ä�ËZ¬»� Z]Ê»� ÄnÌf¿� ,Ê³|À¯Y�a� ÉZÅ��Å� Ä¯� {Â�
Ä�|ÀÅ�{�Y{�Y��{Ây��Zy�Ê³|À¯Y�a�ÉZÅ�Y{Â¼¿���

Ä�]Y��,�¿Z¯�§��ËY�§Y�Z]�kÂ»��Z�f¿Y�Ä]��Â]�»�Ê³|À¯Y�a�É
Ä�]Y�� Ä]� \¼·Ê»� ¶Ë|^e� Ê¸ËY�� kÂ»� �Z�f¿Y� É{Â�� ��¾ËY� �{� Y~·

�¿Z¯�§»�Ê¸ËY��kYÂ»Y�d����Ä]��Z§�d����ZÅÊ»�¶Ì|À¯� 

���fÀ»�º�m��{�É�f�Ì]�ÉZÅ{Â»�{Y| e� ,�¿Z¯�§��ËY�§Y� Z]
Ê»|¿Â�� �Ê»�w��º�m��{�É�f�Ì]�Ê³|À¯Y�a�¾ËY�]ZÀ]|Å{� ��¾ËY

Ê»�h�Z]��»Y�~³Y�e�{Â�{Â»�,Ã|¿�Ì³�ÉZÅ�d§ZË�{�Y��É�f�Ì]�ÉZÅ
|ÀÀ¯���dz��h�Z]�Á�Ã|��¶°�»�ZÅ{Â»�É�Z�Y|m�d·Zu�¾ËY��{

Ê»�Êf§ZË�{�lËZf¿��Ì�¨e�½|�{Â�� 

�¿Z¯�§� �ÌÌ¤e� ZË� Á� ZÅ{Â»� �{� ½{Y{� �ÌÌ¤e� Z]�{Â»� ¶°�� ,ZÅ
Ê»�d�|]�ÊeÁZ¨f»|ËM���Ä�¬¿��Å��{�ÃYÂz·{�ÊËZn]Zm�{ZnËY�ÉY�]

���vÀ»��Z�f¿Y�{Â»�¶°��Á��¿Z¯�§�Ä]�[�z»��Ì£�Ê���Z]�dÆm
Ä]d�Y��ZÌ¿�É{�§���
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ZÅ{Z¼¿��

²¿ZË�µÁ|» E��
ÊËZn]Zm�½Y|Ì» u��

Ã{Z»�Ê·Z´q ��
�Àe ��
�¿�¯  

­Y�Ë{��]Ze ��

Ä»Ó�\ËY�� , ��
½ZË{Y�³  '��
µ�¯ ��

Ê�ÔaÓ 2 
d��� Ê·Â��kÂ» Lc��
d��� Ê����kÂ» Tc��
�·Z°�Y�¶Ì�¿Zfa��]Ze�� ��

¶Ì�¿Zfa��]Ze É�Y{�]�� ��
�ÄËÓ�d»Zz�µÁY  1h��

©�Á�¶¯�d»Zz� h��
{|� kÂ» Ê��� �{ d»Zz��ÉZf�Y��� �� 
{|� kÂ» Ê·Â� �{ d»Zz��ÉZf�Y��� �� 

{|���ËÂ�e kÂ» Ê����Á�Ê·Â� �{ �Z�f¿Y�ÉZf�Y� 

kÂ» 

k
��

�ËÂ�e {|� kÂ» Ê·Â� �{ d»Zz��ÉZf�Y� np��
�ËÂ�e {|� kÂ» Ê��� �{ d»Zz��ÉZf�Y��� nq��

Ê Ì^���¿Z¯�§ ��
ÄËÁY� �Z�f¿Y kÂ» Ê·Â� d^�¿ Ä] �Âv» {Â¼� �] 

d»Zz� 

Ʌ� 

ÄËÁY� �Z�f¿Y kÂ» Ê��� d^�¿ Ä] �Âv» {Â¼� �] 

d»Zz� 

Ʌ� 

��Y�kÂ»��]Ze�ÄËÁY�©�Á�¶yY{�Ä]�ÃÂ³ Ⱦ 
ÃÂ³�¶yY{�Ä]��~³Y�e��Y��]Ze�ÄËÁY� Ƚ 

ÃÂ³��{�kÂ»�d��� �� 
�Z§�d��� � ݌

ÃÁ�³�d��� �݃ 
ÄËÁY���¿Z¯�§ÉY  ݂ 

d»Zz���{��¿Z¯�§�[��¸�Zu ݂ҧ 
d»Zz���{�kÂ»�{|��[��¸�Zu ത݇ 

�ÉZf�Y���{�ÊËZn]Zmݔ �௫ 

�ÉZf�Y���{�ÊËZn]Zmݕ �௬ 

�ÉZf�Y���{�ÊËZn]Zmݖ �௭ 

�ÉZf�Y���{�É{Â¼���Àeݔ ɐ௫௫ 

�ÉZf�Y���{�É{Â¼���Àeݕ ɐ௬௬ 

�ÉZf�Y���{�Ê��]��Àeݖ ɐ௬௭ 
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¦·Y�d�ÂÌa�� �
�Ë�eZ»�Ä]��Â]�»��Ë{Z¬»�ሾ ௜ܻሿ��Áሾܣ௜௝ሿ ହܻ ൌ ܿଵଶ ଺ܻ ൌ ܿଶଶ ଻ܻ ൌ ܿଷଶ ଼ܻ ൌ ܿସଶ 

ଵܻ ൌ ܿଵଵ ଶܻ ൌ ܿଶଵ ଷܻ ൌ ܿଷଵ ସܻ ൌ ܿସଵ 
 

ଵଵܣ ൌ ଵଶݍଵሺߤ െ ݇ଶሻ�ǡ ଵଶܣ�� ൌ ଵଶݍଵሺߤ െ ݇ଶሻ ܣଵଷ ൌ ଵ�ǡݍଵ݇ߤʹ ଵସܣ ൌ െʹߤଵ݇ݍଵ ܣଵ௡ ൌ Ͳ���݂ݎ݋��ͷ ൑ ��݊ ൑ ͺ ܣଶଵ ൌ െʹ݇ߤଵ݌ଵ�ǡ ଶଶܣ ൌ ଶଷܣ ଵ݌ଵߤ݇ʹ ൌ ଵଶݍଵሺߤ െ ݇ଶሻ�ǡ ଶସܣ ൌ ଵଶݍଵሺߤ െ ݇ଶሻ ܣଶ௡ ൌ Ͳ���݂ݎ݋��ͷ ൑ ��݊ ൑ ͺ ܣଷହ ൌ െ݌ଶ���ሾ݅݌ଶ݄ଵሿ ܣଷ଺ ൌ ଷ଻ܣ ଶ݄ଵሿ݌ଶ���ሾെ݅݌ ൌ െ݇���ሾ݅ݍଶ݄ଵሿ ܣଷ଼ ൌ െ݇���ሾെ݅ݍଶ݄ଵሿ 
ଷଵܣ ൌ ଷଶܣ ଵ݄ଵሿ݌ሾ݅݌ݔଵ݁݌ ൌ െ݌ଵ݁݌ݔሾെ݅݌ଵ݄ଵሿ ܣଷଷ ൌ ଷସܣ ଵ݄ଵሿݍሾ݅݌ݔ݁݇ ൌ ସହܣ ଵ݄ଵሿݍሾെ݅݌ݔ݁݇ ൌ െ݇���ሾ݅݌ଶ݄ଵሿ ܣସ଺ ൌ െ݇���ሾെ݅݌ଶ݄ଵሿ ܣସ଻ ൌ ସ଼ܣ ଶ݄ଵሿݍଶ���ሾ݅ݍ ൌ െݍଶ���ሾെ݅ݍଶ݄ଵሿ 
ସଵܣ ൌ ݇���ሾ݅݌ଵ݄ଵሿ ܣସଶ ൌ ݇���ሾെ݅݌ଵ݄ଵሿ ܣସଷ ൌ െݍଵ���ሾ݅ݍଵ݄ଵሿ ܣସସ ൌ ହହܣ ଵ݄ଵሿݍଵ���ሾെ݅ݍ ൌ െߤଶሺݍଶଶ െ ݇ଶሻ���ሾ݅݌ଶ݄ଵሿ ܣହ଺ ൌ െߤଶሺݍଶଶ െ ݇ଶሻ���ሾെ݅݌ଶ݄ଵሿ ܣହ଻ ൌ െʹߤଶ݇ݍଶ���ሾ݅ݍଶ݄ଵሿ ܣହ଼ ൌ  ଶ݄ଵሿݍଶ���ሾെ݅ݍଶ݇ߤʹ
ହଵܣ ൌ ଵଶݍଵሺߤ െ ݇ଶሻ���ሾ݅݌ଵ݄ଵሿ ܣହଶ ൌ ଵଶݍଵሺߤ െ ݇ଶሻ���ሾെ݅݌ଵ݄ଵሿ ܣହଷ ൌ ହସܣ ଵ݄ଵሿݍଵ���ሾ݅ݍଵ݇ߤʹ ൌ െʹߤଵ݇ݍଵ���ሾെ݅ݍଵ݄ଵሿ ܣ଺ହ ൌ ଺଺ܣ ଶ݄ଵሿ݌ଶ���ሾ݅ߤଶ݌݇ʹ ൌ െʹ݇݌ଶߤଶ���ሾെ݅݌ଶ݄ଵሿ ܣ଺଻ ൌ െߤଶሺݍଶଶ െ ݇ଶሻ���ሾ݅ݍଶ݄ଵሿ ܣ଺଼ ൌ െߤଶሺݍଶଶ െ ݇ଶሻ���ሾെ݅ݍଶ݄ଵሿ 
଺ଵܣ ൌ െʹ݇݌ଵߤଵ���ሾ݅݌ଵ݄ଵሿ ܣ଺ଶ ൌ ଺ଷܣ ଵ݄ଵሿ݌ଵ���ሾെ݅ߤଵ݌݇ʹ ൌ ଵଶݍଵሺߤ െ ݇ଶሻ���ሾ݅ݍଵ݄ଵሿ ܣ଺ସ ൌ ଵଶݍଵሺߤ െ ݇ଶሻ���ሾെ݅ݍଵ݄ଵሿ 

 

଻௡ܣ ൌ Ͳ���݂ݎ݋��ͳ ൑ ��݊ ൑ Ͷ ܣ଻ହ ൌ ଶଶݍଶሺߤ െ ݇ଶሻ���ሾ݅݌ଶ݄ሿ ܣ଻଺ ൌ ଶଶݍଶሺߤ െ ݇ଶሻ���ሾെ݅݌ଶ݄ሿ ܣ଻଻ ൌ ଻଼ܣ ଶ݄ሿݍଶ���ሾ݅ݍଶ݇ߤʹ ൌ െʹߤଶ݇ݍଶ���ሾെ݅ݍଶ݄ሿ ଼ܣ௡ ൌ Ͳ���݂ݎ݋��ͳ ൑ ��݊ ൑ Ͷ ଼ܣହ ൌ െʹ݇݌ଶߤଶ���ሾ݅݌ଶ݄ሿ ଼ܣ଺ ൌ ଻଼ܣ ଶ݄ሿ݌ଶ���ሾെ݅ߤଶ݌݇ʹ ൌ ଶଶݍଶሺߤ െ ݇ଶሻ���ሾ݅ݍଶ݄ሿ ଼଼ܣ ൌ ଶଶݍଶሺߤ െ ݇ଶሻ���ሾെ݅ݍଶ݄ሿ 
[�d�ÂÌa� �

�Ë�eZ»�Ä]��Â]�»��Ë{Z¬»�ሾܨ௜ሿ��Áሾܤ௜௝ሿ�� ସܨ ൌ ଶܨ ଶܤ ൌ ଷܨ ଵܤ ൌ ଶܨ ଵܨ  ൌ ଵସܤ ଵܣ ൌ Ͳ ܤଵଶ ൌ Ͳ ܤଵଷ ൌ Ͳ ܤଵଵ ൌ ଶସܤ ଵݍଵߤ ൌ െܿݏ݋ሺݍଶ݄ଵሻ ܤଶଶ ൌ ଶଷܤ ଵ݄ଵሻݍሺݏ݋ܿ ൌ െ݊݅ݏሺݍଶ݄ଵሻ ܤଶଵ ൌ ଷସܤ ଵ݄ଵሻݍሺ݊݅ݏ ൌ ଷଶܤ ଶ݄ଵሻݍሺ݊݅ݏଶݍଶߤ ൌ െߤଵݍଵ݊݅ݏሺݍଵ݄ଵሻ ܤଷଷ ൌ െߤଶݍଶܿݏ݋ሺݍଶ݄ଵሻ ܤଷଵ ൌ ସସܤ ଵ݄ଵሻݍሺݏ݋ଵܿݍଵߤ ൌ െݍଶ݊݅ݏሺݍଶ݄ሻ ܤସଶ ൌ Ͳ ܤସଷ ൌ ସଵܤ ଶ݄ሻݍሺݏ݋ଶܿݍ ൌ Ͳ 
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