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 چكيده

گيرد. به منظور افزايش سازي ديفرانسيلي مورد بررسي قرار مير بر روي بستر الاستيك به روش مربعبا سطح مقطع متغينانو تير دوار  ارتعاش آزاد مقالهدر اين 
به صورت محلي ارينگن الاستيسيته غير نظريهابتدا  .گيردشود كه عبارات اينرسي دوراني و تغيير شكل برشي را در نظر ميتيموشنكو استفاده ميدقت، از مدل تير 

بعد . پس از بيشودمياستخراج  نانو تيرر و دوراني بودن متغيمقطع مقياس نانو، سطح بررسي و سپس معادلات نانو تير تيموشنكو با توجه به تأثيرات اجمالي 
گيري از روش ذكر شده سازي ديفرانسيلي بازنويسي و با بهرهمربع مورد نظر در روش بعد معرفي شده، معادلات به فرمسازي معادلات با استفاده از پارامترهاي بي

تأثير پارامتر نانو، شود كه در آن ي در نظر گرفته ميهاي مختلفهاي طبيعي، حالتد. براي محاسبه فركانسنگردهاي طبيعي استخراج ميشود و فركانسحل مي
، نظر از بعضي عباراتصرفبراي اعتبارسنجي نتايج، با  گيرد.مورد بررسي قرار مي سختي بستر الاستيكو  ر سطح مقطعيضريب تغي شعاع توپي،سرعت دوراني، 

  گردد.شود كه در هر مورد تطابق قابل قبولي مشاهده ميمقايسه ميارائه شده در ساير مقالات  ترله مورد پژوهش با نتايج مسائل سادهأمس
 .الاستيك بستر تيردوار، ديفرانسيلي، سازيمربع روش تيموشنكو،نظريه  نانوتير،: كليدي هايواژه

  
 

Free Vibration Analysis of a Rotating Tapered Timoshenko Nano-Beam on Elastic 
Foundation using Differential Quadrature Method 

  
Department of Mechanical Engineering, University of Isfahan, Isfahan, Iran F. Davoudi 
Department of Mechanical Engineering, University of Isfahan, Isfahan, Iran A. Ariaei 

  
Abstract 
The free vibration of a rotating Timoshenko nanobeam with a variable cross section on elastic foundation is investigated using the 
differential quadrature method. For more accuracy, the Timoshenko beam theory is applied where the effects of the shear deformation 
and rotary inertia are considered. First, the Eringen nonlocal elasticity theory is investigated briefly and the governing differential 
equations of motion of a Timoshenko nanobeam are derived considering the nonlocal scale parameter, variable cross section and 
rotation of the nanobeam. Then, by applying the nondimensional parameters, the equations are obtained in the nondimensional form 
and then, they are rewritten in the differential quadrature form. Finally, by solving these equations, the natural frequencies of the 
system are obtained. A number of parametric studies are conducted to assess the effects of the nonlocal scaling parameter, rotational 
speed, hub radius, and the stiffness coefficients of the elastic foundation on the natural frequencies of the system. By neglecting some 
parameters to reach a simpler model, the results are validated against those reported in the literature where a reasonably good agreement 
is observed. 
Keywords: Nano-beams, Timoshenko theory, Differential quadrature method, Rotating beams, Elastic foundation. 

  

  مقدمه -١
 ابزارها، به بشر نياز افزايش و علم پيشرفت سرعت به باتوجه

 ترسبك روز به روزها آن كه رودمي انتظار اين ،آلات ماشين و هادستگاه
 استفاده رواز اين. يابد افزايش هاآن كارايي حال عين در و شود تركوچك و
 نانو درصنعت ويژه به مختلف هايكاربرد در نانو ابعاد در قطعاتي از

 براي محاسباتي انجام مستلزم كه شودمي مطرح الكترومكانيك
 قطعات اين كه جاآن از است. وريبهره اين كردن علمي و بنديفرمول

 لازم شوندمي برده كار به حركتي طوركلي به يا ديناميكي صورت به اكثراً 
 اين ارتعاشي هايويژگي و خصوصيات به بهتر هرچه طراحي براي است

  .يافت دست قطعات
 نانو ساختارهاي كردن مدل شده ذكر دلايل به اخير سال چند در

 مورد هايزمينه از برخي. است كرده جذب خود به را بسياري محققين

 آن كاربردهاي از و] ١[ است مكاترونيك و مكانيك هايزمينه پژوهش،
 مسائل گونهاين .]٣و٢[ برد نام را هانانوتوربين و هانانوربات موتور توانمي
 مسائل و الكترونيك شيمي، همچوننيز  ديگر علوم در ايگسترده طور به

  ].٤[خورندمي چشم به حرارتي
 مكانيك علم كوچك، مقياس اثرات وجود دليلبه زمينه دراين

 وجود با. باشد داشته كاربردي تواندنمي كلاسيك پيوسته هايمحيط
 و پيوسته محيط معادلات از استفاده با پراكنده هايتلاش برخي

 ٢٠ قرن اول نيمه در و ١٩ قرن در بالاتر مرتبه مشتقات با الاستيسيته
 اتفاق يك ١٩٦٠ سال از. نيامد دستبه زمان آن تا ساختارها نانو اثرات
 بود ميكروساختارها زمينه در بسياري يافته انتشار آثار آن و داد رخ بزرگ

 از پس]. ١١ الي ٥[ گرديد نانوساختارها روي بر مطالعات ساززمينه كه
 آورد دستبه تنش شيب نام به ساده نظريه يك) Eringen( ارينگن آن

استفاده  با همكارانش و) Aifantis( آيفانتيس ،١٩٩٠ سال يلاوا در]. ١٢[
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 دادند گسترش كرنش براي را خطي الاستيك ساختاري روابط لاپلاساز 
 نظريه كه دادند نشان)  Askes & Gitman( گيتمن و اسكس ].١٤و١٣[

 واحد نظريه يك) Eringen & Aifantes( آيفانتيس و ارينگن نظريه با آنها
 همچنين و غيرمحلي الاستيسيته نظريه تاريخي تكامل .]١٥[ است

 Askes( آيفانتيس و اسكس توسط مقاله يك در آن معادلات استخراج

& Aifantis (نظريه همكارانش و ارينگن ].١٦[ است شده گردآوري 
 نظريه اين]. ١٨و١٧[ كردند بيان را غيرمحلي پيوسته هايمحيط مكانيك

 گسترده طور به اندازه به وابسته پيوسته هايمحيط هاينظريه ميان در
 نقاط و جاييجابه امواج، انتشار در جمله از مسائل از بسياري درتحليل

  ].١٩[ است گرفته قرار استفاده مورد ترك تكين
و نانو تيوب  نانوتير ارتعاش تحليل و تجزيه براي زيادي تلاش امروزه

. است گرفته صورت ارينگن غيرمحلي الاستيسيته نظريه از استفاده با دوار
 تير مدل يك بردن كار به با) Pradhan & Murmu( مورمو و پرادهان

 را دوار يكنواخت نانوتير خمشي ارتعاش هايويژگي توانستند غيرمحلي
 از استفاده با را غيرمحلي نانوتير طبيعي فركانس هاآن. آورند دستبه

 كوچك، مقياس اثرات و تعيين) DQM( ديفرانسيلي سازيمربع روش
 بررسي نانوتير ارتعاشي هايويژگي بر را توپي شعاع و ايزاويه سرعت
 بررسي به) Murmu & Adhikari( ادهيكاري و مورمو ].٢٠[ كردند
 ديواره كه تفاوت اين با پرداختند، مشابهي مسئله ارتعاشي هايويژگي
 گوپالاكريشنان و نارندار]. ٢١[ است شده گرفته نظر در آن براي كربني

)Narendar & Gopalakrishnan (اويلر تيرهاي در را امواج انتشار رفتار 
 دادند قرار بررسي مورد دوار يكنواخت هايلوله نانو مدل عنوان به برنولي

 خمشي ارتعاشي هايويژگي بررسي به) Loya & Ruiz( رويز و لويا]. ٢٢[
] ٢١[ مرجع در دادند نشان و پرداختند غيريكنواخت دوار نانوتير يك

 است نشده انتخاب درستي به نانوتير سرآزاد به مربوط مرزي شرايط
]٢٣[.  

 ها انجام شدهچند سال اخير بر روي نانو تير درمطالعاتي كه در 
در استخراج معادلات استفاده  برنولي اويلر نظريه، به صورت عمده از است

است. تفاوت مطالعه حاضر با ديگر كارهاي مشابه استفاده از  گرديده
از ديگر  .استتيموشنكو و دوراني بودن تير به صورت همزمان  نظريه

و قرار متغير وجود سطح مقطع توان به مي حاضر، مطالعه وجوه تمايز
  .اشاره نمودبر روي بستر الاستيك تير نانو گرفتن
   

  ارينگن  غيرمحلي الاستيسيته تئوري-٢
 بين نيروهاي كه مواردي در پيوسته هايمحيط در محلي غير نظريه

 تحت ماده از نقطه يك رفتار و يا به عبارت ديگر يابندمي اهميت ملكولي
 در زيادي مسائل دارد. كاربردگيرد مي قرار آن نقاط تمامي حالت تأثير
 از استفاده با كه دارند وجود پيوسته هايمحيط مكانيك و فيزيك حوزه
 شكست به توانمي جمله كه از آن نيستند تحليل قابل كلاسيك نظريه

 .كرد اشاره ترك نوك در هانابجايي در تنش ميدان و جامد قطعات
. ندارد اعتبار مادي محيط پيوستگي فرضيات ساختارها، نانو در همچنين
 يپيوسته محيط مكانيك بر مبتني هاينظريه از استفاده توجيه بنابراين

 استوار پيوستگي فرض بر كه ساختارها نانو سازيمدل براي كلاسيك
 پيوسته محيط جاي به بايد ديگر عبارت به. رودمي سؤال زير است،

 توانندمي كهبرد  بهره غيركلاسيك پيوسته محيط هاينظريه از كلاسيك
 بگيرند. نظر در را ساختارها ريز ذاتي ناپيوستگي و كوچك ابعاد تأثيرات

 از تابعي ،x مادي نقطه در σ تنش تانسور كلاسيك، الاستيسيته در
 دراين در حالي است كه  . است مادي نقطه همان در ε كرنش تانسور
 محيط از x نقطه در σ تنش تانسور ارينگن، غيرمحلي الاستيسيته نظريه
 مادي محيط تمام ε كرنش تانسور به انتگرالي معادله يك توسط ،Ω مادي

 به غيرموضعي الاستيسيته ساختاري معادله ديگر عبارت به .دارد بستگي
 :]٢٤[ شودمي بيان زير انتگرالي صورت

)١(  (x) ( x x , )C(x )d(x )



        

α(|x́ بالا رابطه در − x|, τ) محلي غير مدول به كه است تابعي 
 محسوب انتگرالي معادله براي وزني تابع نوعي واقع در و است مشهور

x́|. شودمي − x| محلي نقطه فاصله x محلي غير نقطه و x́ و C تانسور 
 .باشدمي الاستيسيته چهار مرتبه

τ ساختار نانو داخلي يمشخصه طول نسبت با كه است پارامتري a 
 هايمقياس اهميت ميزان و شودمي تعيين L خارجي يمشخصه طول و

 غيرمحلي الاستيسيته نظريه انتگرالي ساختاري معادله در را كوچك
  :شودمي تعريف زير صورت به τ. كندمي مشخص

)٢(  0e a

L L


    

 نظريه تطابق با كه است مادي پارامتر يكe଴   ،)٢( رابطه در
 و شودمي تعيين سازي شبيه يا آزمايش نتايج با غيرمحلي الاستيسيته

μ پارامتر = e଴a است مشهور محلي غير پارامتر يا كوچك ابعاد پارامتر به. 

 اثر كند ميل صفر سمت به τ وقتي ساختاري انتگرالي معادله در
 معادله و رودمي بين از كرنش و تنش بودن محلي غير تابعيت و انتگرال

σ كلاسيك ساختاري رابطه به = C ε غير مدول بنابراين .شودنزديك مي 
α(|x́ محلي − x|, τ) كردن ميل صفر سمت به با كه باشد ايگونهبه بايد 

τ، به عبارت ديگر كند؛ ميل كرونيكر دلتاي به:  

)٣(  
0

lim ( x x , ) ( x x )


        

 اختيار x محلي ينقطه در را خود مقدار حداكثر بايد α تابع همچنين
 صدق لازم شرايط در تمام كه مناسب غيرمحلي مدول تعريف با. كند
 را غيرمحلي الاستيسيته ساختاري معادله ديفرانسيلي فرم توانمي كند،

  :آورد دستهب آن انتگرالي شكل از
   2 21 C      

 تنش ميدان بدين ترتيب. است لاپلاس اپراتور ଶ∇شده بيان رابطه در
  .آيدمي دستهب هاكرنش برحسب غيرمحلي

  

 سطح با دوار تيموشنكو تير نانومعادلات حاكم بر -٣
  الاستيك  بستر روي بر متغير مقطع

 در L طول به نانوتير يك شودمي مشاهده ١ شكل در كه گونههمان
 ديگر انتهاي. است شده متصل R شعاع به صلب توپي يك به O نقطه

. است چرخش درحال Ω دوراني سرعت با مركزي توپي و آزاد نانوتير
 تير نظريه و غيرمحلي الاستيسيته نظريه از استفاده با بخش دراين

 متغير مقطع سطح با دوار تيموشنكو نانوتير بر حاكم معادلات تيموشنكو
 تيموشنكو تيرنانو نهايي معادلات .شودبيان مي الاستيك بستر روي بر

  :نوشت زير روابط مطابق توانمي را الاستيك بستر روي بر دوار
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  
  

)٦(     2 2M
I x Q I x

x


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
  

 

  
 نانو تير تيموشنكو دوار با سطح مقطع متغير بر روي بستر -١شكل 

  الاستيك
 

شيب خط عمود بر مقطع نانو  Φجابجايي عرضي،  wدر روابط فوق، 
به ترتيب سطح  Iو  Aسختي بستر الاستيك،  Kنيروي مركزگرا،  Tتير، 

فركانس طبيعي نانو تير است.  ωچگالي و  𝜌مقطع و گشتاور دوم سطح، 
 طبق دوار يتيموشنكو تير براي غيرمحلي يبرش يونير و ممان معادلات

 :خواهد بود زير صورت به ارينگن محلي غير الاستيسيته نظريه

)٧(   
2

2
0 2

M
M (e a) EI x

xx

 
 


  

)٨(   
2

2
0 s2

Q w
Q (e a) GK A x

xx

       
  

 e଴a ضريب تصحيح برش و sK، مدول برشي G  مدول يانگ، Eكه 
 سطح دوم گشتاور و مقطع سطح مساحت توابع .است پارامتر غير محلي

 شود:بيان مي زير روابط با لهأمس در شده استفاده متغير مقطع سطح براي

)٩(    g
Cx

A x A (1 )
L

   

)١٠(    3
g

Cx
I x I (1 )

L
   

 با حالدر روابط فوق نرخ باريك شوندگي است.  Cضريب 
 تير نانو معادلات توانمي شد بيان كه روابطي جايگذاري و گيريمشتق

 استخراج را الاستيك  بستر روي بر متغير مقطع سطح با دوار تيموشنكو
   :كرد

)١١(  

 

    

   

2
s 0

2 2 3
2

2 2 3

2

w
GK A x (e a)

x x

w w
A x w K (T x )

xx x x

w
(T x ) K w A x w 0

x x

       
          

     
 

     
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)١٢(  
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    
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2
2

2

2 2
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s

2
2 2

0 2

2

I x EI x (e a)
x x

w w
(T x ) K A x w
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  سازي ديفرانسيليروش مربع -٤
 در جدولبعد بيان شده هاي بيپارامترابتدا به كمك در اين بخش 

سازي از روش مربعبا استفاده سپس و  تعيين بعدمعادلات حاكم بي ،١
  .شوندميحل ديفرانسيلي 

  
  بعد سازيپارامترهاي بي –١ جدول

  بعدفرم بي  بعدبي پارامتر  فرم اصلي  عنوان

 x  طول
x

L
 ξ 

  w  جابجايي عرضي
w

L
 W  

 Ω  سرعت دوراني
ρA୥ΩଶLସ

EI୥

 ηଶ 

  R  شعاع توپي
R

L
 δ 

 ω  طبيعيفركانس 
ρA୥ωଶLସ

EI୥

 μଶ 

 عبارت
  غيرمحلي

(e଴a)ଶ ቀ
e଴a

L
ቁ

ଶ

 τଶ 

اينرسي عبارت 
 rଶ  دوراني

I୥

A୥Lଶ
 rଶ 

ير يغتعبارت 
 sଶ  شكل

EI୥

KୱA୥GLଶ
 sଶ 

ضريب سختي 
  بستر

K 
KLସ

EI୥

 Kഥ 

  

  سازي ديفرانسيليكليات روش مربع-٤-١
 عددي گيريانتگرال روش يك ،DQM، ديفرانسيلي سازيمربعروش 

 گروهي از استفاده با معين انتگرال مقدار تخمين روش، اساسي ايده. است
 يك با مشتقات تقريب براي وزني ضرايب DQM روش در. است هاگره از

 مشتق با داشتن كه صورت اين به آيند؛مي دستهب جبري ساده عبارت
 به DQM فرم به امm مرتبه مشتق بازنويسي ،W(x)تابع  امmمرتبه 
 بود: خواهد) ١٣( معادله صورت



 

 
٩٠  

يل
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ت
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تعا

ار
 

زاد
آ

 
كو
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رتي
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)١٣(       
Nm

mi
jijm

j 1

W x , t
C W x , t

x





   

C୧୨بالا، در معادله 
(୫)  ضرائب وزني مشتق مرتبهmهستند و  ام

W൫x୨, t൯  مقدار تابع در نقطهx୨ باشد. روابط زير براي محاسبه ضرائب مي
 شود:بيان ميوزني 

)١٤(  
   

N
m m

ii ij
j 1

j i

C C

i 1, 2, , N , i j m 2,3, , N 1 ,





  




   



 

  

)١٥(  

     
     

   
 

 

1
1 i

ij 1
i j j

m 1  
m m 1 ij

ij ii
j i

M x
C

x x M x

C
C m C

x x

i, j 1, 2, , N ,i j ,m 2,3, , N 1





 
 
          

 
    




 

  

M(x) است و با روابط زير بيان مي لاگرانژ يابدرون ايجمله چند -

 گردد:

)١٦(  

   

     

N

j

j 1

N
1

i j

j 1

j i

M x x x

M x x x







  



  






  

، توزيع شبكه نقاط بايد با فواصل پاسخجهت اطمينان از همگرا بودن 
غيريكنواخت صورت پذيرد كه در اين حالت، توزيع چبيشف تعريف شده 

 .است كه به حالت بهينه نزديك است

)١٧(  i
1 i 1

x 1 cos π
2 N 1

i 1, 2, , N

           
  

  

 

 DQM شكلبازنويسي روابط به  -٤-٢

روابط  صورت به) ١٢( و) ١١( معادلات له،أمس حل روند ادامه در
  شود:مي بازنويسي ديفرانسيلي سازيمربع فرم به )١٩) و (١٨(

)١٨(  

   
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N N
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 گردند:تعريف مي بردارهاي جابجايي و دوران به شكل زير

)٢٠(     T
1 2 N 1 NW W W W W   

)٢١(     T
1 2 N 1 NΦ Φ Φ Φ Φ   

 :توان به فرم ماتريسي نوشت) را مي١٩) و (١٨معادلات (
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توان به شكل زير ) را مي٢٣) و (٢٢، روابط ({𝑢}با تعريف بردار 
 نوشت:

)٢٤(     
   

1 N 1 N

1 N N 1 2N

u W W Φ Φ

u u u u u

   
   

  

)٢٥(         2K u μ M u 0   

  اعمال شرايط مرزي -٤-٣
 به گيردار يكسر و آزاد يكسر تيرنانو انتهاي و ابتدا در مرزي شرايط

  :است زير شرح

)٢٦(     
   

= 0 W 0 = 0,F 0 = 0

= 1 M 1 = 0,Q 1 = 0

 
  

  

بعد سازي و نوشتن به ، بيسازيشرايط مرزي طبيعي پس از ساده
 سازي ديفرانسيلي به شكل ماتريسي زير قابل بيان هستند:فرم مربع

)٢٧(           2
1 1M 1 0 Q u μ R u 0     

)٢٨(           2
2 2Q 1 0 Q u μ R u 0     

) ٢٥( رابطه در [M] و [K] هايماتريس N+1 و اول سطرهاي اينك
 تنها DQM روش در حاكم ديفرانسيل معادله كه نكته اين به توجه با

 هايماتريسشوند و حذف مي شود،مي نوشته غيرمرزي نقاط براي
 قرار با طبيعي مرزي شرايط. آيندمي دستبه شده تصحيح جرم و سختي
   .شد خواهند وارد لهأمس معادلات به هاماتريساين  در گرفتن

)٢٩(       2K u μ M u 0         

)٣٠(       2
1 1

2 2

K M

Q u μ R u 0

Q R

   
   

    
   
   

  

Kഥ  وMഥ نهايت. در هستندسختي و جرم تصحيح شده هاي ماتريس 

(جابجايي  اول ي هندسي به مسأله، سطر و ستونبراي ورود شرايط مرز
  .شوندمي ام (شيب در ابتدا صفر) حذفN+1در ابتدا صفر) و 

)٣١(     
   

= 0 W 0 = 0, F 0 = 0

= 1 M 1 = 0, Q 1 = 0

 
  

  

راحتي  بهزير  ويژه معادله مقداراز  سيستم هاي طبيعيفركانساينك 
مقادير ويژه ماتريس  هاي طبيعيفركانساست كه در آن قابل استخراج 

D فاقد مقدار ويژه صفر است و ) ماتريس جرم ٣٢در معادله ( باشند.مي
 پذيري آن اطمينان داشت.توان از معكوسمي

)٣٢(        1 2M K u μ u    

)٣٣(      2D u μ u  

  نتايج عددي-٥
هاي طبيعي نانو تيرتيموشنكو دوار با سطح براي استخراج فركانس

نوشته شده در برنامه صحت ابتدا  ،مقطع متغير بر روي بستر الاستيك
سنجي تر اعتبارحالات سادهمقايسه با با  (MATLAB) نرم افزار متلب

نتايج، سيستم بيان شده در اين ؛ پس از اطمينان از صحت شد دخواه
  . گيردمورد بررسي قرار مي پژوهش با در نظر گرفتن كليه فرضيات

  نتايج اعتبار سنجي-٥-١
 براي صفر مقدار گرفتن نظر در با ابتدا ،نتايج سنجي اعتبار براي

 مقطع و دريكنواختي سطح  سختي بستر و ضريب غير ،غيرمحلي عبارت
 اول طبيعي فركانس سه ،٣و  ٢، ١ ،٠ بعد بي دوراني سرعت گرفتن نظر
 .است مشاهده قابل ٢ جدول در كه شودمي دوار استخراج تيموشنكو تير

 دهد.مي ] دقت بالاي نتايج را نشان٢٥مقايسه نتايج با مرجع [

  
  دوار تيموشنكو تير هايفركانس -٢جدول 

)𝐫 =
𝟏

𝟑𝟎
 ،𝛅 = 𝟏  ،𝐬 = 𝟎. 𝟎𝟓𝟖𝟑، C = 0 ،𝛕 = 𝟎( 

η شماره مود  
  فركانس طبيعي بي بعد

  درصد اختلاف
  ]٢٥مرجع [  كار حاضر 

٠  

٠  ٤٧٩٨/٣ ٣/٤٧٩٨  ١  

٠  ٥٨٩٢/٢٠  ٥٨٩٢/٢٠  ٢  

٠  ٣٣٩٨/٥٣  ٣٣٩٨/٥٣  ٣  

١  

٠ ٣/٨٥١٦ ٣/٨٥١٦  ١  

٠  ٩٣٦٤/٢٠  ٩٣٦٤/٢٠  ٢  

٠  ٧١٢٨/٥٣  ٧١٢٨/٥٣  ٣  

٢  

٠ ٤/٧٩١٩ ٤/٧٩١٩  ١  

٠  ٩٤٣٣/٢١  ٩٤٣٣/٢١  ٢  

٠  ٨١٣٠/٥٤  ٨١٣٠/٥٤  ٣  

٣  

٠ ٦/٠٣٠٦ ٦/٠٣٠٦  ١  

٠  ٥٢٠٤/٢٣  ٥٢٠٤/٢٣  ٢  

٠  ٥٨٨٣/٥٦  ٥٨٨٣/٥٦  ٣  

  
سختي  و غيرمحلي عبارت براي صفر مقدار گرفتن نظر دربا در ادامه، 
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تير تيموشنكو دوار با سطح مقطع  طبيعي هايفركانس ،بستر الاستيك
با نتايج  تعيين و، ١٠ و ٥ ،٠ بعدبي دوراني هايمتغير به ازاي سرعت

شود مشاهده مي ٣ جدول درهمانگونه كه شود. مقايسه مي] ٢٦مرجع [
  .از تطابق بالايي برخوردار هستندنتايج 

  
   مقطع متغيردوار با سطح  تيموشنكو تير هايفركانس -٣جدول 

)𝐫 = 𝟎. 𝟎𝟖، 𝛅 = 𝟎، 𝒔 = 𝟎. 𝟏𝟑𝟗𝟗 ،C = 0.5 ،𝛕 = 𝟎( 

η شماره مود  
  فركانس طبيعي بي بعد

  درصد اختلاف
  ]٢٦مرجع [  كار حاضر

٠  

٠  ٦٥٠٠/٣ ٣/٦٥٠٠  ١  

٠٠٦/٠  ٠٢١٨/١٥  ٠٢٢٧/١٥  ٢  

٠٠٨/٠  ٧٨٤٠/٣٢  ٧٨٦٧/٣٢  ٣  

٥  

٠٠٢/٠ ٦/٤٧١١ ٦/٤٧١٢  ١  

٠٠٣/٠  ٧٤٤٠/١٨  ٧٤٣٤/١٨  ٢  

٠٠٦/٠  ٢٢٢٦/٣٧  ٢٢٥٠/٣٧  ٣  

١٠  

٠٠١/٠ ١٠/٩٩٠٥ ١٠/٩٩٠٦  ١  

٠٠٢/٠  ٩٢٨٠/٢٦  ٩٢٨٥/٢٦  ٢  

٠٠٣/٠  ٨٨٢٧/٤٧  ٨٨٤٢/٤٧  ٣  

  
براي عبارات مربوط به  صفر مقدار گرفتن نظر دربا در مرحله بعد، 

 اويلر تيرنانو طبيعي  هايفركانستغيير شكل برشي و اينرسي دوراني، 
مقادير  باو  آيددست ميبه بستر الاستيك دو سر مفصل بر روي برنولي

] مقايسه و تطابق قابل قبولي مشاهده ٢٧] و [٢٤ارائه شده در مراجع [
  .)٤شود (جدول مي

  
بر روي  دوسر مفصل برنولي اويلر نانو تير طبيعي هايفركانس -٤جدول 

𝛈( بستر الاستيك = 𝟎 ، 𝛕 = 𝟎. 𝟓(  

Kഥ 

  اول بي بعد فركانس طبيعي

𝐫, 𝒔 ⟶ 𝟎 

  كار حاضر
  ]٢٧مرجع [  ]٢٤مرجع [

٣٢٣٥/٥  ٣٢٣٥/٥  ٢٩١٨/٥  ٠  

١٦٢٢/٦  ١٦٢٢/٦  ١٦٤٩/٦  ١٠  

٠١٦٤/٧  ٠١٦٤/٧  ٩٢٩٣/٦  ٢٠  

٦٧٠٤/٧  ٦٧٠٤/٧  ٦١٦٧/٧  ٣٠  

٣٣٢٢/٨  ٣٣٢٢/٨  ٢٤٦٤/٨  ٤٠  

٨٧٠٨/٨  ٨٧٠٨/٨  ٨٣٢٥/٨  ٥٠  

٣٦٣٩/١١  ٣٦٣٩/١١  ٣١٣٧/١١  ١٠٠  

 
سطح  با صفر در نظر گرفتن ضريبنتايج پژوهش حاضر ، اينك

له نانو تير أمس با بستر الاستيكبعد و سختي ي بيمقطع، سرعت دوران
دست هبه همراه نتايج ب طبيعيهاي . فركانسشودمي مقايسه تيموشنكو

براي  ]٢٨در مرجع [ ارائه شده است. ٥در جدول ] ٢٨[ مرجع درآمده 
d قطر له از مقاديرأمسحل  = 0.678 nm،  طولL = 10d مدول ،

Eيانگ = 5.5 Tpa  ضريب پواسون ،ν =  تصحيح برشو ضريب  0.19
K௦ = شود نتايج از همانگونه كه مشاهده مي استفاده شده است. 0.563

  تطابق قابل قبولي برخوردار هستند. 
  

  يكسر آزاد يكسر گيردار تيموشنكو نانو تير هايفركانس -٥جدول 

𝛕 ٢٨مرجع [  كار حاضر  شماره فركانس[  

٠  

  ٨٦١٠/١  ٨٦١١/١  فركانس اول

  ٤٧٣٣/٤  ٤٧٣٥/٤  فركانس دوم

  ١٠٧٢/٧  ١٠٧٩/٧  فركانس سوم

١/٠  

  ٨٦٤٩/١  ٨٦٤٧/١  فركانس اول

  ٣٥٠٦/٤  ٣٣١٠/٤  فركانس دوم

  ٦٠٩١/٦  ٤٦٠١/٦  فركانس سوم

٢/٠  

  ٨٩٩٠/١  ٨٧٧٤/١  فركانس اول

  ٦٥٩٤/٣  ٩٧٤٢/٣  فركانس دوم

  ٠٧٦٢/٥  ١٠٥٨/٥  فركانس سوم

  
با سطح مقطع متغير برروي  دوار تيموشنكو تير نانو-٥-٢

  بستر الاستيك
با  دوار تيموشنكو تير نانو طبيعي هايفركانس نتايج، اعتبارسنجي از پس

مقادير مختلف  گرفتن نظر در باسطح مقطع متغير بر روي بستر الاستيك 
به غير از مواردي كه خلاف آن  .گرددتعيين مي ،براي پارامترهاي مسأله

ذكر شده باشد، مقادير در نظر گرفته شده براي سيستم مورد بررسي 
rعبارتند از  =

ଵ

ଷ଴
 ،s = 0.3193 ،τ = 0.1 ،η = 1 ،Kഥ = . C=0.5و  50

N شده گرفته نظر در هايالمان تعداد =  براياين تعداد  كه است 25
  .است شده گرفته نظر در مسأله همگرايي از اطمينان

 تيموشنكو تير نانو بعدبي طبيعي هايفركانس ،٧و  ٦ هايجدول در
به ازاي مقادير مختلف سرعت دوراني و شعاع ح مقطع متغير با سط دوار

به ترتيب بدون در نظر گرفتن سختي بستر الاستيك و با در نظر  توپي
رود در سرعت انتظار ميكه گونه همان .است شده داده نشانگرفتن آن 

هاي طبيعي ندارد اما تأثيري بر فركانس توپيير شعاع تغيدوراني صفر، 
- افزايد. در اين جداول مشاهده ميآن مي تأثيرافزايش سرعت دوراني بر 

هاي بر مقدار فركانس توپيشود كه با افزايش سرعت دوراني و شعاع 
نشان  ٧با  ٦شود. مطابق انتظار مقايسه نتايج جدول افزوده مي طبيعي

- منجر به افزايش در مقدار فركانسگرفتن بستر الاستيك  دهد در نظرمي

تر بيشتر د و شدت اين افزايش در شكل مودهاي پايينشوهاي طبيعي مي
  است.

بعد اول تا سوم به ازاي سرعت هاي طبيعي بيفركانس ٨در جدول 
ηدوراني ثابت  = و مقادير متفاوت شعاع توپي و عبارت غير محلي نانو  1

شود كه افزايش عبارت بيان گرديده است. مطابق اين جدول مشاهده مي
شود ولي تأثير آن بر غير محلي نانو موجب افزايش فركانس اول مي

كه در ايبيني نيست به گونههاي دوم و سوم چندان قابل پيشفركانس
غير محلي، باعث كاهش و در بعضي مقادير باعث  بعضي از مقادير پارامتر

  گردد.  ها ميافزايش اين فركانس
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 دوار تيموشنكو نانو تير هايفركانستأثير سرعت دوراني بر  -٦جدول  
  بدون در نظر گرفتن بستر الاستيك

η 
شماره 

  مود
  فركانس طبيعي بي بعد

𝛅 = 𝟏 𝛅 = 𝟐 𝛅 = 𝟑 

٠  

٧٥٣٤/٣  ٧٥٣٤/٣  ٧٥٣٤/٣  ١  

٢٠٨١/١٦  ٢٠٨١/١٦  ٢٠٨١/١٦  ٢  

٠٨٣٦/٣٥  ٠٨٣٦/٣٥  ٠٨٣٦/٣٥  ٣  

١  

٤/٥٨٩٨ ٤/٣٨١٦ ٤/١٦٣٦  ١ 

٢٨٢٥/١٧  ٠٠٢٠/١٧  ٧١٨٦/١٦  ٢  

٤٣١٣/٣٦  ٠٧٥٥/٣٦  ٧١٨٣/٣٥  ٣  

٢  

٦/٥١٦٢ ٥/٨٩٥٤ ٥/٢١١٠  ١ 

٣٠٧٩/٢٠  ٢٦٩٦/١٩  ٢٠١٠/١٨  ٢  

٣٩٨٤/٤٠  ٠٠٨١/٣٩  ٦٠٥٣/٣٧  ٣  

  
  دوار  تيموشنكو نانو تير هايفركانستأثير سرعت دوراني بر  -٧جدول 

η 
شماره 

  مود
  فركانس طبيعي بي بعد

𝛅 = 𝟏 𝛅 = 𝟐 𝛅 = 𝟑 

٠  

٩٠٣٦/٩  ٩٠٣٦/٩  ٩٠٣٦/٩  ١  

٢٩٥٧/١٨  ٢٩٥٧/١٨  ٢٩٥٧/١٨  ٢  

٠٥٣٢/٣٦  ٠٥٣٢/٣٦  ٠٥٣٢/٣٦  ٣  

١  

١٠/٢٧٧٢ ١٠/١٧٩٠ ١٠/٠٨٠١  ١ 

٢٩٤٢/١٩  ٠٣٣٠/١٩  ٧٦٩٨/١٨  ٢  

٣٨٩٩/٣٧  ٠٣٦٩/٣٧  ٦٨٢٨/٣٦  ٣  

٢  

١١/٣٤٩٦ ١٠/٩٧٧٠ ١٠/٥٩٧٠  ١ 

١٥٨١/٢٢  ١٦٩٨/٢١  ١٦٠٥/٢٠  ٢  

٣٤٥٧/٤١  ٩٥٧٤/٣٩  ٥٦٠١/٣٨  ٣  

   
 تيموشنكو نانو تير هايفركانس غير محلي برعبارت تأثير  -٨جدول 

  دوار 

𝛕 
شماره 

  مود
  فركانس طبيعي بي بعد

𝛅 = 𝟏 𝛅 = 𝟐 𝛅 = 𝟑 

١/٠  

٢٧٧٢/١٠  ١٧٩٠/١٠  ٠٨٠١/١٠  ١  

٢٩٤٢/١٩  ٠٣٣٠/١٩  ٧٦٩٨/١٨  ٢  

٣٨٩٩/٣٧  ٠٣٦٩/٣٧  ٦٨٢٨/٣٦  ٣  

٢/٠  

١٢/٧٣٤٠ ١٢/٦١٨٦ ١٢/٥٣٤٥  ١ 

٨٨٤٩/١٩  ٧٦٧٤/١٨  ٥١٥٧/١٧  ٢  

٤٥١٦/٣٢  ٢٤٦٣/٣١  ١٧٣٧/٢٩  ٣  

٣/٠  

١٤/١٣٩٧ ١٤/١٣٢٨ ١٤/١٨٢٤  ١ 

٢٨٢٩/٢٠  ٠٠٩٨/٢٠  ٨١٨١/١٩  ٢  

٣٢٢٢/٢٧  ٩٧٨٧/٢٦  ٨٠٨٩/٢٦  ٣  

هاي طبيعي تأثير ضريب غير يكنواختي سطح مقطع بر فركانس
بررسي شده است كه  ٩نانوتير تيموشنكو با سطح مقطع متغير در جدول 

- در آن افزايش اين ضريب باعث افزايش فركانس اول و كاهش فركانس

   هاي دوم و سوم شده است.
  

نانو  هايفركانسسطح مقطع بر غير يكنواختي تأثير ضريب  -٩جدول 
  دوار  تيموشنكو تير

C 
شماره 

  مود
  فركانس طبيعي بي بعد

𝛅 = 𝟏 𝛅 = 𝟐 𝛅 = 𝟑 

٢٥/٠  

٠٧٢٧/٩  ٩٧١٠/٨  ٨٦٨٣/٨  ١  

٣٦٣٢/٢٠  ١١٥١/٢٠  ٨٦٤٤/١٩  ٢  

٩٥٢٣/٤١  ٦١٩٨/٤١  ٢٨٥١/٤١  ٣  

٥/٠  

١٠/٢٧٧٢ ١٠/١٧٩٠ ١٠/٠٨٠١  ١ 

٢٩٤٢/١٩  ٠٣٣٠/١٩  ٧٦٩٨/١٨  ٢  

٣٨٩٩/٣٧  ٠٣٦٩/٣٧  ٦٨٢٨/٣٦  ٣  

٧٥/٠  

١٢/٦١٩٥ ١٢/٥٢٤٩ ١٢/٤٣١١  ١ 

١٦٥١/١٩  ٨٠٣٩/١٨  ٤٤١٤/١٨  ٢  

٣٤٦٨/٣٢  ٨٠٤٣/٣١  ٢٦٩٣/٣١  ٣  

 
هاي طبيعي نانو تير تأثير اينرسي دوراني بر فركانس ١٠در جدول 

شود كه كاهش اينرسي دوراني منجر به تيموشنكو بررسي و مشاهده مي
 شود.هاي طبيعي ميافزايش در فركانس

  
  دوار  تيموشنكو نانو تير هايفركانستأثير اينرسي دوراني بر  -١٠جدول 

r 
شماره 

  مود
  فركانس طبيعي بي بعد

𝛅 = 𝟏 𝛅 = 𝟐 𝛅 = 𝟑 

١/٠  

٠٧١٥/١٠  ٩٧٨٦/٩  ٨٨٥٤/٩  ١  

١٥١٨/١٦  ٨٨٠٣/١٥  ٦٠٥٩/١٥  ٢  

٦٠٩٣/٢٦  ١٨٧٨/٢٦  ٣٨٠٤/٣٤  ٣  

٠٥/٠  

١٠/٢٤٠٠ ١٠/١٤٢٨ ١٠/٠٤٥٠  ١ 

٦٠١٠/١٨  ٣٣٩٢/١٨  ٠٧٥٤/١٨  ٢  

٤٨١٤/٣٤  ١١٩١/٣٤  ٧٥٥٣/٣٣  ٣  

٠٣٣/٠  

١٠/٢٧٧٢ ١٠/١٧٩٠ ١٠/٠٨٠١  ١ 

٢٩٤٢/١٩  ٠٣٣٠/١٩  ٧٦٩٨/١٨  ٢  

٣٨٩٩/٣٧  ٠٣٦٩/٣٧  ٦٨٢٨/٣٦  ٣  

  
بررسي هاي طبيعي تأثير ضريب سختي بستر بر فركانسنهايت در 

هاي شود كه مطابق انتظار افزايش آن منجر به افزايش در فركانسمي
  .)١١(جدول  گرددطبيعي مي
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  مقطع متغير دوار با سطح تيموشنكو نانو تير هايفركانس -١١جدول 

𝐊ഥ 
شماره 

  مود
  فركانس طبيعي بي بعد

𝛅 = 𝟏 𝛅 = 𝟐 𝛅 = 𝟑 

٤٠  

٤٠٣١/٩  ٢٩٦٩/٩  ١٨٩٧/٩  ١  

٩٠٥٦/١٨  ٦٤١٢/١٨  ٣٧٤٧/١٨  ٢  

١٩٩٥/٣٧  ٨٤٦١/٣٦  ٤٩١٤/٣٦  ٣  

٥٠  

١٠/٢٧٧٢ ١٠/١٧٩٠ ١٠/٠٨٠١  ١ 

٢٩٤٢/١٩  ٠٣٣٠/١٩  ٧٦٩٨/١٨  ٢  

٣٨٩٩/٣٧  ٠٣٦٩/٣٧  ٦٨٢٨/٣٦  ٣  

٦٠  

١١/٠٨٩٠ ١٠/٩٩٧٢ ١٠/٩٠٤٩  ١ 

٦٧٧٢/١٩  ٤١٨٧/١٩  ١٥٨٥/١٩  ٢  

٥٧٩٧/٣٧  ٢٢٧١/٣٧  ٨٧٣٥/٣٦  ٣  

  
سيستم به هاي طبيعي فركانسدر ادامه به منظور بررسي بيشتر، 

rپيش فرض  مقاديرنمودارهايي با  صورت =
ଵ

ଷ଴
 ،s = 0.3193 ،δ = 1 ،

Kഥ = 50، τ = 0.1 ،η = Cو  1 = - آورده شده ٨تا  ٢ هايدر شكل 0.25

هاي طبيعي اول تا سوم فركانستأثير سرعت دوراني بر  ٢در شكل  .اند
هاي طبيعي قرار گرفته است كه در آن افزايش فركانستير مورد بررسي 

  .با افزايش سرعت دوراني قابل مشاهده است
  

  
  هاي طبيعي اول تا سومفركانس -٢شكل 

  
تأثير تغييرات ضريب باريك شوندگي سطع  ٥و  ٤، ٣هاي در شكل

اول، دوم و  طبيعي فركانسبر  بعد به ترتيبسرعت دوراني بيمقطع و 
بررسي شده است. مطابق انتظار افزايش سرعت دوراني منجر به  سوم

افزايش در مقدار هر سه فركانس شده است؛ اما همانگونه كه مشاهده 
منجر به  ٣شوندگي سطع مقطع در شكل شود افزايش ضريب باريكمي

منجر به كاهش در مقادير به  ٥و  ٤هاي شكل در وافزايش فركانس اول 
 هاي دوم و سوم شده است.ترتيب فركانس

تأثير  ٧تأثير ضريب سختي بستر و سرعت دوراني و شكل  ٦شكل 
دهد. شعاع توپي و سرعت دوراني را بر فركانس طبيعي اول نشان مي

توان مشاهده كرد كه فركانس طبيعي اول با افزايش سرعت دوراني، مي
  يابد. تي بستر و شعاع توپي افزايش ميسخ

طبيعي اول را بر حسب تغييرات ضريب  فركانس ٨در نهايت شكل 
كند كه افزايش هر كدام سرعت دوراني و عبارت غير محلي نانو بيان مي

  گردد.از اين دو پارامتر موجب افزايش فركانس طبيعي اول مي

  

  
بر حسب سرعت دوراني و ضريب  طبيعي اول فركانس -٣شكل 

  شوندگي سطح مقطعباريك
  

  
طبيعي دوم بر حسب سرعت دوراني و ضريب  فركانس -٤شكل 

  شوندگي سطح مقطعباريك
  

  
طبيعي سوم بر حسب سرعت دوراني و ضريب  فركانس -٥شكل 

  شوندگي سطح مقطعباريك
  

  
ضريب حسب سرعت دوراني و  طبيعي اول بر فركانس -٦شكل 

 سختي بستر
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طبيعي اول بر حسب سرعت دوراني و شعاع  فركانس -٧شكل 

  بعدتوپي بي
  

  
غير عبارت طبيعي اول بر حسب سرعت دوراني و  انسفرك -٨شكل 

  نانو محلي
  

   نتيجه گيري-٦
با سطح  دوار تيموشنكو تير نانو طبيعي هايفركانس مقاله اين در

 از معادلات حل جهت. آمد دستبهبر روي بستر الاستيك مقطع متغير 
 ذكر روش از گيريبهره با و شد استفاده ديفرانسيلي سازيمربع روش
 هايفركانس محاسبه براي. گرديد استخراج طبيعي هايفركانس شده

 شعاع تغييرات آن در كه شد گرفته نظر در مختلفي هايحالت طبيعي،
 هايعبارت، ، اينرسي دورانيبرشي شكل تغيير دوراني، سرعت توپي،

 با. گرفت قرار بررسي مورد و ضريب سختي بستر الاستيك نانو بعدبي
 بين قبولي قابل تطابق ديگر مقالات در شده ارائه مقادير با نتايج مقايسه

ي، دوران سرعت افزايش كه گرديد مشاهده همچنين. شد مشاهده آنها
 در افزايش به منجر توپي شعاع و بستر الاستيكضريب سختي 

 افزايش به منجر ضريب سطح مقطع در افزايش و طبيعي هايفركانس
افزايش همچنين با  .شودميو سوم  دوم فركانس كاهش و اول فركانس

- يابد ولي رفتار فركانسميافزايش فركانس اول ، در پارامتر غير محلي نانو

  بيني نيست.يشهاي دوم و سوم چندان قابل پ
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