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  چکیده

ندر دایروي چرخان با روش شبکه بولتزمن شبیه سازي شده است. رژیم جریان ناپایا دو بعدي در در سیال غیرنیوتنی گذرنده از سیل گرمادر مطالعه حاضر انتقال 

100	 Re= 20وPr= 8/1توانی (مدل هاي سیال غیرنیوتنی براي شاخص≤n≤4/0) 3) و سرعت هاي چرخشی بی بعد≤β≤0 .اثرات سرعت ) بررسی شده است

تناوبی، با - سطح میانگینسلت سطح و عدد نو میانگینسلت موضعی، نو سلتونگردابه، کانتور دما، سیلندر و شاخص توانی بر روي کانتور بعد بیچرخشی 

در  گرددتر میتر و پهنکشیدهبا تغییر خواص سیال از نیوتنی به سمت سیال غلیظ شونده برشی کانتور دما که  دهدمطالعه شده است. نتایج نشان می جزئیات،

دما پایا میدان بعد، میدان جریان و سرعت چرخشی بی نسبت با افزایش. شودمیمشاهده ی به رقیق شونده برشی عکس این روند حالیکه با تغییرخواص از نیوتن

 ،با افزایش خواص رقیق شونده برشی و ضخیم شونده برشی در سیالاتشود که باشد. دیده میشوند، که این روند براي سیالات نیوتنی و غیرنیوتنی مشابه میمی

آهنگ انتقال بعد با افزایش سرعت چرخشی بیدهد که نتایج نشان میهمچنین،  یابد.به ترتیب افزایش و کاهش میازسطح سیلندر دایروي  نگ انتقال گرماآه

	یابد. از سطح سیلندر کاهش میگرما 

  .چرخان دایروي سیلندر ،گرماروش شبکه بولتزمن، سیال غیرنیوتنی، انتقال  :کلیديهاي واژه

  

 

Simulation of Non-Newtonian Flow and Heat Transfer over a Rotating Circular 
Cylinder using Lattice Boltzmann Method 

 

K .Fallah Department of Mechanical Engineering, Sari Branch, Islamic Azad University, Mazandaran, Iran 

 
Abstract 
In the current study, the non-Newtonian flow over a cylinder is simulated using the lattice Boltzmann method. Two-dimensional 
unsteady flow at Re=100 and Pr=20 for different non-Newtonian power-law indices (0.4≤n≤1.8) and rotational ratios (0≤β≤3) is 
investigated. The effects of dimensionless rotational ratio and the power–law index on the vorticity contour, isotherm contour, local 
Nusselt number, average Nusselt number, periodic average Nusselt number and periodic-surface average Nusselt number are studied 
in detail. The results show that the fluid behavior changes from Newtonian to shear-thickening, the isotherms contour become 
elongated and wide, while the change in the liquid behavior from Newtonian to shear-thinning shows the reverse influence on the 
isotherm patterns. As dimensionless rotational ratio increases, the fluid and the thermal fields become steady. This behavior occurs 
in both Newtonian and non-Newtonian fluids. It is found that the increment of the shear-thinning and shear thickening of the fluid 
leads to the increase and decrease of heat transfer rate of circular cylinder surface, respectively. Results also show that the heat 
transfer rate of circular cylinder surface decreases with increasing of dimensionless rotational ratio.  

Keywords: Lattice Boltzmann Method, Non-Newtonian Fluid, Heat Transfer, Rotating Circular Cylinder. 

 

  قدمه م - 1

 ل سیلندرحو هاي جریان و انتقال گرماسی ویژگیرو بر مطالعه

 گرددمیبر نوزدهمداراي سابقه طولانی است و به قرن  ساکن و چرخان

توان در صنعت، کاربردهاي متعددي براي اینگونه اجسام می. ]1،2[

 گرمااز جمله کاربردهاي عملی براي جریان و انتقال  مشاهده نمود.

کن تماسی توان از سیلندرهاي خشکمیو چرخان حول سیلندر ساکن 

، جریان حول نساجی کاغذ سازي، ،غذایی، هاي شیمیائیینددر فرا

هاي هاي دریایی، پلهاي بلند، سازهها و سازهها، ساختماندودکش

و همچنین لوازم خنک کننده استوانه اي در ها ها، دکلمعلق، برج

ي ساکن و چرخان ها اگرچه استوانهصنعت شیشه و پلاستیک نام برد. 

حول آنها بسیار  گرماي دارند اما جریان وانتقال اپیکربندي نسبتاً ساده

ها مربوط به پدیده جدایی و وقوع عمده این پیچیدگیپیچیده است. 

 نیهم لیکه به دل باشد،ناحیه جدا شده میهاي گردابی در جریان

پایه اي و عملی همواره مورد توجه دانشمندان ومهندسان  يهاکاربرد

   .]7-3[ است مکانیک سیالات بوده

یی توسط پلر ها اکثر مطالعات آزمایشگاهی پیشین در چنین جریان

، انتقال آنها هاي انجام شده است. در آزمایش ]5-3[و همکارانش 

سیلندرهاي چرخان و گرم شده در جریان  بر رويجابجایی  گرماي

ي مرزي روي سطح سیلندر در ها متقاطع و همچنین در لایه

در آزمایش  ،]6[ شده است. اوزردومرینولدزهاي بحرانی اندازه گیري 

یک سیلندر چرخان  میانگینجابجایی  گرمايضرایب انتقال خود 

سلت وبین عدد ن ايرابطه ، اوبدست آورد. بر طبق نتایج آزمایشگاهی

. البته باید توجه داشت که نتایج استخراج نمودو عدد رینولدز  میانگین

ینولدز انجام شده اند و د راعداآزمایشگاهی فوق، براي بازه خاصی از 

هاي خاص براي قسمت گرمااینکه توانایی محاسبه مقادیر آنی انتقال 

تحلیلی براي محاسبه - یک مدل تقریبی ]7[کندوش  د.رنسیلندر را ندا

جابجایی بر روي سطح سیلندرهاي چرخان با دماي ثابت  گرمايال قانت

نمود. این رابطه فقط ارائه را است،  ثابت که در آن عدد رینولدز و پرانتل
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باشد، زیرا  میناشی از چرخش خالص سیلندر معتبر  گرمايبراي انتقال 

اثر جریان عمود بر سیلندر در نظر گرفته نشده است. یکی از  ،در آن

حول یک  گرماکارهاي برجسته در این زمینه، حل عددي انتقال 

ل . در این مد]8[سیلندر چرخان گرم شده با روش حجم محدود است 

  سازي نیز اثر جریان عمود بر سیلندر در نظر گرفته نشده است. 

بر روي غیرنیوتنی  سیالات گرمايجریان و انتقال  مسألهدر زمینه 

هاي چند کاربرد مطالعات بسیار اندکی صورت گرفته است. هر سیلندر

صنعتی فراوانی براي این نوع مسائل از جمله در تجهیزات پالایشی، 

قرار  1گاهیهاي تکیهیایی کاتالیزوري، طراحی سازههاي شیمراکتور

هاي رشته اي تقویت گرفته داخل سیالات غیرنیوتنی، تولید کامپوزیت

هاي اي مستغرق بکارگرفته شده در محیطاستوانه حسگرهاي و شده

  توان پیدا نمود. غیرنیوتنی می

-جریان هی به مطالعهاصورت آزمایشگه ب ]9،10[کولهو و پینهو 

. آنها سه بخش پرداختندي غیرنیوتنی عبوري از سیلندر دایروي ها

براي  توزیع فشار و عدد رینولدز گذرا ،ي جریانهامختلف در مورد رژیم

. سیویکومار و را مورد بررسی قرار دادند 2سیال رقیق شوندة برشی

بر روي عدد رینولدز  )n≤3/0≥8/1( توانیشاخص اثر  ]11[همکاران 

 ضریب ، عدد استروهال و)شوندناپایدار می ها گردابهن در آکه ( بحرانی

. باهاراتی و مورد مطالعه قرار دادندرا بصورت عددي  پسا یانگینم

جریان  ،ضمنی-با استفاده از روش حجم محدود شبه ]12[همکاران 

را مورد بررسی قرار وي ساکن پایا دو بعدي عبوري ازیک سیلندر دایر

 شاخصو ) 40Re5(ت عدد رینولدزاثرا به بررسی آنها دادند.

و همچنین پاتنانا  .پرداختندجریان  يبر روي الگو )2n6/0(توانی

 سیلندریک پایا غیرنیوتنی عبوري از روي ناجریان  ]13[ همکاران

 ازي نمودند.سشبیه  3با استفاده از نرم افزار فلوئنت ساکن را دایروي

 رینولدز عدد و )8/1n4/0( توانی شاخصآنها اثرات 

)140Re40( ي جریان مانند خطوط جریانهابر روي متغییر ،

مورد را  برا و پساالگوي ورتیسیته، توزیع فشار، عدد استروهال و ضرایب 

عددي بصورت  ]14[ . سیویکومار و همکارانقرار دادندبررسی بحث و 

عدد بازه براي  بیضويغیر نیوتنی عبوري از یک سیلندر  سیال جریان

 نسبت طول به عرض سیلندر بیضويو  40Re01/0دز رینول

را شبیه سازي  8/1n2/0 توانی شاخص در بازه 5 تا 2/0بین

، میدان جریان ]15[نویسندگان این مقاله در کار قبلی خود  .نمودند

نیوتنی عبوري از سیلندر دایروي در حال چرخش در عدد سیال غیر

ي ها در سرعت 8/1تا  4/0براي شاخص توانی بین  100رینولدز 

با استفاده از روش عددي شبکه  5/2چرخشی بی بعد بین صفر تا 

، گردابه'بر روي الگوي  ها راآنشبیه سازي نمودند و اثرات را بولتزمن 

همچنین،  تفصیل مورد بحث و بررسی قرار دادند.ه ب را براو  پساضرایب 

رنیوتنی در این سیالات غی گرمايمعدودي نیز در زمینه انتقال کارهاي 

و یا  ]18-16[افزارهاي تجاري مانند فلوئنت با استفاده از نرمزمینه 

 ]16[پاتنانا و همکاران انجام شده است.  ]19[محدود  اختلافروش 

غیر نیوتنی عبوري از  سیالجابجایی اجباري  گرمايخصوصیات انتقال 

شبیه  یک سیلندر دایروي ساکن را بصورت عددي با نرم افزار فلوئنت

و عدد پرانتل در  سازي نمودند. محدوده اعداد رینولدز، شاخص توانی

                                                           
1. Support Structures 
2. Shear-thinning 
3 Fluent 

در  100تا  1و  8/1تا  4/0، 140تا  40، به ترتیب، بین هامطالعات آن

جابجایی اجباري  گرمايانتقال  . باهاراتی و همکاران ه شدنظر گرفت

و  ]17[ سیال غیر نیوتنی مدل توانی عبوري از یک سیلندر بیضوي

مطالعه را در محدوده جریان پایا بصورت عددي  ]18[ندر دایروي سیل

، شاخص توانی )40Re01/0. آنها اثرات عدد رینولدز (نمودند

)8/1n2/0( عدد پرانتل  و)100Pr1(  نوسلتبر روي عدد را 

معادلات مومنتم و انرژي ، ]19[سوارز و فریرا . مورد مطالعه قرار دادند

براي سیال غیرنیوتنی عبوري از  گردابه-بع جریانرا در فرمولاسیون تا

یک سیلندر دایروي ساکن در جریان آزاد را بیان نمودند و با استفاده از 

محدود با دقت مرتبه دوم بمنظور مشخص نمودن ضرایب  اختلافروش 

و محلی معادلات را حل  میانگینپسا فشاري و اصطکاکی و نیز اعداد 

خود را براي جریان در حالت پایا  ها نمودند. آنها شبیه سازي

)40Re01/0(  و عدد پرانتل، بترتیب، که بازه شاخص توانی

8/1n2/0 100وPr1  کنند، انجام دادند.  میتغییر  

سازي جریان  روش شبکه بولتزمن براي شبیهدر سالهاي اخیر 

(به عنوان مثال کارهاي  به طور موفق به کار گرفته شده استنیوتنی 

، ]21[و همکاران  پوريمحمد، ]20[شده توسط نظري و رمضانی انجام 

، تقیلو و رحیمیان ]23[، بیجارچی و رحیمیان ]22[نظري و شکري 

. برخلاف )]26و15[، فلاح و همکاران ]25[، نعمتی و همکاران ]24[

مرسوم، روش شبکه بولتزمن بر  دینامیک سیالات محاسباتیي هاروش

ادله جنبشی مزوسکوپی استوار است که پایه مدل میکروسکوپی و مع

سازي مکانیک  را براي شبیه	مجموعه رفتار ذرات در یک سیستم

روش به علت ساده بودن  ینا	.گیردپیوسته از یک سیستم به کار می

	موضعی	ماهیت	دلیل	به و معمول يهاسخت افزار يآن رو یاده سازيپ

، اصلی این مدل زیبایی. باشدموازي سازي می	قابلیت	داراي	محاسبات

است. این روش به سرعت در حال گسترش و پیشرفت است سادگی آن 

هنوز با این روش مورد بررسی قرار  ي فیزیکیها از پدیده و بسیاري

هاي مساله حائز اهمیت در مورد جریاناز سویی دیگر،  نگرفته اند.

اري تواند باعث بروز ناپایدکه می باشدمی لزجتنی، ثابت نبودن غیرنیوت

روش شبکه با توجه به ماهیت جنبشی . اما ]27[ در فرآیند حل گردد

، توانایی محاسبه مستقیم نرخ برش محلی با دقت این روش بولتزمن، 

اولین محققانی بودند  ]29[ . آهارنو و رتمن]28[مرتبه دو را داراست 

هاي غیرنیوتنی با که توانایی روش شبکه بولتزمن در حل جریان

را نشان دادند. دقت روش شبکه بولتزمن براي  4مدل توانی استفاده از

 5شبیه سازي جریان سیالات غیر نیوتنی رقیق برشی و ضخیم شونده

 شبیهمورد بررسی قرار گرفته است.  ]28[توسط گابانلی و همکاران 

هاي غیرنیوتنی با مدل توانی با استفاده از روش شبکه سازي جریان

، زن هوا ]30[از جمله بوئک و همکاران  بولتزمن توسط چندین محقق

و هدایت و همکاران  ]32[، اشرفی زاده و بخشائی ]31[و همکارن 

  مورد ارزیابی قرار گرفته است. ]33[

هاي مایل همچنین اعمال شرایط مرزي سرعت و دما بر روي مرز 

این مقاله است. فیلیپوا و در  و منحنی بخش مهم دیگر شبیه سازي

استفاده از برونیابی خطی مدلی را براي اعمال شرایط  با ]34[ هانل

این مدل را بهبود  ]37-35[می و همکارانش  .دادندمرزي سرعت ارائه 

آن را نیز برطرف کردند. براي اعمال شرط  ايهو محدودیت ندبخشید

                                                           
4. Power-law Model 
5. Shear-thickening	
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براي اولین بار مدلی  ]38[ مرزي دما بر روي مرزهاي منحنی، یان و زو

دقت مرتبه دوم است و تطابق خوبی با نتایج  ارائه کردند که داراي

در این مطالعه، با استفاده از روش  عددي و آزمایشگاهی موجود دارد.

براي  ]36[ بولتزمن و با کمک مدل بهبود یافته می و همکارانششبکه 

براي اعمال شرط  ]38[اعمال شرط مرزي سرعت و مدل یان و زو 

سیال غیرنیوتنی  گرمايل انتقاجریان و سازي مرزي دما به شبیه

شایان ذکر .پردازیم. عبوري از روي سیلندر دایروي در حال چرخش می

و  مربعی مثل یهاتر از هندسهبه مراتب پیچیدهدایروي  هندسه که است

  . است مثلث

، در زمینه می توان نتیجه گرفت کهبا توجه به مطالب بیان شده، 

 گرما، مساله انتقال ر دایرويسیلندجریان سیالات غیرنیوتنی عبوري از 

کمتر مورد توجه  بخصوص در محدوده جریان ناپایا ها گونه جریاندر این

 اثر چرخش سیلندر بر روي انتقال گرماي و تا کنون قرار گرفته است

سیال غیرنیوتنی در محدوده ناپایا مورد بررسی قرار نگرفته است. 

ت چرخشی سیلندر در اثر پارامترهاي مختلف از جمله سرع بنابراین،

≥0/3بازه  � بر روي  n≤4/0≥8/1و شاخص توانی در بازه  0/0≥

سطح،  میانگینسلت نوسلت موضعی، نوکانتور گردابه، کانتور دما، 

در  تناوبی-سطح میانگینسلت وبی و عدد نوتنا میانگینسلت نو

100Re=  20وPr= انجام شده است.  

  

 روش عددي  -2

مسأله  که براي شبیه سازي روش شبکه بولتزمندر این بخش، 

	. شودمی، توضیح داده حاضر استفاده شده

  

  1گانهچند آسایشضریب با  روش شبکه بولتزمن -1- 2

	به	(که بولتزمن	شبکه	بعدي	دو	سرعتی	نه	مدلدر مقاله حاضر 

استفاده شده ، گانهچند آسایشضریب با  است	معروف D2Q9مدل 

	:]31[ باشد یم. شکل تکاملی این معدله بصورت زیر است

)1    (  1(x e , ) (x, ) (x, ) (x, )eq
a t t t t t t        

 
f f M S M f f  

,�)�که در آن  بوده و به  tو زمان  xبردارتابع توزیع در مکان  (�

	:]31[ صورت زیر است

)2  (  
0 1 2 3 4 5 6 7 8(x, ) , , , , , , , ,

T
t f f f f f f f f f   f  

در  eαنشانگر تابع توزیـع در راسـتاي بـردار سـرعت       αfکه در آن 

  .باشدبیانگر عملگر ترانهاده می ،Tو حرف  می باشد tو لحظه  xمکان 

 : ]15[ ، به قرار زیر استeα ، بردار سرعت گسسته،D2Q9در شبکه 

 

)3(  

(0,0)                                                      0

([cos[( 1) / 2],(sin[( 1) / 2])    1,2,3,4

2([cos[( 5) / 2 / 4],

(sin[( 5) / 2 / 4])                    5,6,7,8   
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e  

��، )2(همچنین در رابطه 
��(�, باشد می تابع توزیع تعادلی بیانگر 	(�

  :]31[ شودبیان میبصورت زیر به  که

)4(   
  

 
    

 

2 2

2 4 2
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2 2
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f eq u

w
c c c

e u e u  

، 4/9) برابـر  α=0( بـراي ذرات سـاکن   wα یوزنضرایب  در آن که

                                                           
1. Multiple-relaxation-time Lattice Boltzmann Equation 

. مـی باشـد   α=5, 6, 7, 8 بـراي  1/36و  α=1, 2, 3, 4بـراي   1/9

�همچنین  =
��

��
به ترتیـب   �∆و  �∆و  بوده سرعت پایه روي شبکه 

  اندازه شبکه و گام زمانی هستند. 

 و سرعت محلی ρ یمنتوم، چگالی جرمی محلودر فضاي گسسته م

	.]31[ شوندزیر محاسبه می مانند �

)5   (  
8

0

f 





   

)6  (  
8

0

1
f 

 

 u e  

��با 	برابراست	مدل	این	در	صوت	سرعت = c/√3.  

با ضریب  بولتزمن	شبکه	شده	گسسته	معادله فرآیند تکاملی

ي برخورد مرحله .کرد	بیان	توان می	مرحله	دو	در	را	گانهچند آسایش

	احتمال	توزیع	تابع	مرحله برخورد	). در8) و جابجایی (معادله 7(معادله 

	در	و	کنند می	برخورد	هم	به 	tزمان	در	شبکه	نقاط	روي	فرضی	ذرات

	به	مشخص	يهامسیر	در Δt  در فاصله زمانی	ذرات	شدن،	جاري	مرحله

به صورت زیر مراحل، عادلات این م .کنندمی	پیدا	انتقال	مجاور	نقاط

	:]31[ دنشومی بیان

  مرحله برخورد:

  

)7(  1(x, ) (x, ) [ (x, ) (x, )]eqf t f t t t

  M S R R  

  مرحله جابجایی:

)8(  (x+ , ) (x, )f e t t t f t  
    

M  بردارهاي باشد کهمی 9×9یک ماتریس مربعی f  وfeq ار 

� توسط = ���و  �� = به برداري در فضاي مومنتم  ����

	:]31[ باشد میکند و به قرار زیر میتبدیل 

  

)9(  

 
	
	:]31[ باشدماتریس قطري آرامش به قرار زیر می S همچنین و

)10(   0 1 2 3 4 5 6 7 8S diag s s s s s s s s s , , , , , , , ,  

 ،S0جرم ومومنتم قبل و بعـد از برخـورد، مقـادیر     پایستاريبدلیل 

S3 وS5   شـوند و   مـی صفر قرار دادهS1 ،S2، S4 و S6     2بـین صـفر تـا 

بهتر است که این مقـادیر بـراي پایـداري     ند انتخاب گردند، البته،توان می

 در مطالعـــه حاضـــر،. بهتـــر، کمـــی بیشـــتر از یـــک اختیـــار شـــوند

1/1S1=S2=S4=S6= همچنین مقـادیر  . انددر نظر گرفته شدهS7=S8 

بصـورت زیـر در ارتبـاط     یدینـامیک  لزجـت  با باید برابر باشند و به اجبار

 :]31[ هستند
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نیوتنی با نرخ برشی یا سیالات غیر یدینامیک لزجتاز آنجائیکه 

گرادیان سرعت رابطه دارد، بنابراین نرخ برش در هر نقطه باید محاسبه 

	: ]31[ شودگردد، که این عمل بوسیله تانسور نرخ کرنش مشخص می

)12(  
1

( )
2

u u         

 لزجتشبکه بولتزمن این است که تانسور یکی از مزایا روش 

گردد. تانسور نرخ سیالات غیر نیوتنی بصورت محلی نیز محاسبه می

گانه بصورت زیر کرنش در مدل شبکه بولتزمن با با ضریب آسایش چند

  ]:31باشد [می

)13(  

8

2
0

8

0

1

2

( ) [ ( , ) ( , )]

i i
iS

eq
ij j j

j

C t

f t f t
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 
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  






 -1

e e

M SM x x

	
  

   مدل توانی - 1 -1- 2

که نیوتنی ارائه شده است  براي سیالات غیر یي گوناگونها¬مدل

در محدوده خاصی از نرخ برش و تنش اعمال شده اولیه  آنها هر کدام از

به علت سادگی معادله کاربرد دارند. در این مقاله از مدل توانی 

براي شبیه سازي سیالات ساختاري و بازدهی مناسب این مدل، 

ت زیر بصورسیالات غیرنیوتنی  لزجتغیرنیوتنی استفاده شده است. 

  :]31[ باشدمی

)14(  
1

0

n
  


   

، شاخص مدل توانی و نرخ تغییر شکلبه ترتیب   ��و n، ̇� که

جزو خواص یک سیال غیر نیوتنی در   ��و nضریب سازگاري هستند. 

 باشند. بازه تغییرات شاخص مدل توانی بصورت¬می انیمدل تو

2<n<0 1باشد. میn= 1 نده سیال نیوتنی است و براينشان ده>n ،

 یابدتغییر شکل، افزایش میآهنگ نرخ افزایش لزجت ظاهري با افزایش 

برشی معروف  غلیظ شوندهیا  1که چنین سیالاتی به سیالات دیلانت

با افزایش نرخ تغییر نرخ افزایش لزجت ظاهري ، n>1 براي هستند.

ي را به عنوان سیالاتی با چنین رفتار .کاهش خواهد یافتشکل، 

  کنند.برشی معرفی میشونده یا رقیق  2سیالات شبه پلاستیک

با  )16) و (15روابط (کرنش بصورت  آهنگبرش با تانسور  آهنگ

	:]31[ شوندهم مرتبط می

)15(  
, 1

L

IID  
 

 


   

    

)16(  
IID   

  براي شبیه سازي دو بعدي است. =2L مقدار

مانگونه که بیان شد، به منظور شبیه سازي سیال غیرنیوتنی ه

کرنش، مقادیر برش در هر نقطه بایستی محاسبه  آهنگوابسته به 

) و اعمال 15تواند از تعریف معادله (کرنش می آهنگگردد. تانسور 

آید.  دست بههاي ماکروسکوپی روش اختلاف محدود روي سرعت

ي خاص روش شبکه بولتزمن، تانسور هاسویی دیگر با توجه به ویژگیزا

                                                           
1 Dilatant 
2 Pseudo Plastic 

) به صورت محلی و در 12تواند با استفاده از رابطه (نرخ کرنش می

	دست آید.زوسکوپی بمقیاس م

  

  گرماییروش شبکه بولتزمن  -2- 2

ــرعت    ــع س ــابع توزی ــل ت ــد از ح ــواص   )f( بع ــت آوردن خ و بدس

ماکروسکوپی چگالی و سرعت باید براي بدست آوردن توزیـع دمـا، تـابع    

اي  بیانگر احتمـال انـرژي گرمـایی ذره   g	 بدست آید. )g( توزیع احتمالی

باشد. تمـامی روابـط موجـود     می t در فضاي فاز در لحظه x در موقعیت

براي تابع توزیع سرعت، بجز چند مورد، براي تابع توزیع دما نیـز برقـرار   

  .است

بـه صـورت    گرمـا ي انتقال  ي بولتزمن براي معادله ي گسسته معادله

	:]38[ باشد زیر می

)17(  
1

. ( )eq

h

g
V g g g

t


   


    


 

	باشند. می گرمازمان آرامش انتقال  hτتابع توزیع تعادلی و  geq که

gα	   بیانگر احتمـال انـرژي ذره در زمـان t  در مکـان x    اسـت کـه داراي

تابع توزیع تعادلی متناظر با آن اسـت.   αgeqباشد و  می vαسرعتی برابر 

بـا موفقیـت در حـل مسـائل دوبعـدي       D2Q9عدي مدل نه سرعتی دوب

  گیرد. مورد استفاده قرار می گرماانتقال 

بـه شـکل زیـر     D2Q9بـراي شـبکه    گرماتابع توزیع تعادلی انتقال 

	:]38[ است

)18(  
 

 
  

 
2

1 3
( . )eqg T w

c

e u  

  :]38[باشد که دما به شکل زیر قابل محاسبه می

)19(  
8

0

T g


   

ي مومنتوم در دو مرحله  مانند معادلهرا ي گسسته شده  معادلهاین 

	:]38[ توان بیان کرد برخورد و جاري شدن می

)20(  
1

(x, ) (x, ) ( (x, ) (x, ))eq

h

g t g t g t g t   
    

  	

)21(  (x+ , ) (x, )g e t t t g t  
    	

در شبکه بولتزمن با ضریب پخـش   گرماپارامتر زمان تخفیف انتقال 

  :]38[ گردد مرتبط می

)22(  3 0.5h    

معنی است،  مانند لزجت، ضریب پخش منفی نیز از نظر فیزیکی بی

	.hτ < 5/0 لذا همواره داریم:

  

  نتایج عددي  - 3

اطراف غیر نیوتنی سیال  گرمايو انتقال  در این مقاله جریان سیال

د در حال چرخش واقع در جریان آزا دما ثابت و یک سیلندر دایروي

. دهنده هندسه مورد بررسی استنشان 1شکل بررسی شده است. 

بر روي یک  )∞T( دماي) و ∞Uیکنواخت ( جریان آزاد با پروفیل سرعت

در  ωکه با سرعت چرخشی  D) به قطر Twدایروي دما ثابت ( سیلندر

دماي سطح  کند. میجهت ساعتگرد در حال چرخش است، عبور 

براي اعمال ن مطالعه، باشد. در ایسیلندر بیشتر لز دماي جریان آزاد می

شرط مرزي سرعت و شرط مرزي دما بر روي سطح سیلندر در حال 
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استفاده شده است. در خروجی،  ]38[مدل یان و زو چرخش از مدل 

بکار برده  xهاي سرعت و دماي صفر در جهت شرط مرزي گرادیان

آزاد براي -شده است. براي مرزهاي بالا و پائین، شرط مرزي لغزش

بمنظور از  براي دما در نظر گرفته شده است. گرمایییق سرعت و عا

از مرزها به اندازه  فاصله مرکز سیلندربین بردن اثر مرزها بر روي حل، 

مرز بالا،  مرز ازکافی دور در نظر گرفته شده است. فاصله مرکز سیلندر 

و  D5 ،D5 ،D8پائین، ورودي و خروجی دامنه محاسباتی به ترتیب 

D17 اثر چرخش سیلندر در این مقاله . ]15[ ته شده استدر نظر گرف

نوسلت موضعی، بر روي کانتور گردابه، کانتور دما،  توانی شاخص و

 میانگینسلت تنلوبی و عدد نو میانگینسلت سطح، نو میانگینسلت نو

	.پرداخته شده است =20Prو  =100Reدر  تناوبی-سطح

	

 
 هندسه مورد بررسی -1 شکل

  

  اند:صورت زیر تعریف شدهبراي میدان جریان ب عدبهاي بیپارامتر
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 پسا وضریب  CDسرعت چرخشی بی بعد،  βزمان بی بعد،  *tکه 

CL  در روابط فوقباشد.  می براضریب ،ω، Fx و Fy ،سرعت  ،به ترتیب

   باشند. می yنیرو در جهت و  xنیرو در جهت چرخشی سیلندر، 

اعداد نوسلت موضعی،  پرانتل، محاسبه میدان دما، برايهمچمین 

 میانگینسلت و عدد نو وبیاتن میانگینسلت نو ،سطح میانگینسلت نو

  شوند:  میتعریف  )24رابطه (رتیب، بصورت تبه  ،تناوبی-سطح
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زاویه حول  �بردار یکه عمود بر سطح سیلندر و  rکه در آن 

لندر است که نقطه صفر آن جلوي سیلندر بوده و در جهت سی

 یابد. میپادساعتگرد افزایش 

  

  اعتبارسنجی -1- 3

ي بر روي راز آنجائیکه میدان جریان سیال نیوتنی و غیر نیوتی عبو

توسط نویسندگان این  یک سیلندر ساکن و در حال چرخش، با جزئیات

 اعتبار سنجیبه  نهات، ]15،26[مورد بررسی قرار گرفته است  مقاله

به منظور اطمینان از صحت نتایج . خواهیم پرداختگرماي گذرا انتقال 

) جریان 1سازي عددي حاضر، دو مسئله متفاوت شامل: حاصل از شبیه 

) جریان 2اي چرخان و سیال نیوتنی نامحدود از روي یک سیلندر دایره

فته شده در نظر گر ساکن سیال غیر نیوتنی از روي یک سیلندرداغ

	است.	شده	مقایسه	دیگر	است و با نتایج بدست آمده توسط محققان

  

جریان سیال نیوتنی نا محدود از روي یک  -1-1- 3

  چرخان ايهدایر سیلندر

اي مسأله جریان نیوتنی نا محدود از روي یک سیلندر دایره

 2شکل مورد بررسی قرار گرفته است.  ]38[چرخان توسط یان و زو 

 ]38[کانتورهاي دما مطالعه حاضر و نتایج عددي یان و زو مقایسه رشد 

را نشان ) =1nبراي سیال نیوتنی ( =5/0βو  =200Re= ،5/0Prبراي 

تطابق خوبی بین کانتورهاي  ،دهد میور که نتایج نشان طدهد. همان می

   دما و خطوط جریان وجود دارد.

t*=2 

  

t*=8 

  

t*=10 

  

t*=16 

  

  

عددي حاضر روش   ]38[ یان و زو 

و  =200Re= ،5/0Prبراي  درسیر تکاملی میدان سرعت  -2شکل 

5/0β=  

ب پسا، میانگین ضریب برا و عدد مقایسه میانگین ضری 1جدول 

	38[تناوبی مطالعه حاضر با نتایج یان و زو -سلت میانگین سطحنو

هاي در سرعت چرخشی =200Re= ،5/0Prبراي سیال نیوتنی براي ]

شود، نتایج دهد.  همانگونه که ملاحظه میبی بعد مختلف را نشان می

	38[حاضر مطابقت خوبی با نتایج یان و زو  دارد. همچنین، بمنظور ]

انتخاب شبکه محاسباتی مناسب و استقلال مقادیر محاسبه شده از 

�	0/1اندازه شبکه، چهار شبکه محاسباتی متفاوت براي  در نظر  =

مقایسه شده  1در جدول  ]38[یان و زو گرفته شده است و با نتایج 

، 900×300، 600×200چهار شبکه محاسباتی عبارتند از:  است.

. همانطور که پیداست، بیشترین تفاوت 1500×500و  1200×400

ب که از این مقادیر پیداست، تفاوت بین مقادیر میانگین ضری طور همان
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تناوبی بدست -سلت میانگین سطحب برا و عدد نوپسا، میانگین ضری

-گره به 1500×500گره با شبکه  1200×400آمده براي شبکه 

براي  1200×400باشند. بنابراین شبکه می 5/2و % 7/1، %6/1ترتیب %

  سازي کار حاضر استفاده شده است.شبیه

  

تناوبی -سلت میانگین سطحضریب پسا، ضریب برا و عدد نو  - 1جدول 

براي سیال نیوتنی در سرعت ] 38[نتایج یان و زو  ولعه حاضر مطا

  هاي بی بعد مختلفچرخشی

DC  
LC  Nu���� نویسندگان اندازه شبکه β 

587/1  2698/0-  495/6  مطالعه حاضر  1200×400 

1/0  
553/1  2669/0-  351/6  ---  

 38[یان و زو 

[ 

553/1  384/1-  439/6  400×1200  مطالعه حاضر 

5/0  
505/1  331/1-  237/6  ---  

 38[یان و زو 

[ 

478/1  809/2-  487/6  200×600  

 مطالعه حاضر

0/1  

432/1  771/2-  393/6  300×900  

394/1  774/2-  275/6  400×1200  

372/1  728/2-  123/6  500×1500  

349/1  699/2 -  060/6  
 38[یان و زو   ---

[ 

 

جریان سیال غیر نیوتنی از روي یک سیلندرداغ  -1-2- 3

  ساکن

سازي به منظور صحت سنجی معادلات اعمال شده جهت شبیه

سلت حل حاضر، مقادیر مربوط به عدد نو سیال غیرنیوتنی انتقال گرماي

با  2سطح در حالت پایا و ناپایا سیال غیر نیوتنی در جدول  میانگین

قایسه قرار گرفته است. مقایسه مقادیر کارهاي محققان پیشین مورد م

دهد که شبیه سازي حاضر نتایج قابل قبولی براي هز نشان می 2جدول 

دهد. شایان ذکر دو حالت پایا و ناپایا براي سیال غیرنیوتنی ارائه می

 1200×400 سازياست که دامنه محاسباتی مورد استفاده در این شبیه

  گره محاسباتی بوده است.

  

  ث و نتایجبح -2- 3

در این بخش، به بررسی جریان سیال غیرنیوتنی در اطراف سیلندر 

 شود. به عبارتی اثر دایروي ساکن و در حال چرخش پرداخته می

  بازه در سیلندر چرخشی سرعت جمله از مختلف پارامترهاي

  

نیوتنی پایا غیرسیال  تناوبی-سطح میانگینسلت مقایسه نو -2جدول 

  پیشین هاي مطالعه و سیلندر ساکنبر روي  گذراي گرماو 

������ 
  نویسندگان

4/0n= 8/0n= 4/1n= 

3997/4  1263/4  4541/3  مطالعه حاضر 
40=Re  

0/1Pr=  
3674/4  ----- 4216/3  ] 16[ پاتنانا و همکاران 

----- 992/3  325/3   ] 18[بهارتی و همکاران  

3184/8  ----- 8968/8   Re=120 مطالعه حاضر 

0/1Pr=  1964/8  ----- 8466/8  ] 16[ پاتنانا و همکاران 

  

0/3≤ �  بر روي n≤4/0≥8/1 و شاخص توانی در بازه 0/0≥

سلت بر سطح، توزیع نو میانگینسلت عدد نوکانتور گردابه، کانتور دما، 

سلت و نو سلت نسبت به گام زمانیتوزیع نو ر،سیلندسطح روي 

  شود.  میته پرداخ =0/1Prو  =100Reدر  تناوبی- سطح میانگین

  

  کانتور گردابه و کانتور دما -3-2-1

گردابه (در کانتور گردابه خطوط بریده کانتور  5و  4، 3 يها شکل

دهند) و  میبریده مقادیر منفی و خطوط توپر مقادیر مثبت را نشان 

به ترتیب، براي سیال رقیق شونده  ،بر روي سطح سیلندردما کانتور 

)6/0n=) 1)، سیال نیوتنیn=( ) 6/1و سیال غلیظ شوندهn= ( در

را نشان ي چرخشی بی بعد مختلف ها در سرعت =*200tزمان بی بعد 

 در نتیجه زیاد بودن اطلاعات، بعضی از نتایج حذف شده اند.د. ندهمی

کانتور دما بر روي کانتور گردابه و الگوي  دهند که مینشان  ها این شکل

شی و سیال غلیظ شونده براي سیال رقیق شونده بر دایروي سیلندر

در حالتیکه سیلندر برشی، از نظر کیفی شبیه به سیال نیوتنی است. 

 هايگردابهالف)، -5الف و -4الف، -3ي ها دایروي ساکن است (شکل

مثبت و منفی بطور متناوب و متقارن از سطح سیلندر جدا شده و به 

اصلی ، از آنجائیکه عامل همچنین شوند.پائین دست جریان جاري می

رود که کانتور  میهستند، پس انتظار  ها ي انرژي گردابهها انتقال توده

همچنین، با تغییر خواص  دما و کانتور گردابه داراي انطباق باشند.

کانتور ) <1nسیال از نیوتنی به سمت سیال غلیظ شونده برشی (

با گردد در حالیکه  تر می تر و پهن گرادبه و کانتور دما کشیده

) عکس این روند >1nص از نیوتنی به رقیق شونده برشی (تغییرخوا

 رقیق شوندهعلت این امر این است که لزجت سیال . گرددمی مشاهده

-برشی با افزایش آهنگ تغییر شکل، مقاومت کمتري از خود نشان می

با افزایش آهنگ تغییر  ولی لزجت سیال غلیظ شونده برشی دهند

شوند کانتور دهند و باعث میمیشکل، از حود مقاومت بیشتري نشان 

کانتور گرادبه و ، طول ترتیببدین  گردابه بزرگتر و کشیده تر گردند.

به میزان زیادي به رفتار  ایجاد شده در پشت سیلندر کانتور دما

توانی نقش بسزایی در  سیال بستگی دارد و اندیس شاخص غیرنیوتنی

یوتنی در حضور هاي ناپایاي سیالات غیرنپدیده جدایش در جریان

آید، بر می ها چنانچه از شکل ،همچنین نماید.ور ایفا میجسم غوطه

جاري شدن گردابه شده و از وقوع  ها گردابهباعث فرونشاندن  βافزایش 

که این  ،شوند میدما پایا میدان و میدان جریان و  کند میجلوگیري 

ي مشابه وانی از روندسیالات نیوتنی و غیرنیوتنی مدل تروند براي 

دلیل این امر این است که با افزایش سرعت چرخشی  د.کنپیروي می

چرخد، سرعت در سطح بالایی  میکه در جهت ساعتگرد سیلندر 

یابد در حالیکه  میجهت بودن با جریان اصلی افزایش سیلندر بدلیل هم

سرعت در بخش پائینی سیلندر بدلیل اینکه خلاف جهت جریان اصلی 

شود که خطوط همدما در  مییابد. این امر سبب  میباشد، کاهش  می

بخش بالایی سیلندر نسبت به بخش پائینی آن متراکم تر گردد. در 

نتیجه، ضخامت لایه مرزي بر روي سطح بالایی سیلندر نسبت به سطح 

ي چرخشی ها تا اینکه در نهایت در سرعت شود میپائیینی آن نازکتر 

  آورد. میت بعمل بالاتر از جاري شدن گردابه ممانع
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	=0/0βالف) 

  
	=0/1βب) 

  
	=0/2βپ) 

  
 =0/3βت) 

در دایروي بر روي سیلندر ) راست) و دما (چپکانتور گردابه ( -3شکل 

در  =6/0nشاخص توانی براي ي چرخشی بی بعد مختلف ها سرعت

 .=20Prو  =100Reدر  =*200t زمان بی بعد

  

  
 =0/0βالف) 

  
 =0/1βب) 

  
 =0/2βپ) 

  
 =0/3βت) 

کانتور گردابه (چپ) و دما (راست) بر روي سیلندر دایروي در  -4شکل 

در زمان  =0/1nهاي چرخشی بی بعد مختلف براي شاخص توانی  سرعت

  .=20Prو  =100Reدر  =*200tبی بعد 

 

  
  الف)

  
  ب)

  
  پ)

  
  ت)

یلندر دایروي در کانتور گردابه (چپ) و دما (راست) بر روي س -5شکل 

در  =6/1nهاي چرخشی بی بعد مختلف براي شاخص توانی  سرعت

 =20Prو  =100Reدر  =*200tزمان بی بعد 

  

 میانگینسلت اعداد نوسلت موضعی، نوتغییرات  -3-2-2

 میـانگین سـلت  تناوبی و عـدد نو  میانگینسلت سطح، نو

  تناوبی-سطح

لت وسعی، نسلت موضن بخش، به بررسی تغییرات اعداد نودر ای

 تناوبی-سطح میانگینسلت و نو وبیتنا میانگینسلت سطح، نو میانگین

  .پرداخته شده است

سلت موضعی بر روي سطح سیلندر در تغییرات عدد نو 6شکل 

100Re=  20وPr= الف تغییرات عدد - 6دهد. شکل را نشان می

-سلت موضعی بر روي سطح سیلندر براي سیلندر ساکن در شاخصنو

ي حالتیکه که سیلندر ساکن دهد. برامختلف را نشان می توانی هاي

و دو  180max=θ ̊در  بیشینهسلت موضعی داراي یک نقطه است، نو

است که حاکی از  310min2≈θ ̊و  50min1≈θ ̊برابر، حوالی  کمینهنقطه 

 کمینهو  بیشینهباشد. این مقادیر  می θ=180 ̊تقارن کامل نسبت به 

ضخامت لایه مرزي بیشینه و کمینه یل وجود سلت به ترتیب بدلعدد نو

د. این شکل نشان دهنده این امر است که با تغییر نباشحرارتی می

مقدار  ی،خواص سیال از نیوتنی به سمت سیال رقیق شونده برش

Nu����
����

در حالیکه با تغییر خواص از نیوتنی به  یابدافزایش می 

����Nuبراي  غلیظ شونده برشی عکس این روند را
����

- میمشاهده  

سلت ، تغییرات عدد نوندر. همچنین براي بررسی اثر چرخش سیلشود

هاي چرخشی مختلف براي  موضعی بر روي سطح سیلندر در سرعت

چنانچه از . ب رسم شده است-6در شکل  )=4/1nسیال غلیظ شونده (

ر، عدد سرعت زاویه اي سطح سیلندآید، با افزایش ب بر می-6شکل 

گردد: دستخوش تغییرات بدین صورت می موضعیسلت نو

����Nuو ت)  310min2>θ̊، پ) 50min1>θ̊، ب) 180max>θ̊الف) 
����

 

  یابد.با افزایش سرعت چرخشی کاهش می
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  الف)

  
  ب)

الف) : سلت موضعی بر روي سطح سیلندرتغییرات عدد نو -6شکل 

ي ها ب) در سرعتنی مختلف و ندر ساکن در شاخص توابراي سیل

  .=4/1nچرخشی مختلف براي شاخص توانی 

سلت میانگین تناوبی بر روي سطح تغییرات عدد نو 7شکل 

سلت دهد. تغییرات عدد نونشان میرا  =20Prو  =100Reسیلندر در 

میانگین تناوبی بر روي سطح سیلندر ساکن براي سه نوع سیال نیوتنی، 

الف -7شی و ضخیم شونده برشی در شکل غیرنیوتنی رقیق شونده بر

هاي ل مشخص است در زمانرسم شده است. همانگونه که از این شک

سلت میانگین تناوبی رفتاري غیر پریودیک دارند در حالی که کم عدد نو

هاي کافی (این زمان بسته به نوع سیال) به حالت بعد از گذشت زمان

توانی، زمان تناوب نیز  آیند و با افزایش شاخص مدلپریودیک در می

سلت میانگین تناوبی بر روي یابد. همچنین تغییرات عدد نوش میافزای

ب رسم -7در شکل  )=4/1nسطح سیلندر براي سیال غلیظ شونده (

شود، با افزایش سرعت  شده است. همانطور که در این شکل دیده می

  گردد. چرخشی سیلندر جریان پایا می

  

  
 الف)

 ب)

بر روي سطح سیلندر:  تناوبی میانگینسلت عدد نو تغییرات -7شکل 

ي ها الف) براي سیلندر ساکن در شاخص توانی مختلف و ب) در سرعت

  .=4/1nچرخشی مختلف براي شاخص توانی 

  

تر اثر تغییر شاخص توانی در مطالعه حاضر به منظور بررسی دقیق

، 8لندر، شکل طح سیاز س گرماو چرخش سیلندر بر روي میزان انتقال 

تناوبی بر حسب سرعت چرخشی -سلت میانگین سطحتغییرات عدد نو

براي سه نوع سیال نیوتنی، غیرنیوتنی رقیق شونده برشی و ضخیم 

 دردهد. همانگونه که را نشان می =20Prو  =100Reشونده برشی در 

، براي سرعت چرخشی ثابت، با تغییر خواص شوددیده می 8شکل 

سلت میانگین سمت سیال رقیق شونده برشی عدد نو بهسیال از نیوتنی 

به در حالیکه با تغییر خواص از نیوتنی  یابدمیافزایش تناوبی -سطح

. بنابراین سیالات گرددمیمشاهده  غلیظ شونده برشی عکس این روند

تر باعث افزایش انتقال رقیق شونده برشی به جهت ویسکوزیته پایین

رود، افزایش خواص همانگونه که انتظار میشوند و از سیلندر می گرما

خواهد شد. همچنین  گرماغلیظ شونده برشی باعث کاهش انتقال 

سلت ي تمام مقادیر شاخص توانی، عدد نوگردد که برا مشاهده می

تناوبی با افزایش سرعت چرخشی بی بعد، کاهش -میانگین سطح

  یابد. می
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بر روي سطح وبی تنا-سطح میانگینسلت تغییرات عدد نو -8شکل 

  هاي توانی مختلفدر شاخص سیلندر نسبت به سرعت چرخشی بی بعد

  

  گیرينتیجه - 4

انتقال  بمنظور مطالعه روش شبکه بولتزمناز  ،قیتحق نیدر ا

غیر نیوتنی عبوري از سیلندر دایروي دو بعدي سیال ناپایا  گرماي

سیال 	رفتاربراي بررسی  و شد استفاده و در حال چرخش ساکن

حرارتی جریان سیال خواص . کار گرفته شدبمدل توانی  ،نیوتنیغیر

و  β≤0/0≥0/3هاي چرخشی بی بعد غیرنیوتنی در محدوده سرعت

شبیه سازي  =20Prو  =100Reدر  n≤4/0≥8/1 توانی يها شاخص

  توان خلاصه نمود:بصورت زیر میرا نتایج عددي مطالعه حاضر  شد.

ا بر روي سیلندر دایروي ، الگوي کانتور گردابه و کانتور دم -1

براي سیال رقیق شونده برشی و سیال غلیظ شونده برشی، 

از نظر کیفی شبیه به سیال نیوتنی است. در حالتیکه 

هاي مثبت و منفی بطور سیلندر دایروي ساکن است، گردابه

متناوب و متقارن از سطح سیلندر جدا شده و به پائین 

خواص سیال از شوند و با تغییر دست جریان جاري می

کانتور ) <1nنیوتنی به سمت سیال غلیظ شونده برشی (

در حالیکه  گردد تر می تر و پهن کشیدهگرادبه و کانتور دما 

) >1nبا تغییرخواص از نیوتنی به رقیق شونده برشی (

 ها . همچنین، چنانچه از شکلمشاهده شدعکس این روند 

شده و از  ها باعث فرونشاندن گردابه βآید، افزایش بر می

کند و میدان جریان  میوقوع جاري شدن گردابه جلوگیري 

شوند، که این روند براي سیالات نیوتنی  میدما پایا  میدان و

	کنند. و غیرنیوتنی مدل توانی از روندي مشابه پیروي می

نیوتنی، سیال سه نوع سیال  سلت موضعی برايعدد نو -2

براي  برشی غیرنیوتنی رقیق شونده برشی و ضخیم شونده

داراي  θ=180	̊نسبت به حالتیکه که سیلندر ساکن است 

با افزایش سرعت زاویه اي سطح سیلندر، باشد. تقارن می

رود و مقدار سلت موضعی از بین میرن عدد نوتقا

Nu����
����

����Nuکاهش یافته و مکان  
����

اي به زاویه 

  شود.جابجا می 180̊بزرگتر از 

براي سرعت چرخشی  تناوبی-سطح میانگینسلت نوعدد  -3

ثابت، با تغییر خواص سیال از نیوتنی به سمت سیال رقیق 

یابد در حالیکه با تغییر خواص از شونده برشی افزایش می

-میغلیظ شونده برشی عکس این روند مشاهده  نیوتنی به

گردد که براي تمام مقادیر  می. همچنین مشاهده شود

با افزایش  تناوبی-سطح میانگینسلت ود نعدشاخص توانی، 

	یابد. میسرعت چرخشی بی بعد، کاهش 

	

 تقدیر و تشکر -5

د حآزاد اسلامی وا ین مقاله حاصل طرح تحقیقاتی مصوب دانشگاها

	اجرا ساريآزاد اسلامی واحد  دانشگاه مالی که با حمایت باشدساري می

  .شده است
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