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  ناپذیر  تراکم اي لایهناپایاي   سازي جریان کاستۀ تجزیه متعامد بهینه جهت شبیه اصلاح مدل رتبه

 با جایگزینی عبارت فشار بر حسب مودهاي میدان سرعت

  

  ، قم، ایراندانشگاه قـم ،دینامیک سیالات محاسباتی، بخش مهندسی مکانیکاستادیار، آزمایشگاه پژوهشی    محمدکاظم مؤیدي

  

 چکیده

است.  ناپذیر استفاده شده سازي میدان جریان ناپایاي تراکم کاستۀ جهت شبیه در این پژوهش از روش تجزیه متعامد بهینه به منظور توسعۀ یک الگوي رتبه

با   کنند. معمولا این الگو کاسته ایجاد می تر، یک سامانۀ دینامیکی رتبه تصویرسازي در راستاي مودهاي پرانرژيمعادلات حاکم بر دینامیک جریان پس از 

عبارت فشار در معادلۀ اندازه حرکت از اهمیت خاصی در صحت و پایداري الگوي حاصل برخوردار   سازي هاي میدان سرعت ایجاد شده لذا مدل گیري از نمایه بهره

وي و روند براي این منظور وجود دارد که یکی مبتنی بر حذف عبارت فشار با وجود شرایط مرزي همگن و دیگري جایگزین نمودن عبارت فشار به نحباشد. د می

رایب مودال میدان گیري از ض صورت مستقیم و بهره هاي فشار به کار رفته، استفاده از نمایه باشد. روشی که دراین پژوهش به شایسته در معادلۀ اندازه حرکت می

اند. از آنجا که تنها  هاي حاصل از حل عددي مستقیم مقایسه شده سازي کاستۀ پیشنهادي با شبیه باشد. نتایج حاصل از الگو رتبه سرعت براي میدان فشار می

هاي حل عددي مستقیم  طور کامل بر داده حاصل به کاسته کاستۀ عدم جایگزینی عبارت فشار نیست، لذا پاسخ الگو دینامیکی رتبه هاي رتبه دلیل ناپایداري الگو

  باشد. کاستۀ کلاسیک از دقت بالاتري برخوردار می هاي رتبه منطبق نشده ولی در مقایسه با الگو

 .کاسته، مودهاي فشار، تصویرسازي گالرکین ناپذیر، جریان ناپایا، روش تجزیه متعامد بهینه، الگوي رتبه جریان تراکم :کلیدي هاي واژه

 
Calibration of Reduced Order POD Model of Unsteady Incompressible Laminar Flow 

Using Pressure Representation as a Function of Velocity Field Modes  
  

 CFD Research Laboratory, Department of Mechanical Engineering, University of Qom, Qom, Iran M. K. Moayyedi 

  

Abstract 
In this study, the proper orthogonal decomposition has been used to develop a reduced order model of the unsteady incompressible 
flows. After projection of governing equations along high level energy modes, a low-dimensional dynamical system is constructed. 
Usually, this model is developed using velocity field modes therefore pressure term representation in momentum equation will have 
an important role for stability and accuracy of outcome reduced order model. Two approaches are available for pressure term 
deputation, the first is based on elimination of pressure term due to homogenous condition on control volume boundaries and the 
second used appropriately method for pressure term representation in momentum equation. The method, which is used in this 
research, is based on using pressure snapshots and velocity field modal coefficients for calculation pressure field modes. The 
obtained results from proposed model have been compared with related DNS results. Because the instability behavior of reduced 
order model is not only related to pressure term modeling therefore response of low-dimensional dynamical system is not exactly 
verified with DNS data. But the outcome results from proposed model have higher accuracy than classic reduced order models. 

Keywords: Incompressible Flow, Unsteady Flow, Proper Orthogonal Decomposition, Reduced Order Model, Pressure Modes, 
Galerkin Projection. 

  

  مقدمه - 1

اي شـامل توسـعه    روش تجزیه متعامد بهینـه کاربردهـاي گسـترده         

هـا و سـاختارها    دادهکاسته، پـردازش تصـاویر و بازسـازي     هاي رتبه مدل

تواننـد  دارد. این روش با محاسبۀ یک مجموعه از بردارهاي پایه کـه مـی  

انرژي سیستم را تسخیر کننـد، آعـاز شـده و در صـورت      ساختارهاي پر

انتقال معادلات حاکم به فضاي برداري تشـکیل شـده از ایـن بردارهـاي     

کمتري و با دقتی توان دینامیک حاکم بر میدان را با تعداد ابعاد  پایه می

  .مناسب بازسازي نمود

در یک تعریف کلی، روش تجزیه متعامد بهینه یک دستگاه مختصات     

nهـاي مختصـات    کند که نسبت به همه دستگاه بعدي متعامد ایجاد می

نمایـه از میـدانی مفـروض     متعامد دیگري که براي توصـیف یـک دسـته   

کنـد.   تـري را ارائـه مـی   توانند مورد استفاده قـرار گیرنـد، تقریـب به    می

دینــامیکی بــا ابعــاد بــالا را بــا الگــویی   هــاي تــوان ســامانه بنــابراین مــی

کاسته توصیف کرد که مدل حاصل بـا تعـداد محـدودي از جمـلات      رتبه

ــه باشــد.    ــا بهین ــرژي موجــود در موده ــت ان ــدگاه بازیاف ــوم و از دی معل

انجام آن را هاي اي بر روش تجزیه متعامد بهینه و تشریح روش تاریخچه

]. ایـن روش ابتـدا   1طور کامل در مقالۀ اسـمیت پیـدا کـرد [    توان به می

لـوو  و سـپس  کوسـامبی  بـه عنـوان روشـی جهـت         - توسط کارهونن

هاي آماري کـه داراي نـوعی الگـو    تحلیل داده
١

]. 2بودنـد مطـرح شـد[    

تـوان   لاملی پیشنهاد کرد که از روش تجزیـه متعامـد بهینـه مـی    سپس 

هاي آشفته استفاده  در جریان 2بزرگمقیاس براي استخراج ساختارهاي 

تـدریج کاربردهـاي روش    ه]. لیکن در اواخر دهه هشتاد میلادي ب3کرد[

 ویـژه بـا مطـرح شـدن روش نمایـه توسـط       بـه  و تجزیه متعامـد بهینـه  

                                                           
1 Pattern 
2 Large scale 
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عنوان ابزاري کارآمد براي ایجـاد   ، این روش به]4[افزونی یافتسیرویش 

هـایی از   اي که داده هاي دینامیکی پیچیده  کاسته از سامانه هاي رتبه مدل

  هاي عددي مستقیم دارند، مورد توجه قرار گرفت. تجربه و یا حل

هاي  کاستۀ جریان سازي رتبه استفاده از این روش به منظور مدل

مورد توجه بسیاري قرار  دهۀ اخیرکامل بقاء، در ناپایا، با تکیه بر قوانین 

است. از  ها وجود داشته لیکن مشکلاتی نیز در توسعۀ این مدل  گرفته،

 ،اند جمله مسائلی که بسیاري از کارهاي پژوهشی با آن مواجه بوده

بینی دقیق تغییرات زمانی میدان  ناتوانی سامانۀ دینامیکی در پیش

تواند ناشی از دلایلی از جمله نبودن  میباشد. این موضوع  جریان می

هاي تراکم  رابطۀ صریح بین میدان فشار و میدان سرعت (براي جریان

هاي میدان سرعت،  کاسته بر پایۀ مود ناپذیر) پس از بازسازي مدل رتبه

ها، دقّت پایین حل عددي و ناتوانی مدل  انتخاب نامناسب نمایه

که به نوعی   ي با اعداد موج بالاکاسته در کاهش سطح انرژي مودها رتبه

باشد. از اینرو  میدان هستند،  1کوچک مقیاسمعرف ساختارهاي 

کاستۀ مبتنی بر روش  هاي رتبه  هایی جهت افزایش دقـّت مدل روش

توان به روش فاویر  از جمله می  است. شده  تجزیه متعامد بهینه پیشنهاد

سازي و ترکیب آن با  نهاشاره کرد که با استفاده از حل یک مسالۀ بهی

معادلات حاکم به جوابهایی مناسبی دست یافت. همچنین با استفاده از 

پاسخ زمانی  2الحاقیسازي و یک مسئلۀ  حل همزمان مسئلۀ بهینه

تري دارند را  هاي دینامیکی حاکم بر مسائلی که فیزیک پیچیده سامانه

ه همگی بر ]. کاپلت از چند روش مختلف ک5تر بدست آورد[ نیز دقیق

سازي بودند به منظور بهبود پاسخ سامانۀ  اساس حل یک مسئلۀ بهینه

 ].6استفاده کرد[بعدي موردنظر  دینامیکی حاکم براي مسائل دو و سه

اصلاح به منظور افزایش دقـّت سامانۀ دینامیکی و به  جملهنوآك از یک 

شده در معادلۀ سامانۀ  فشار حذف جملهعنوان جایگزینی براي 

سازي براي  هاي بهینه گالتی نیز از روش ].7استفاده کرد[امیکی دین

کاسته به منظور استفاده در مسائل کنترل  هاي رتبه بهبود دقت مدل

مؤیدي و همکارانش با استفاده از یک حل یک ]. 8جریان بهره برد[

سازي و محاسبه ضرایب مربوط به عبارت خطی به بهبود مسئله بهینه

ناپذیر پرداختند. بینی رفتار جریان تراکمسته در پیشکانتایج مدل رتبه

- نتایج حاصل از پژوهش آنها حاکی از پایداري مناسب روش در پیش

بینی تغییرات زمانی ضرایب مودال سیستم دینامیکی میدان جریان 

سازي را پیشنهاد نهیقدم و همکارانش یک مدل به. ثابت]9[باشدمی

رت خطی سیستم دینامیکی و با حذف دادند که با محاسبۀ ضرایب عبا

داد. مدل سازي را افزایش میسرعت حل مسئله بهینه ،اثر کم جملات

ناپذیر استفاده شده و  نتایج سازي جریان تراکمیافته براي شبیهتوسعه

بینی دینامیک میدان جریان حاصل از آن دقت بالایی در پیش

شده را سازيکاستۀ بهینهو همکارانش مدل رتبه استانکیویژ. ]10[داشت

-با استفاده از روش الگوریتم ژنتیک توسعه دادند. این مدل براي شبیه

-ناپذیر بکار گرفته شد. براي افزایش دقت مدل رتبهتراکم سازي جریان

کاسته افزوده و با کاسته عبارات خطی و غیرخطی را به مدل رتبه

کوردیر و  ].11کردند[ استفاده از روش الگوریتم ژنتیک آنها را محاسبه

هاي پژوهشی را در خصوص بهبود دقت مدل 2009همکارانش در سال 

                                                           
1 Small Scales  
2 Adjoint  

 3سازي تیخونوفمنظمکاسته انجام داده و در آن با استفاده از روش رتبه

ناپذیر هاي تراکمبینی رفتار جریانها را در پیشعملکرد این مدل

گیري از این روش  هافزایش دادند. نتایج پژوهش آنها نشان داد که با بهر

کاسته، که بیشتر مربوط به اثرات مرتبط هاي رتبهمشکل ناپایداري مدل

شود، حل شده و پایداري بالاتري در رفتار خطی در مدل می جملهبا 

 PODاین پژوهش، از روش  در ].12شود[کاسته دیده می الگوي رتبه

ستفاده ناپذیر ا کاستۀ جریان ناپایاي تراکم سازي رتبه براي مدل

شده که  کاسته در نظر گرفته روش براي اصلاح مدل رتبه است. دو شده

در روش اول از اصلاح اثر وجود گرادیان فشار روي مرزهاي میدان و به 

شده و در روش دوم از ترکیب  فشار استفاده جملهمنظور جبران اثر 

سازي با  روش تجزیه متعامد بهینه همراه با حل یک مسئلۀ بهینه

استفاده از تکنیکی سریع و تقریبی مستقیم به منظور محاسبۀ ضرایب 

  ت.اس اصلاح بهره برده شده جمله

  

  نمایه - روش تجزیه متعامد بهینه  -2

صــورت تــوابعی از  را بــه 4لاملــی تعریفــی از ســاختارهاي متجــانس     

متغیرهاي مکانی ارائه کرد که بیشینه انرژي را دارا هستند بدین ترتیـب  

  کنند: زیر را بیشینه می عبارت این ساختارهاي متجانس

)1(  
 2(x, t), (x)

,
(x), (x)



 

u
 

,�) ،در این عبارت صـورت   بـه  L2 نمایشگر ضرب داخلی در فضاي  (�

  باشد: زیر می

 
  

 f ,g f g d



         

 
از یـک رابطـۀ جداسـازي زمـانی دیگـر      POD براي محاسبۀ توابع ویژة 

شود که ارتباطی مستقیم و نزدیک با روش نمایـۀ سـیرُویش    استفاده می

اسـتفاده   PODدارد و به عنـوان یـک روش جهـت محاسـبۀ مودهـاي      

تایی از nنمایه نیاز به یک دسته  -PODشود. براي استفاده از روش  می

هـا   بـوده کـه ایـن نمایـه     (�)��صـورت   هاي میدان اغتشاشی بـه  داده

هـاي متفـاوت یـا بـه ازاي تغییـر       سازي در زمان توانند از نتایج شبیه می

  آیند: پارامترهاي دیگر، به شکل زیر بدست 

)2(  ( ) ( , ).nn nx x u u           
 

  باشند: توابع ویژة ماتریس زیر می PODمودهاي 

)3(  *( , ) ( , ), ( , ) ,K x x x t x t  u u
 

در این پژوهش از روش تجزیۀ مقادیر تکـین جهـت حـل مسـألۀ مقـدار      

 PODطور کـه اشـاره شـد مودهـاي      است. همان ویژة فوق استفاده شده

  کنند: داراي خاصیت تعامد هستند، یعنی در رابطۀ زیر صدق می

)4(   
1

, .
0

i j
i j

i j
 

 
   

                                                           
3 Thikhonov Regularization 
4 Coherent Structures 
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  یافته با روش تجزیه کاسته توسعه مدل رتبه - 3

  گالرکین - متعامد بهینه

ناپذیر شامل معادلات  معادلات حاکم بر دینامیک جریان تراکم

بعد  پیوستگی و اندازه حرکت بوده که این معادلات در فرم برداري و بی

  باشند: بصورت زیر می

)۵(  
0,  u  

1 2( ) Re ( ).t p        u u u u  

ــه بردارهــاي ســرعت را مــی ــوان ب جمــع یــک بخــش  صــورت حاصــل ت

  نوشت: 1و یک بخش اغتشاشی شده زمانی گیري متوسط

)۶(   u u u  
) در معادلۀ پیوستگی و با این شرط کـه مودهـاي   6با جایگذاري رابطۀ (

معـادلات  ، ناپـذیر صـدق کننـد    تراکمجریان در معادلۀ پیوستگی جریان 

حرکـت کـاهش    ناپذیر به معادلات اندازه حاکم بر دینامیک جریان تراکم

صـورت یـک میـانگین از     هخواهد یافت. بخش متوسط میدان سـرعت ب ـ 

اغتشاشی بـا   جملهشده و  گرفته تغییرات زمانی بردارهاي سرعت در نظر

  شود: صورت زیر نوشته می به PODاستفاده از بسط مودهاي 

)7(  
1

( , ) ( ) ( ),
N

i i

i

x t x t


  u a
 

 

  طوریکه: به

  
( ) 0 ( )

( ) , ( )
0 ( ) ( )

u i
ii i

v i
i

x a t
x t

x b t





   
        
      

a




  

   

  تصویرسازي گالرکین و معادلۀ سیستم دینامیکی - 4

فضـاي   با تصویرسازي معادلات پیوسـتگی و انـدازه حرکـت در زیـر    

ــاي  ــش      PODموده ــادیر بخ ــانی مق ــتق زم ــه مش ــرض اینک ــا ف و ب

باشد، یک دسته معادلۀ دیفرانسیلی مرتبـۀ اول   گیري شده صفر  متوسط

شـده و   آید که سامانۀ دینـامیکی نامیـده    براي ضرایب مودال بدست می

  باشد: صورت زیر می معادلۀ آن به

)8(  0,
k

i j i
kij ki k

d
A B C

dt
   

a
a a a  

) به منظور محاسبۀ تغییرات زمانی ضرایب مودال حل شده تا 8معادلۀ (

) بکار 7براي بازسازي میدان جریان با استفاده از رابطۀ (ضرایب حاصل 

  روند.

  

   کاسته بازسازي سیستم دینامیکی رتبه -5

به منظور محاسبۀ تعداد مودهاي موردنیاز جهت ایجاد الگوي       

کاسته معیاري بر اساس اختلاف سطح انرژي مودهاي میدان  رتبه

). معیاري موردنظردر این پژوهش دستیابی 5است (شکل  استفاده شده

حاصل، تعداد   �N%  بوده که بر این اساس، 9/99به سطح انرژي 

   .]9[ دهد کاسته را نشان می مودهاي مناسب براي ایجاد مدل رتبه

  

                                                           
1 Fluctuation 

  کاسته ناپایداري مدل رتبه - 6

کاستۀ استاندارد، که از تصویرسـازي معـادلات انـدازه     هاي رتبه مدل

ناپذیر در راستاي مودهـاي میـدان جریـان حاصـل      تراکمحرکت جریان 

بینی تغییرات زمانی میـدان   شوند، ممکن است دقـّت بالایی در پیش می

عـدم  ، ماننـد ی تواند ناشی از دلایل ـ جریان نداشته باشند. این موضوع می

اي مستقیم بین میدان سرعت و فشـار و در نتیجـه تقریـب     وجود رابطه

ــرات  ــهحــذف اث شــده  دقــت نامناســب مودهــاي محاســبه  فشــار، جمل

ــودن( ــرعت)    برقرارنب ــدان س ــاي می ــط موده ــتگی توس ــۀ پیوس ، معادل

دقّـت پـایین    هاي ناشی از حذف مودهاي با اعداد مـوج بـالا، و   ناپایداري

نخواهند  برقرارطور کامل  هاي ورودي که در نتیجه معادلات بقاء به نمایه

و قابـل    ها پیشـنهاد شـده  هاي گوناگونی براي جبران این خطا روش د.بو

باشد. از جمله اصلاح روش محاسـبه مودهـاي میـدان، اصـلاح      طرح می

دینـامیکی و اسـتفاده از     فرضیات بکار رفته به منظـور توسـعۀ سیسـتم   

ساز به منظور اصـلاح خطـاي ناشـی از رفتـار سیسـتم       هاي جبران روش

  .]10دینامیکی[

  

  کاسته  بازسازي سیستم دینامیکی رتبه - 7

کاسته حاصل از تصویرسازي معادلات اندازه حرکت  هاي رتبه الگو

بینی دقیقی از  به دلایل مختلفی پیش PODدر راستاي مودهاي 

هاي مختلفی براي جبران این  دینامیک میدان جریان ندارند. روش

معادلۀ پیوستگی در  PODاست. اگر مودهاي  خطاها پیشنهاد شده

کاسته حذف  رتبه يعادلۀ الگوآنگاه اثر بقاي جرم در م ،نکنند صدق

فشار  جملهخواهد شد.  آنشده و این سبب بروز ناپایداري در پاسخ 

سازي معادلات اندازه حرکت و بر اساس تئوري گاوس به  پس از تصویر

  شکل زیر تجزیه خواهد شد:

)9(       , . , ,k k kp p p  
 

     

رل بخش اول اثـر تغییـرات میـدان فشـار در نقـاط داخلـی حجـم کنت ـ       

مفروض و عبـارت دوم اثـر توزیـع فشـار روي مرزهـاي میـدان جریـان        

باشد. اگـر مودهـاي میـدان جریـان بقـایی باشـند آنگـاه در معادلـۀ          می

  پیوستگی صدق کرده، بدین معنی که : 

)10(   . , 0,k p


 	

) حذف شده و نتیجه به شکل 9صورت عبارت اول در معادلۀ ( در این

  شد:زیر خواهد 

)11(     , ,k kp p 


   

تواند سبب  وجود شرایط مرزي همگن روي مرزهاي میدان جریان می 

است   حذف اثر عبارت سمت راست معادلۀ فوق شود. این بدین معنی

که یا مقدار فشار روي مرزهاي صفر بوده (فشار نسبی) و یا توزیع آن به 

) 11راست معادلۀ (ضرب داخلی عبارت سمت  نحوي است که حاصل

هاي فیزیکی و محاسباتی موجود در برخی  صفر شود. لیکن ویژگی

شده در خصوص عبارت  مسائل ممکن است سبب عدم احراز شرایط ذکر

فشار شده و در نتیجه این جمله از معادلۀ سیستم دینامیکی (ضرایب 

تواند به این دلیل باشد  میمطلب )) قابل حذف نیست. این 8معادلۀ (

که مودهاي جریان معادلۀ پیوستگی را ارضاء نکرده و یا توزیع فشار 

اي است که اثرات آن قابل صرفنظر  گونه روي مرزهاي میدان به

فشار به نحوي  جملهبایست  باشد. بنابراین در این شرایط می نمی



 

 
352 

ح
لا

ص
ا

 
ل

مد
 

به
رت

تۀ
اس

ک
 

یه
جز

ت
 

مد
عا

مت
 

نه
هی

ب
 

ت
جه

 
یه

شب
ي

از
س

 ...
 

دلات صورت بقاي موجود در معا محاسبه یا جایگزین شود، در غیر این

رفته و منجر به ایجاد ناپایداري در رفتار سیستم   اندازه حرکت از بین

روشی که در این پژوهش پیشنهاد  شود. دینامیکی حاکم بر مسئله می

شده اعمال اثر عبارت فشار بصورت مستقیم در معادلۀ سامانۀ دینامیکی 

  باشد: صورت زیر می هبر حسب ضرایب میدان سرعت ب

)12(  
1

( , ) ( ) ( ),
N

i i

i

p x t t x


  a
 

 

صورت زیر  ) به8کاسته (رابطۀ  در نتیجه معادلۀ سیستم دینامیکی رتبه

  شود: اصلاح می

)13(    0,
ki

k
pi j i

kij ki k

d
A B B C

dt
    

a
a a a  

��B،در رابطۀ فوق 
�

معادلۀ  که به هر دو بودهضریب اثر عبارت فشار  

  آید: اندازه حرکت اضافه شده و از روابط زیر بدست می

)14(  

, 0

0 ,
ki

i
k
u

p
i

k
v

x
B

y





                       
هاي ماتریس فوق مقدار عبارت فشار در معادلات  روشن است که آرایه

باشند. نکتۀ اساسی در  اندازه حرکت در راستاهاي افقی و عمودي می

بردن از بیان عبارت فشار بر  خصوص روش بکاررفته در این پژوهش بهره

 ارتباط) و ایجاد یک 13حسب ضرایب مودال میدان سرعت (رابطۀ 

ناپذیر  هاي جریان تراکم بین این دو کمیت مهم در میدانمستقیم 

باشد. ذکر این نکته ضروري است هر چند این روش دقت الگوي  می

دلیل  لیکن به دادهي کلاسیک افزایش  با الگو مقایسهکاسته را در  رتبه

هاي حاصل از  لذا داده استاي از خطاها ناشی از علل دیگري  اینکه پاره

  هاي حل عددي مستقیم ندارند. این الگو همگرایی کامل با داده

 

کاسته با استفاده از مدل خطی  اصلاح الگوي رتبه -8

  گذرا ساز جبران

شــده، علیــرغم بازســازي اثــر مودهــاي  کاســتۀ اصــلاح مــدل رتبــه

هاي ذاتی موجـود در ایـن    بقایی، به دلایل دیگري از جمله ناپایداري غیر

فشار روي مرزها، حـذف مودهـاي بـا     جملهها، جایگزین نشدن اثر  مدل

بینـی تغییـرات زمـانی     اعداد موج بالا و ...، باز هم دقـتّ بالایی در پـیش 

کاسـته   بینی زمانی مدل رتبـه  به منظور بهبود پیشمیدان جریان ندارد، 

صـورت زیـر بـه معادلـۀ سـامانۀ دینـامیکی اضـافه         خطـی بـه   جملهیک 

  شود: می

)15(    0,
ki

k
pi j i

kij ki ki k

d
A B B B C

dt
     

a
a a a  

شده و به منظور افزایش  نامیده  اصلاح جمله ،اضافه شدة فوق جمله

تواند مانند یک  می جملهرود. این  دقـّت سامانۀ دینامیکی بکار می

دینامیکی عمل کرده و اثرات  سیستمعبارت استهلاکی در معادلۀ 

که گاهی سامانۀ دینامیکی توانایی کاهش سطح  ،مودهاي پرانرژي را

تواند ناشی از این باشد  میموضوع کند. این  انرژي آنها را ندارد، کمتر 

و این  که سیستم دینامیکی به اندازة کافی داراي استهلاك نبوده

افزودگی در سطح انرژي مودها باعث واگرایی در پاسخ حاصل از مدل 

اصلاح همچون عبارت استهلاك مصنوعی  جملهشود. در این شرایط  می

شود که سیستم  در معادلۀ حاکم بر مدل عمل کرده و سبب می

  .]9[بینی کند دینامیکی رفتار واقعی مسئله را پیش

  

و محاسبۀ  کاسته جداسازي معادلۀ مدل رتبه -9

 ضرایب مدل

)) با 15)، (8کاسته (معادلۀ ( مشتقات وابسته به ضرایب مدل رتبه

گیري  روش تفاضل مرکزي مرتبه دوم محاسبه شده و براي انتگرال

اي  کوتاي چهار مرحله-دینامیکی، روش رانگ  زمانی معادلات سیستم

نشان است. مطالعه پیرامون گام زمانی  مرتبۀ چهارم صریح به کار رفته

شده براي  بکاررفته (مساوي با گام زمانی استفاده مقداردهد که  می

هاي ورودي) براي این مسئله به اندازة کافی کوچک بوده و  تولید نمایه

  دهد. سیستم دینامیکی رفتار پایداري را نشان می

  

  نتایج - 10

شـود. دو   در این قسمت به ارائه و بررسی نتـایج پـژوهش پرداختـه مـی    

در مسئلۀ اول معادلۀ برگرز لزج مورد  که بررسی قرار گرفتهمسئلۀ مورد 

ناپذیر ناپایا حـول یـک    جریان تراکمبه بررسی بحث بوده و مسئلۀ بعدي 

. بـه منظـور بررسـی    پـردازد  می 100شکل در عدد رینولدز  سیلندر مربع

هـاي حاصـل بـا نتـایج      کاسـته، داده  صحت نتایج حاصـل از مـدل رتبـه   

  .]13[اند یم مقایسه شدهسازي عددي مستق شبیه

  

  معادلۀ برگرز لزج  -10-1

تـایی از  100بعـدي یـک دسـته     براي تحلیل معادلۀ برگرز لزج یک

بـا   و هـاي مختلـف   سـرعت در زمـان   مقـادیر حل میدان جریـان شـامل   

است. براي تحلیل عددي ایـن   هاي زمانی مساوي در نظر گرفته شده گام

  مسئله معادلۀ برگرز لزج یک بعدي:

)16(  1 2( ) Re ( ), 0t x L       u u u u  

  با شرط اولیۀ:

)17(  ( , 0) sin( )x xu  

  ط مرزي:ایو شر

)18(  (0, ) ( , ) 0.3 sin( )t L t t  u u  

حل شده و نتـایج حاصـل بـراي یـک بـازة زمـانی        100در عدد رینولدز 

واحـد بـه عنـوان ورودي بـراي بازسـازي سیسـتم دینـامیکی         1معادل 

است. روشن است تفاوت اساسی معادلـۀ برگـرز    شدهکاسته استفاده  رتبه

استوکس عـدم وجـود عبـارت فشـار در ایـن رابطـه       -لزج و معادلۀ ناویر

کاسـته   رود دقت نتایج حاصل از مدل رتبـه  باشد. در نتیجه انتظار می می

اسـتوکس  -معادلۀ برگرز لزج در مقایسه با مدل مرتبط با معادلات نـاویر 

هـا، مسـئله مقـدار ویـژة      فاده از مـاتریس نمایـه  با است .بسیار بالاتر باشد

 1آینـد. شـکل    معادل حل شده و مقادیر و بردارهـاي ویـژه بدسـت مـی    

توزیع انرژي نسبی  2تر نشان داده که در شکل  توزیع چهار مود پرانرژي

  است.   آنها نمایش داده شده
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تر دسته نمایۀ حاصل از  توزیع چهار مود پرانرژي - 1شکل

  100حل معادلۀ برگرز لزج در عدد رینولدز 

  

تواننـد معیـار    مـود اول مـی   8شود  مشاهده می 2همانطور که در شکل 

در شـکل  کاسته را براي مسئله موردنظر ارضاء کنند.  بازسازي مدل رتبه

تـر)   مود پرانرژي 4تغییرات زمانی چهار ضریب مودال اول (مربوط به  3

شود. در ایـن شـکل    برگرز لزج مشاهده میکاسته معادلۀ  براي مدل رتبه

اي بین نتایج حاصل از مدل با نتایج حاصل از حـل دقیـق انجـام     مقایسه

  است.   شده

  

  
لۀ برگرز لزج دسته نمایه معاد PODانرژي نسبی مودهاي  -2شکل

  100در عدد رینولدز 

  

  

 

 
تر معادلۀ  تغییرات زمانی چهار ضریب مودال پر انرژي-3شکل

گیري از  ، خطوط پیوسته انتگرال100برگرز لزج در عدد رینولدز 

 سازي عددي مستقیم کاستۀ و نقاط حاصل از شبیه الگوي رتبه

  

شود نتایج مدل استاندارد از دقت  همانطور که در این شکل دیده می

هاي حاصل از حل دقیق برخوردار  بسیار بالایی در مقایسه با داده

عبارت فشار در معادلۀ برگرز لزج وجود نداشته  باشد. از آنجایی که می

استوکس که -رود مشکل مورد بحث در معادلۀ ناویر در نتیجه انتظار می

شدگی بین میدان سرعت و فشار است، در مدل مربوط به  همان جفت

شود نتایج حاصل از  این معادله ظاهر نشود. لذا همانطور که مشاهده می

هاي  مربوط به عبارت فشار با داده کاسته بدون اصلاحات مدل رتبه

  حل دقیق تطابق بسیار خوبی دارند. حاصل از

  

  شکل   جریان لزج ناپایا حول سیلندر مربع -10-2

ناپذیر (معادلۀ  مسئلۀ دوم بر اساس حل معادلات جریان سیال تراکم     

باشـد. یـک    می 100)) حول یک سیلندر مربع شکل در عدد رینولدز 6(

افقـی و   هـاي  میدان جریـان شـامل فشـار، مولفـه    تایی از حل 75دسته 

هـاي زمـانی مسـاوي، و در     هاي مختلف، با گـام  عمودي سرعت در زمان

است. در شکل  عنوان ورودي در نظر گرفته شده  یک بازة زمانی معین به

هاي فشار، مولفۀ افقـی و عمـودي سـرعت در     عضو از دسته نمایهسه  4

  است. این بازة زمانی یک سیکل   هاي زمانی مختلف نشان داده شده گام
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  مؤلفۀ افقی سرعت(ستون سمت چپ)، مؤلفۀ عمودي سرعت(ستون وسط) و میدان فشار(ستون سمت راست)  خطوط همتراز سه نمایه - 4شکل

  

   

    
  تر میدان مؤلفۀ افقی سرعت همتراز چهار مود پرانرژيخطوط  -5شکل

   

    
  تر میدان مؤلفۀ عمودي سرعت خطوط همتراز چهار مود پرانرژي -6شکل

  

  

نوسان کامل بوده که اندازة آن از نمودار تغییرات زمانی انـرژي جنبشـی   

آیـد. سـپس    ضریب بـرآ) بدسـت مـی   بعد (مانند  کل میدان یا ضرایب بی

دسـته نمایـۀ    مـده و آ  بدسـت ) 6(طبق رابطـۀ  مقادیر سرعت اغتشاشی 

) به منظور محاسبۀ مودهـاي جریـان اسـتفاده    7حاصل بر اساس رابطۀ (

شود. توابع ویژه و بردارهاي ویژه پس از حل یک مسئلۀ مقـدار ویـژه    می

متـراز چهـار   به ترتیب خطـوط ه  6و  5هاي  استخراج شده که در شکل

اسـت.   تر مؤلفۀ افقی و عمـودي سـرعت نمـایش داده شـده     مود پرانرژي

در سـاختار   ١دوگانیهمانطور که در این دو شکل نیز مشخص است یک 

مودهـاي میــدان ســرعت وجــود دیــده شــده کــه ناشــی از تقــارن آنهــا  

انرژي نسبی مودهاي جریان براي مولفۀ افقـی و   7. شکل ]10[باشد می

دهد. همـانطور کـه در ایـن شـکل مشـخص       عمودي سرعت را نشان می

است، براي هر دو مولفۀ سرعت تعـداد مودهـایی کـه سـهم بـالاتري در      

باشـد. ایـن    میزان انرژي کل میدان دارند، بسیار کمتر از کـل مودهـامی  

                                                           
1 Duality 

و با توجه به روش ارائه شـده   نمودار تصویر کنندة عدد سهم مودها بوده

شـود.   کاسته محاسبه مـی  تعداد مودهاي مورد نیاز براي ایجاد مدل رتبه

مودهاي اول تـا پـنجم    بعد) سطح(درصد) انرژي (در فرم بی 1در جدول 

شدن هر مود جدیـد آورده   مولفۀ افقی سرعت و انرژي کل به ازاي اضافه

مـود اول   2فاده از است. همانطور که مشـخص اسـت تنهـا بـا اسـت      شده

 3در حالی که   صد انرژي جنبشی کل سیستم تسخیر شده در 80تقریباً 

دهند. براي  درصد انرژي کل را تغییر می17مود باقیمانده تنها در حدود 

کاسـته جهـت    این مسئله شـش مـود بـه منظـور بازسـازي مـدل رتبـه       

 اسـت. سـپس بـا    سازي میدان جریان مـورد اسـتفاده قـرار گرفتـه     شبیه

گیري از   هاي فشار ضرایب مودال میدان سرعت و با بهره استفاده از نمایه

اسـت.   سازي مودهاي میدان فشار محاسـبه شـده   حل یک مسئلۀ کمینه

شـده   شده با روش تشریح خطوط همتراز مودهاي فشار محاسبه 8شکل 

شکل یک سیسـتم    کاسته به پس از بازسازي مدل رتبه دهد. را نشان می

هـاي اسـتاندارد و    ) بـراي مـدل  14) و (9ر اسـاس روابـط (  دینـامیکی ب ـ 

شده براي عبارت فشار و با استفاده از یک شرط اولیه که برابـر بـا    اصلاح

مقدار ضرایب مـودال در اولـین گـام زمـانی اسـت، پیشـروي زمـانی بـا         
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اي بـین تغییـرات زمـانی     مقایسـه  9گیرد. در شـکل  استفاده از انجام می

بر حسب سطح انرژي، براي مؤلفۀ افقی سـرعت   چهار ضریب مودال اول،

سـازي عـددي    در یک بازة زمانی معادل با یک نوسان کامل بـین شـبیه  

شده بـراي   کاستۀ اصلاح کاسته استاندارد و مدل رتبه مستقیم، مدل رتبه

اسـت. همـانطور کـه در شـکل مشـخص       عبارت فشار نمایش داده شـده 

شده براي عبـارت فشـار در    حکاستۀ اصلا است، نتایج حاصل از مدل رتبه

مقایسه با نتایج مدل اسـتاندارد از دقــتّ بـالاتري در مقایسـه بـا نتـایج       

تغییـرات زمـانی    10حاصل از حل عددي مستقیم برخوردار است. شـکل 

کـه    دهد چهار ضریب مودال اول براي مؤلفۀ عمودي سرعت را نشان می

عبـارت فشـار دقــتّ    کاستۀ اصلاح شده بـراي   نتایج حاصل از مدل رتبه

سازي میدان  کاستۀ استاندارد، براي شبیه بالاتري در مقایسه با مدل رتبه

تغییرات زمانی چهار ضـریب مـودال    11در شکل  دهد. جریان نمایش می

ــه   ــدل رتب ــۀ افقــی ســرعت حاصــل از م ــتۀ اصــلاح اول مؤلف شــده  کاس

ي شـده بـرا   کاسـتۀ اصـلاح   سازي شده) در مقایسه بـا مـدل رتبـه    (بهینه

است. همـانطور کـه مشـخص اسـت، نتـایج       عبارت فشار نشان داده شده

سازي شده) از دقـّت بسیار  کاستۀ اصلاح شده (بهینه حاصل از مدل رتبه

شـده بـراي    کاسـتۀ اصـلاح   بالاتري در قیاس با نتایج حاصل از مدل رتبه

عبـارت فشــار و در مقایسـه بــا نتـایج حاصــل از حـل عــددي مســتقیم     

اي بین تغییرات ضـرایب مـودال مؤلفـۀ عمـودي      مقایسهبرخوردار است. 

کاسـتۀ   شـده، مـدل رتبـه    کاستۀ بهینه سازي سرعت حاصل از مدل رتبه

شده براي عبارت فشار با نتایج حاصل از حل عـددي مسـتقیم در    اصلاح

واضح اسـت کـه نتـایج حاصـل از مـدل       است. شده نشان داده  12شکل 

سازي در مقایسه با نتایج حاصـل از   شده با روش بهینه کاستۀ اصلاح رتبه

  دهد. حل عددي مستقیم، دقت بسیار بالاي این مدل را نشان می

  

  

 تر مولفۀ افقی سرعت. پرانرژيمودهاي  بعدشده) (بیسطح انرژي -1جدول 

  5  4  3  2 1 شمارة مود

  %85/1  %65/7  %5/7  %5/40  %39 میزان انرژي جنبشی

  %5/96  %65/94  %87 %5/79  %39  انرژي جنبشی کل

  

  

  
  میدان سرعت PODانرژي نسبی مودهاي  -7شکل 

  

  

   

    
  تر میدان فشار خطوط همتراز چهار مود پرانرژي -8شکل
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گیري از الگوي  پیوسته انتگرال، خطوط xحرکت در راستاي  تر معادلۀ اندازه تغییرات زمانی چهار ضریب مودال پر انرژي-9 شکل

  سازي عددي مستقیم کاستۀ استاندارد و نقاط حاصل از شبیه چین الگوي رتبه شده با جایگزینی عبارت فشار، خط کاستۀ اصلاح  رتبه

  

  

  

 

  

  
گیري از  ، خطوط پیوسته انتگرالyحرکت در راستاي  تر معادلۀ اندازه تغییرات زمانی چهار ضریب مودال پر انرژي-10شکل

کاستۀ استاندارد و نقاط حاصل از  چین الگوي رتبه شده با جایگزینی عبارت فشار، خط کاستۀ اصلاح  الگوي رتبه

  سازي عددي مستقیم شبیه
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، خطوط yحرکت در راستاي  تر معادلۀ اندازه تغییرات زمانی چهار ضریب مودال پر انرژي-11شکل

چین الگوي  شده با جایگزینی عبارت فشار، خط کاستۀ اصلاح  گیري از الگوي رتبه پیوسته انتگرال

  سازي عددي مستقیم کاستۀ استاندارد و نقاط حاصل از شبیه رتبه

  

  

    
    

   
گیري از الگوي  ، خطوط پیوسته انتگرالyحرکت در راستاي  تر معادلۀ اندازه تغییرات زمانی چهار ضریب مودال پر انرژي-12شکل 

شده با جایگزینی عبارت فشار و نقاط حاصل  کاستۀ اصلاح  کاستۀ رتبه چین الگوي رتبه شده)، خطسازي  شده (بهینه کاستۀ اصلاح  رتبه

  سازي عددي مستقیم از شبیه
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  گیري نتیجه -11

 اهداف از مهندسی مسائل تحلیل در سریع هاي	روش از استفاده

 یکی کاسته رتبه هاي	مدل. باشد می حوزه این در طراحان و پژوهشگران

  هزینه کم و سریع مناسب، روشی عنوان به که است کارهایی راه از

 کاسته، رتبه الگوهاي کاربرد. است بوده پژوهشگران توجه مورد همواره

 یابند، می توسعه فیزیکی هاي پدیده بر حاکم بقاي معادلات اساس بر که

 ارائۀ به پژوهش، این. است یافته زیادي بسیار توسعۀ اخیر هاي سال در

 روش پایۀ بر توسعه یافته کاستۀ رتبه مدل اصلاح از جدید روش یک

 تصویرسازي با منظور بدین. است	پرداخته بهینه متعامد تجزیه

  .معادلات

، مدل PODحرکت خطی در فضاي مودهاي   بقاي جرم و اندازه

حذف آید. به منظور حاصل به صورت یک مسئلۀ مقدار اولیه بدست می

برقراري که سبب عدم ، اثر گرادیان فشار روي مرزهاي میدان جریان

 مربوطههاي شود، مودهاي فشار با بهرگیري از نمایهمی بقاي جرم قانون

د. عبارت نشوو با استفاده  از ضرایب مودال میدان سرعت محاسبه می

مرتبط با تغییرات فشار از معادله اندازه حرکت حذف نشده و به شکل 

شود. براي اصلاح اثر مودهاي بیان می آنرابطه جایگزین در  یک

غیربقایی در معادلۀ پیوستگی و میراکردن اثرات حذف مودهاي با اعداد 

است. از  خطی استفاده شده ساز)(جبران از یک عبارت اصلاح موج بالا

گیري در بازة زمانی کوتاه براي  شده به منظور انتگرال  دو روش تشریح

کور بهره گرفته شده که افزایش دقت نتایج و کاهش زمان مسئلۀ مذ

  . دهد سازي عددي مستقیم نشان می چشمگیري را در مقایسه با شبیه
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