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 چکيده 

بر اساس  ،در نظر گرفتن انتقال حرارت همرفتبا ی ته شده از مواد مدرج تابعشکل دوار ساخ یمخروط یهاپوسته کیترموالاست لیتحلدر این تحقیق، 

معادلات  ست.ا در نظر گرفته شدهی توان عیتوزقانون تابع و به دما  هصورت وابست بهپوسته  یقرار گرفته است. خواص ماد یمورد بررس تهیسیالاست یتئور

از استراتژی انتقال جهت تبدیل دامنه فیزیکی  بدین منظور اند.حل شده تفاضلات مربعی روش با و آمده دست به یبا استفاده از اصل کار مجازتعادل 

. ان داده شدنشای و دیسک دوار با مقایسه نتایج برای پوسته استوانهروش  دقتمقطع پوسته به دامنه محاسباتی روش تفاضلات مربعی استفاده گردید. 

ه پاسخ پوستبر  پارامتر توزیع توانی، وی، وابستگی خواص مادی به دما اهیسرعت زاو ،پوستهرأس  هیزاو ،مرفته انتقال حرارت بیضرافزایش دما، اثر 

ها در جداره یافته و مقدار بیشینه تنش شیافزابه شدت پاسخ  یهامولفه ت،انتقال حرار بیضرو  دما شیکه با افزا دهندینشان م جیاست. نتا شده یبررس

در اشد. بیم تیاهم زئحا اریبه دما بسخواص مادی  یدر نظر گرفتن وابستگ نانه،یواقع ب جیکه جهت حصول به نتا دی. مشخص گردباشدداخلی مخزن می

رأس  هیزاو شیبا افزاها بیشتر از مقدار واقعی محاسبه شده و موجب طرح غیر بهینه خواهد گردید. که وابستگی به دما درنظر گرفته نشود، تنشحالتی

 عیپارامتر توز شیافزاهمچنین، . ابدییو سپس کاهش م افتهی شیافزا نهیشیتا مقدار ب یتنش برش یولیافته،  شیافزا نرمالهای تنش و جائیهجاب، پوسته

 افتهی اهشک یافق جائیهجاب ،یاهیسرعت زاو شینشان داده شد که با افزا گردد.پوسته می خپاسهای لفهؤم و افزایشموثر  یسختی منجر به کاهش توان

 .ابندییم شیافزاها تنش یول
 

 ، مواد مدرج تابعی، انتقال حرارت همرفت، روش تفاضلات مربعی.پوسته مخروطی دوارتحلیل ترموالاستیک،  :هاکليدواژه

 

  مقدمه -3
مواد با مقاومت حرارتی بالا و مقاومت  نیاز به ،های اخیردر سال

اد ست. در گذشته از موا افزایشمختلف در صنایع مکانیکی مناسب 

های بسیار خوبی بودند، جهت پوشش قطعات با سرامیکی که عایق

شد؛ ولی این مواد مقاومت زیادی در درجه حرارت بالا استفاده می

ز و تمرک یجداشدگ بروز پدیده. نداشتند حرارتیهای برابر تنش

 مرکب مواد از شده ساخته ایسازه یتنش در سطوح مشترک اجزا

 خواص که 0تابعی مدرج مواد روزافزون کاربرد و ابداع سبب ایلایه

 و هاورق. است شده کند،می تغییر پیوسته طورهب هاآن مکانیکی

 اًعموم) رفته کار به مواد نوع به توجه با تابعی، مدرج هایپوسته

                                                 
 
0. Functionally graded materials (FGMs) 

 تمقاوم از ،ترکیبی از فلز و سرامیک( و نحوه قرارگیری ذرات ماده

 وادم از استفاده. باشندبرخوردار می الاتریب مکانیکی و حرارتی

 تمقاوم افزایش موجب پایین، حرارتی هدایت ضریب با سرامیکی

ح در سط پذیرشکل فلزی مواد ،طرفی از. شد خواهد پوسته حرارتی

و از شده بیرونی پوسته موجب افزایش مقاومت مکانیکی 

د. کنمحیطی جلوگیری می -رارتیناشی از بارگذاری ح گسیختگی

 صنایع ها،صفحات و پوسته در ساخت مواد مدرج تابعیکه  جاآناز 

 و ، صنایع هوافضاها، راکتورها، توربینمخازننظامی و ورزشی، 

 فراوانی کاربرد محیطی دمای اختلاف ثیرأت تحت هایسازهدیگر 
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 بسیار حائزمدرج تابعی مواد با های سازه دقیق تحلیل لذا ،دارند

 باشد.اهمیت می

کنون تحقیقات متنوعی در رابطه با تحلیل ترموالاستیک  تا

 انجامغیردوار با مواد مدرج تابعی و کروی ای های استوانهپوسته

و  Zhao؛ Vel ،2889و  Pelletierبه عنوان نمونه: ) شده است

و  Arefi؛ 2803و همکاران،  Akbari Alashti؛ 2886همکاران، 

  .(2805، نهمکار

های ققین تحلیل ترموالاستیک دیسکبرخی از مح ،همچنین

 Peng ؛2886و همکاران،  Bayat) انددوار را مورد مطالعه قرار داده

در  .(2808و همکاران،  Arefi؛ Batra ،2808و  Nie؛ Li ،2808و 

شده در رابطه با ارتعاش آزاد، کمانش و  انجاممقایسه با تحقیقات 

 جامانار، مطالعات دوای غیرهای استوانهتحلیل استاتیکی پوسته

های دوار محدود شده در رابطه با تحلیل ترموالاستیک پوسته

 .باشدمی

Zenkour ( 2880و همکاران)  با در نظر گرفتن حالت کرنش

ای ای، پاسخ تحلیلی گذرای یک بعدی برای پوسته استوانهصفحه

 ویسکوالاستیک مدرج تابعی دوار ارائه کردند.

Zamani Nejad و Rahimi (2808) تفاده از تئوری با اس

درج دوار با مواد مای استوانهالاستیسیته به تحلیل تنش پوسته 

ای و کرنش تابعی پرداخته و برای هر دو حالت تنش صفحه

 ای پاسخ تحلیلی ارائه دادند. صفحه

Khorshidvand  و Khalili(2808) های ترموتوزیع تنش-

 رد مطالعه قرار دادند. ای دوار را موپوسته استوانهدر مکانیکی 

Ghafoori  وAsghari (2802،)  با استفاده از روش اجزای

محدود و با فرض ثابت بودن خواص مادی در هر المان، پاسخ 

 ای با ضخامت متغیر را ارائه نمودند.تحلیلی برای پوسته استوانه

Heydarpour ( با استفاده از تئوری 2802همکاران ،)

ای با ای لایه، پوسته استوانه2لات مربعیالاستیسیته و روش تفاض

 مواد مدرج تابعی تحت بارگذاری حرارتی را مورد مطالعه قرار دادند. 

Malekzadeh ( نیز پوسته استوانه2802و همکاران ) ای دوار

مدرج تابعی تحت بارگذاری فشار داخلی را با استفاده از تئوری 

 ی قرار دادند. الاستیسیته و روش تفاضلات مربعی مورد بررس

Akbarzadeh همچنین  و (2800) و همکارانDai و همکاران 

ای دوار مدرج تابعی پوسته استوانه پاسخ تحلیلی برای (2802)

ارائه  الکتریکی -حرارتی -تحت بارگذاری مکانیکیپیزوالکتریک 

 . کردند

Saadatfar  وAghaie (2808 با استفاده از روش تفاضلات )

یع ای پیزوالکتریک دوار با توزه، پوسته استوانهمربعی و بسط فوری

                                                 
2. Differential quadrature method (DQM) 

3. State space approach 
4. Peano series solution 
5. First-order shear deformation theory (FSDT) 

واقع بر بستر الاستیک را مورد و نمایی خواص به صورت تابع 

 مطالعه قرار دادند. 

Lezgy-Nazargah (2808) ( 2809و ) با استفاده از به ترتیب

حل دقیق  ،5پیانو هایو همچنین روش سری 3روش فضای حالت

صفحات و ارتعاش آزاد ای هخمش استوان مسئلهبرای  بعدیسه

 با وگاهی ساده ای مدرج تابعی پیزوالکتریک با شرط تکیهلایه

 .، ارائه نمودتوزیع دلخواه خصوصیات ماده مدرج تابعی در هر لایه

برخی از محققین، بر اساس تئوری تغییر شکل برشی مرتبه 

دوار با مواد های مخروطی غیر، به بررسی ارتعاش آزاد پوسته8اول

 نجاماتوان به تحقیقات می نمونهبه عنوان  اند.مدرج تابعی پرداخته

( با استفاده از روش 2889و همکاران ) Bhangaleشده توسط 

 ؛ریتز با استفاده از روشLiew (2800 )و  Zhao د؛ اجزای محدو

Tornabene ( 2886و همکاران) ،Heydarpour  و همکاران

(2805)، Brischetto ( و نیز 2809و همکاران )Tornabene  و

ه نمود. اشاربا استفاده از روش تفاضلات مربعی ( 2809همکاران )

به بررسی ارتعاشات  (2886و همکاران ) Sofiyevهمچنین، 

 مدرج تابعی تحتبا مواد های مخروطی مکانیکی و پایداری پوسته

آزاد و بارگذاری فشار جانبی پرداختند.  گاهیتکیهشرائط 

Malekzadeh بعدی سه آزاد نیز ارتعاش (2802مکاران )و ه

ی لات مربعروش تفاضاستفاده از دوار را با های مخروطی غیرپوسته

  مورد بررسی قرار دادند.

 یهامرتبط با پوسته قاتیتحق ،انجام شدهطبق بررسی 

باشد. حدود میمبسیار  یمدرج تابعدوار با مواد  یمخروط

Malekzadeh  وHeydarpour (2803) استفاده از تئوری تغییر  با

شکل برشی مرتبه اول، اثر نیروهای پیچشی و گریز از مرکز را بر 

 های ارتعاش پوسته مخروطی دوار مورد بررسی قرار دادند. فرکانس

Heydarpour  وAghdam (2809- الف ) بر اساس تئوری

تحت دوار به بررسی پاسخ گذرای پوسته مخروطی  9نمشول-لرد

با در نظر گرفتن اثر  ایشان ند.پرداخت حرارتیبارگذاری شوک 

از ترکیب روش تفاضلات مربعی با روش  انتقال حرارت همرفت،

موده ناستفاده  سازی معادلات تعادل پوستهنیومارک جهت گسسته

پاسخ گذرای ن یهمچنو اثر عوامل مختلف بر توزیع درجه حرارت و 

  قرار دادند.ت بارگذاری شوک حرارتی را مورد بررسی تحپوسته 

Heydarpour  وAghdam (2809- در تحقیق دیگری با )ب 

یک روش چند  ،9بزیر هایو منحنیترکیب روش تفاضلات مربعی 

ای مخروطی لایه ای جهت محاسبه پاسخ گذرای پوستهمرحله

همچنین،  .تحت اثر بارگذاری شوک حرارتی ارائه نمودند

Heydarpour  وAghdam (2800 با ) های منحنیاز استفاده

ای جدید جهت ، یک روش چند مرحله0یکنواختاسپیلاین غیر

6. Lord-Shulman theory 

7. Bezier curves 

8. Non-uniform spline curves 
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برای پوسته مخروطی دوار گذرا  خطی انتقال حرارت غیر تحلیل

  ارائه نمودند.

ز ا ها انتقال ایمن بارها با استفادهفلسفه استفاده از پوسته

بنابراین جهت طرح بهینه این  .باشدحداقل ماده مصرفی می

های سازه بسیار حائز و فرکانس هامحاسبه دقیق تنشها، پوسته

 باشد. اهمیت می

Safaeian ( نشان دادند 2809و همکاران ) که محاسبه

های حرارتی با استفاده از روابط تقریبی، وابستگی خواص تنش

یر ثأت مادی به دما و نیز شرط مرزی انتقال حرارت همرفت گرمایی

قات ر اکثر تحقیها دارد. داین سازه قابل توجهی بر نتایج طرح بهینه

 یر تئوری برشی مرتبهظبعدی ن های دواز تئوری قبلیشده  انجام

ها استفاده شده است. باید در نظر اول جهت بررسی رفتار پوسته

ای هها جهت محاسبه خیز عرضی و یا فرکانسداشت که این تئوری

ند؛ ولی های با ضخامت کم، مناسب هستها و پوستهورق ارتعاش

های درون صفحه و توزیع از دقت کافی جهت محاسبه تغییر مکان

های ضخیم برخوردار ها )بخصوص تنش برشی( برای ورقتنش

و  Malekzadeh؛ 2800و همکاران،  Safaeian)باشند نمی

Safaeian، 2809) . 

ثر ؤخواص م کهاین دلیل بهبا توجه به فرضیات ساده کننده و 

 ی دوهادر تئوری و ...( متوسط تیسیته، سختی)مدول الاس سازه

 تضخامگیری در راستای با انتگرالصورت تقریبی و  به بعدی

 موادسازی دقیق قادر به مدل هاتئوریاین ، دنگردمحاسبه می

 از و نبودههمرفت انتقال حرارت و نیز شرط مرزی  مدرج تابعی

 برای بالا های ارتعاش مرتبهو فرکانسارائه توزیع تنش دقیق 

و همکاران،  Malekzadeh) های مدرج تابعی ناتوان هستندسازه

، Lezgy-Nazargah؛ Safaeian ،2803و  Malekzadeh؛ 2802

تئوری . (2800و  Aghdam ،2809و  Heydarpour؛ 2809

بعدی  های دوتری را نسبت به تئورینتایج بسیار دقیق الاستیسیته

 اهد داشت. همراه خو بههای ضخیم برای ورق

در برخی از تحقیقات پیشین، خصوصیات مادی همچنین، 

اجزای تشکیل دهنده پوسته مدرج تابعی به صورت غیر وابسته به 

؛ 2880و همکاران،  Zenkorدما در نظر گرفته شده است )

Zamani Nejad  وRahimi ،2808 ؛Khorshidvand  وKhalili، 

توجه به کاربرد  فی بااز طر(. Aghaie ،2808و  Saadatfar؛ 2808

مواد مدرج تابعی در محیط کاری با دمای بالا، در اکثر مواقع این 

باشند. بنابراین در ها در تماس با محیط حاوی سیال داغ میسازه

بین سیال و سطح  نظر گرفتن شرط مرزی انتقال حرارت همرفت

و  Malekzadeh) باشدداخلی مخزن بسیار حائز اهمیت می

Safaeian ،2803  ؛ 2809وSafaeian  ،2809و همکاران).  

 یبررسدهد که تا کنون نشان می ذکر شده مروی بر تحقیقات

ل شکهای مخروطی الاستیک پوسته -تحلیل ترمو موردجامعی در 

ستگی خواص مادی به بوا ن اثردوار مدرج تابعی با در نظر گرفت

 سرعت انتقال حرارت همرفت،شرایط محیطی و حرارتی، دما، 

انجام نشده و مطالعات انجام شده توسط  ،و ... ایزاویه

Heydarpour ( نیز محدود به تحلیل 2800و  2809و همکاران )

حت ها تتحلیل غیرخطی انتقال حرارت این پوستههمچنین گذرا و 

  باشد.بارگذاری شوک حرارتی می

 مخروطیهای الاستیک پوسته -در این تحقیق، تحلیل ترمو

شده از مواد مدرج تابعی با خواص مادی وابسته به دوار ساخته 

. قرار گرفته است بررسیدما، بر اساس تئوری الاستیسیته مورد 

جهت بررسی اثر سیال داغ داخل مخزن، از معادله انتقال حرارت 

دو بعدی با در نظر گرفتن شرط مرزی حرارتی همرفت گرمایی 

معادلات  بین سیال و سطح داخلی پوسته استفاده شده است.

دست آمده و پس  تعادل پوسته با استفاده از اصل کار مجازی به

از انتقال دامنه فیزیکی به دامنه محاسباتی )تبدیل مقطع غیر 

مستطیلی پوسته به دامنه مستطیلی( از روش تفاضلات مربعی 

های هندسی، جهت حل معادلات استفاده شده است. اثر پارامتر

ص مادی، ضریب انتقال حرارت وازاویه رأس مخروط، توزیع خ

ای هلفهؤمختلف بر م گاهیتکیهای و شرائط ، سرعت زاویههمرفت

 های پوسته مورد بررسی قرار گرفته است.ی و تنشجائهجاب

 

 مشخصات هندسی و خواص مادي پوسته مخروطی  -2
 𝑅𝑖𝑏 با شعاع داخلی شکل پوسته مخروطی (،0)مطابق شکل 

، ℎ در سطح فوقانی، ضخامت 𝑅𝑖𝑡 اع داخلیدر سطح تحتانی و شع

؛ ساخته شده از ماده مدرج تابعی با 𝐿 و به طول 𝛽 زاویه رأس

ای ثابت متغیر در راستای ضخامت که با سرعت زاویهمادی خواص 

Ω ههای جابشود. مؤلفهدر نظر گرفته میباشد، در حال دوران می-

در دستگاه  𝑤 و 𝑢 ،𝑣تیب با به تر 𝑧 و 𝑟 ،𝜃 جائی پوسته در راستای

,𝑟) ایمختصات استوانه 𝜃, 𝑧)  با مبدأ 𝑂 واقع بر مرکز سطح تحتانی

 پوسته مخروطی نشان داده شده است. 

 

 
 

 یمواد مدرج تابع بادوار  یپوسته مخروط -3شکل 
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  توزيع خواص مواد مدرج تابعی -2-3
 یماد که خواص شودیفرض م مدرج تابعیبرای تحلیل مواد 

ته و ...( به صورت پیوس یپواسون، چگال بیضر ته،یسی)مدول الاست

 ی. توزیع خواص مادی براکنندمی ردر راستای ضخامت تغیی

به صورت قانون  معمولاً مدرج تابعیساخته شده از مواد  هایسازه

ادی م خواصحالت این شود. در تابع توزیع توانی در نظر گرفته می

  :نمایدتغییر میت ضخامت در جه ریبه صورت ز پوسته
 

(0) 𝑃(𝑟, 𝑧, 𝑇) = 𝑃𝑐(𝑇) + [𝑃𝑚(𝑇) − 𝑃𝑐(𝑇)] × (
𝑟̅ 𝑐𝑜𝑠 𝛽

ℎ
)
𝑝

 

 

≤)𝑝که در اینجا  یک خاصیت   𝑃پارامتر قانون توزیع توانی، (0

𝑇 ،مادی نمونه = 𝑇(𝑟, 𝑧)  دما در نقطه دلخواه از پوسته بر حسب

𝑟̅  درجه کلوین، = 𝑟 − 𝑅𝑖(𝑧) و𝑅𝑖(𝑧)  شعاع داخلی پوسته در

و  mباشد. همچنین زیرنویس می از سطح پایینی پوسته zارتفاع 

c به اجزاء فلز و سرامیک اشاره دارند.  

 (، خواص مادی پوسته از سطح داخلی0بر اساس رابطه )

(r̅ =  فرض شده، تا سطح بیرونی (c) سرامیککه کاملاً  (0
(r̅ = h/ csc β) ًکه کاملا ( فلزmمی )صورت پیوسته  باشد، به

 رسطح داخلی که نیاز به سختی بیشتدر بنابراین کنند. تغییر می

در سطح  و همچنین باشد، از مواد سرامیکی استفاده شدهمی

فاده از مواد فلزی است ،پذیری بیشتری نیاز استخارجی که به شکل

عی در شرائط گردد. از طرفی، با توجه به کاربرد مواد مدرج تابمی

خصوصیات فیزیکی اجزای تشکیل دهنده محیطی با دمای بالا، 

 تابع دما )وابسته به دما( در نظر گرفته شده است: سازه
 

(2) 𝑃(𝑇) = 𝑃0(𝑃−1𝑇
−1 + 1 + 𝑃1𝑇

1 + 𝑃2𝑇
2 + 𝑃3𝑇

3) 

 

𝑃𝑖که ضرایب   {𝑖 =  تشکیل یبرای هر یک از اجزا {1,0,1,2,3−

 د. نباشمی مشخصینده ماده مدرج تابعی مقدار ده

 

 توزيع دما و شرائط مرزي حرارتی -2-2
توزیع دما در پوسته از حل معادله انتقال حرارت پایدار دو 

  بعدی در راستای شعاع و ضخامت قابل محاسبه خواهد بود:
 

(3) 1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟𝑘

𝜕𝑇

𝜕𝑟
) +

𝜕

𝜕𝑧
(𝑘
𝜕𝑇

𝜕𝑧
) = 0 

 

𝑘جا در اینکه  = 𝑘(𝑟, 𝑇) باشد. می 6ضریب انتقال حرارت 
 ط، در اکثر تحقیقات قبلی تنها شراشاره شدطور که همان

مرزی حرارتی پایدار و ثابت مورد بررسی قرار گرفته است. در این 

𝑟 تحقیق در سطح بیرونی پوسته = 𝑅𝑜(𝑧)  که در تماس با محیط

                                                 
 

 دار در نظر گرفته شده استپایحرارتی ط مرزی شرباشد، خارج می

[𝑇(𝑅𝑜(𝑧)) = 𝑇𝑚] .جهت بررسی انتقال حرارت ناشی  ،همچنین

، اثر هدایت گرمایی در سطح داخلی پوسته داغ از حرکت سیال

𝑟 = 𝑅𝑖(𝑧)  با در نظر گرفتن انتقال همرفت گرما، مورد بررسی قرار

  گرفته است:
 

(5) 𝑘 (
𝜕𝑇

𝜕𝑟
𝑐𝑜𝑠 𝛽 +

𝜕𝑇

𝜕𝑧
𝑠𝑖𝑛 𝛽) = −ℎ̃𝑐(𝑇∞ − 𝑇0) 

 

دمای سیال داخل مخزن و  به ترتیب ℎ̃𝑐و  ∞𝑇، (5)در رابطه 

نیز دمای اولیه  𝑇0 ضریب انتقال همرفت گرمای سیال بوده و

 باشد. می
𝑧 )در سطوح تحتانی  = 𝑧 )و فوقانی  (0 = 𝐿 𝑐𝑜𝑠 𝛽)  پوسته

 رارتی فرض شده است:نیز شرائط مرزی عایق ح
 

(8) 𝑘 (
𝜕𝑇

𝜕𝑧
) = 0, a𝑡 𝑧 = 0  𝑎𝑛𝑑 𝑧 = 𝐿 𝑐𝑜𝑠 𝛽  

 

جهت حل معادله انتقال حرارت به همراه شرائط مرزی 

 تفاضلات مربعی استفاده شده است.عددی  مربوطه، از روش

 روش تفاضلات مربعی در بخش چهارم ارائه شده است.جزئیات 

 

الاستيک پوسته دوار  -ل ترمومعادلات حاکم بر تعاد -1

 واقع در محيط حرارتی
اشد، بکه معادله انتقال حرارت پایدار و دائم میبا توجه به این

همچنین با در نظر گرفتن تقارن هندسی سازه و بارگذاری حرارتی 

الاستیک نیز به صورت پایا و متقارن بوده؛ در  -متقارن، پاسخ ترمو

برابر با صفر خواهد بود.  (𝑣)ی جائهجابنتیجه مؤلفه مماسی 

جائی پوسته به صورت زیر در نظر گرفته هبنابراین، میدان جاب

  شود.می
 

(9) 𝑢 = 𝑢(𝑟, 𝑧, 𝑇), 𝑣 = 0,   𝑤 = 𝑤(𝑟, 𝑧, 𝑇)   
 

 کرنش -روابط تنش -1-3

های کوچک و با درنظر گرفتن تقارن شکلدر محدوده تغییر 

در سیستم مختصات ها جائیهمحوری، روابط کرنش بر حسب جاب

 باشند:ای به صورت زیر میاستوانه
 

(9) 
𝜀𝑟𝑟 =

𝜕𝑢(𝑟, 𝑧, 𝑇)

𝜕𝑟
,   𝜀𝜃𝜃 =

𝑢

𝑟
,   𝜀𝑧𝑧 =

𝜕𝑤(𝑟, 𝑧, 𝑇)

𝜕𝑧
, 

 𝜀𝑟𝜃 = 𝜀𝜃𝑧 = 0,  𝜀𝑟𝑧 =
𝜕𝑢(𝑟, 𝑧, 𝑇)

𝜕𝑧
+
𝜕𝑤(𝑟, 𝑧, 𝑇)

𝜕𝑟
 

 

همگن که خواص  ه ناکرنش برای ماد -همچنین، روابط تنش

 باشد: کند، به صورت زیر میآن به صورت پیوسته تغییر می
 

9. Thermal conductivity 
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(0) {

𝜎𝑟𝑟
𝜎𝜃𝜃
𝜎𝑧𝑧
𝜎𝑟𝑧

} = [

𝐶11 𝐶12 𝐶13 0

𝐶12 𝐶22 𝐶23 0

𝐶13
0

𝐶23
0

𝐶33
0

0
𝐶55

] {

𝜀𝑟𝑟 − 𝜀𝑇
𝜀𝜃𝜃 − 𝜀𝑇
𝜀𝑧𝑧 − 𝜀𝑇
2𝜀𝑟𝑧

} 

 

𝜀𝑇، جااینکه در  = 𝛼∆𝑇 حرارتی و با کرنش برابر𝛼 = 𝛼(𝑟, 𝑧, 𝑇)  

 هایثابت ،همچنین .باشدضریب انبساط حرارتی میگر بیان

𝐶𝑝𝑞 {𝑝, 𝑞 =   باشند:ضرایب سختی الاستیک ماده می {1,2,3,5
 

(6) 

𝐶11 = 𝐶22 = 𝐶33 =
(1 − 𝜈)𝐸

(1 + 𝜈)(1 − 2𝜈)
, 

𝐶12 = 𝐶23 = 𝐶13 =
𝜈𝐸

(1 + 𝜈)(1 − 2𝜈)
, 

𝐶55 =
𝐸

2(1 + 𝜈)
, 

 

 معادلات تعادل و شرائط مرزي -1-2
الاستیک  -دست آوردن معادلات تعادل ترمو جهت به

توان از اصل کار مجازی همراه شرائط مرزی مربوط به پوسته، میبه

  ه نمود:به صورت زیر استفاد
 

2𝜋∫ ∫ {(𝜎𝑟𝑟𝛿𝜀𝑟𝑟 + 𝜎𝜃𝜃𝛿𝜀𝜃𝜃 + 𝜎𝑧𝑧𝛿𝜀𝑧𝑧 + 2𝜎𝑟𝑧𝛿𝜀𝑟𝑧)
𝑟𝑧

 

(08) −(𝜌𝛺2) 𝑢𝛿𝑢} 𝑟 𝑑𝑟 𝑑𝑧 = 0 
 

𝜌 ،جاایندر  که = 𝜌(𝑧)  و  بوده جرم مخصوصبرابر با
[𝜀𝑚𝑛, 𝜎𝑚𝑛 (𝑚, 𝑛 = 𝑟, 𝜃, 𝑧)] تنش  یتانسورها هایلفهؤم گربیان

جائی هجاب -های کرنشبا جایگذاری مؤلفه. باشندیو کرنش م

، در اصل کار ((0رابطه )) کرنش -به همراه روابط تنش ((9روابط ))

گیری جزء به انتگرال تکنیکو استفاده از  ((08رابطه ))مجازی 

ا توجه به ب و، 𝑤و  𝑢های مجازی سازی جابجائیجزء جهت آزاد

ادلات تعادل و شرائط مرزی ، در نهایت معستقلال خطی این توابعا

 .آینددست می جائی بهههای جابلفهؤبر حسب م مربوطه

 (:rمعادله تعادل در راستای شعاعی )

 

𝐶11
𝜕2𝑢

𝜕𝑟2
+ (

𝐶11
𝑟
+
𝜕𝐶11
𝜕𝑟

)
𝜕𝑢

𝜕𝑟
+ 𝐶55

𝜕2𝑢

𝜕𝑧2
+
𝜕𝐶55
𝜕𝑧

𝜕𝑢

𝜕𝑧
 

+
𝜕𝐶55
𝜕𝑧

𝜕𝑤

𝜕𝑟
+ (

𝜕𝐶12
𝜕𝑟

−
𝐶22
𝑟
)
𝑢

𝑟
+ (𝐶55 + 𝐶13)

𝜕2𝑤

𝜕𝑟𝜕𝑧
 

+(
𝜕𝐶13
𝜕𝑟

+
𝐶13 − 𝐶23

𝑟
)
𝜕𝑤

𝜕𝑧
=
𝜀𝑇
𝑟
[ (𝐶11 + 𝐶13 − 

𝐶22 − 𝐶23) + (
𝜕𝐶11
𝜕𝑟

+
𝜕𝐶12
𝜕𝑟

+
𝜕𝐶13
𝜕𝑟

)] 

(00) +
𝜕𝜀𝑇
𝜕𝑟

(𝐶11 + 𝐶12 + 𝐶13) − 𝜌𝑟𝛺
2 

 

 (:zمعادله تعادل در راستای عمودی )

 

(𝐶13 + 𝐶55)
𝜕2𝑢

𝜕𝑟𝜕𝑧
+
𝜕𝐶13
𝜕𝑧

𝜕𝑢

𝜕𝑟
+ (

𝜕𝐶55
𝜕𝑟

+
𝐶23 + 𝐶55

𝑟
)
𝜕𝑢

𝜕𝑧
 

+
𝜕𝐶23
𝜕𝑧

𝑢

𝑟
+ (

𝜕𝐶55
𝜕𝑟

+
𝐶55
𝑟
)
𝜕𝑤

𝜕𝑟
+ 𝐶55

𝜕2𝑤

𝜕𝑟2
+ 𝐶33

𝜕2𝑤

𝜕𝑧2
 

(02) +
𝜕𝐶33
𝜕𝑧

𝜕𝑤

𝜕𝑧
=
𝜕

𝜕𝑧
[(𝐶11 + 𝐶12 + 𝐶13) × 𝜀𝑇] 

 

 : باشندینیز به صورت زیر م پوستهشرایط مرزی 

𝑟] یداخل سطح در = 𝑅𝑖(𝑧)]ی، سطح خارج [𝑟 = 𝑅𝑜(𝑧)] ،

𝑧) یسطح تحتان = 𝑧)یسطح فوقان و(0 = 𝐿 𝑐𝑜𝑠 𝛽): 

 

𝛿𝑢 = 𝑛𝑟   یا  0  𝜎𝑟𝑟 + 𝑛𝑧 𝜎𝑟𝑧 = 0                                       (03)  
 

𝛿𝑤 = 𝑛𝑧 𝜎𝑟𝑟   یا  0 + 𝑛𝑟  𝜎𝑟𝑧 = 0                                     (05)   
 

بردار واحد نرمال بر سطح پوسته  یهامولفه بیبه ترت 𝑛𝑧و  𝑛𝑟که 

 .((2))شکل  باشند یم zو  r یدر راستا یمخروط

و  یتوان در سطوح تحتانیم ی نیزمتفاوت یگاههیتکشرائط 

، همکارانو  Malekzadeh) نظر گرفت در یپوسته مخروط یفوقان

و همکاران،  Safaeian؛ Aghdam  ،2809و  Heydarpour؛ 2802

2809): 

𝜎𝑟𝑧  (:Sگاه ساده )هیتک = 𝑢و                                       0 = 0 

𝑤                                  (:C) رداریگاه گهیتک = 𝑢 و    0 = 0 

𝜎𝑟𝑧                                  (:Fآزاد )گاه هیتک = 𝜎𝑟𝑟 و    0 = 0 

 

 روش حل معادلات تعادل -9
پذیر مورد نظر حتی اگر امکان مسئلهارائه پاسخ تحلیلی برای 

باشد، بسیار دشوار و پیچیده خواهد بود. لذا از روش عددی 

تفاضلات مربعی به عنوان روشی بسیار دقیق و با حجم محاسباتی 

های عددی، استفاده شده است کمتر نسبت به سایر روش

(Safaeian  ،؛ 2809و  2800و همکارانMalekzadeh  و

Safaeian ،2803  2809و). 

 

 انتقال دامنه فيزيکی به دامنه محاسباتی -9-3
که محدوده محاسباتی روش تفاضلات مربعی، دامنه  جاآناز 

ظر مورد ن مسئلهبایست دامنه فیزیکی باشد؛ میمستطیلی می

منه مستطیلی )مقطع غیر مستطیلی پوسته مخروطی( را به دا

تبدیل خطی به  از (، می توان2با توجه به شکل ) تبدیل نمود.

 صورت زیر استفاده نمود:
 

𝑟 = 𝑅𝑖𝑏 + 𝜉 − 𝜂(𝑠𝑖𝑛 𝛽), 𝑧 = 𝜂(𝑐𝑜𝑠 𝛽) (08) 
 

,𝜉) جا،در این که 𝜂)  دستگاه  گیری شده دراندازهمختصات

 د.نباشیمی محاسبات
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 دامنه محاسباتیبه  دامنه فيزيکیانتقال  -2شکل 

 

 رتبهم مشتقات توانمی ارائه شده، یخط لیبا استفاده از تبد

,𝑟) یکیزفی دامنه از را تعادل معادلات دوم در و اول 𝑧)  به دامنه

,𝜉) یمحاسبات 𝜂) انتقال داد. 
 

(09) 
{

𝜕(. )

𝜕𝑟
𝜕(. )

𝜕𝑧

} = [𝐽11]
−1

{
 
 

 
 𝜕(. )

𝜕𝜉

𝜕(. )

𝜕𝜂 }
 
 

 
 

 

(09) 
{
  
 

  
 
𝜕2(. )

𝜕𝑟2

𝜕2(. )

𝜕𝑧2

𝜕2(. )

𝜕𝑟𝜕𝑧}
  
 

  
 

= [𝐽22]
−1

{
  
 

  
 
𝜕2(. )

∂𝜉2

𝜕2(. )

𝜕𝜂2

𝜕2(. )

𝜕𝜉𝜕𝜂}
  
 

  
 

 

−[𝐽22]
−1[𝐽21][𝐽11]

−1

{
 
 

 
 𝜕(. )

𝜕𝜉

𝜕(. )

𝜕𝜂 }
 
 

 
 

 

 

 (ژاکوبینانتقال )ماتریس اجزای [𝐽22] و [𝐽21]،[𝐽11] در رابطه فوق

(، به صورت زیر 08تبدیل خطی رابطه ) بوده و با استفاده از

 گردند:محاسبه می

 

(00) 
[𝐽11] =

[
 
 
 
 
𝜕𝑟

𝜕𝜉
𝜕𝑟

𝜕𝜂

𝜕𝑧

𝜕𝜉
𝜕𝑧

𝜕𝜂]
 
 
 
 

;  [𝐽21] =

[
 
 
 
 
 
 
𝜕2𝑟

𝜕𝜉2

𝜕2𝑟

𝜕𝜂2

𝜕2𝑟

𝜕𝜉𝜕𝜂

𝜕2𝑧

𝜕𝜉2

𝜕2𝑧

𝜕𝜂2

𝜕2𝑧

𝜕𝜉𝜕𝜂]
 
 
 
 
 
 

 

(06) [𝐽22] =

[
 
 
 
 
 
 (
𝜕𝑟

𝜕𝜉
)
2

(
𝜕𝑧

𝜕𝜉
)
2

2 (
𝜕𝑟

𝜕𝜉

𝜕𝑧

𝜕𝜂
)

(
𝜕𝑟

𝜕𝜂
)
2

(
𝜕𝑧

𝜕𝜂
)
2

2 (
𝜕𝑟

𝜕𝜂

𝜕𝑧

𝜕𝜉
)

𝜕r

𝜕𝜉

𝜕𝑟

𝜕𝜂

𝜕𝑧

𝜕𝜉

𝜕𝑧

𝜕𝜂

𝜕𝑟

𝜕𝜉

𝜕𝑧

𝜕𝜂
+
𝜕𝑟

𝜕𝜂

𝜕𝑧

𝜕𝜉]
 
 
 
 
 
 

 

 

 سازي معادلات به روش تفاضلات مربعیگسسته -9-2
از روش  ،یبه دامنه محاسبات یکیزیف دامنهاز انتقال  پس

استفاده  جائیهجابمشتقات  نیجهت تخم تفاضلات مربعی

 𝑁𝜉شعاع  استای، تعدادی نقاط گسسته در ربدین منظور .شودیم

(، در نظر گرفته شده و ی)در مختصات محاسبات 𝑁𝜂 و ضخامت

دار مقادیر آن در نقاط مشتق جابجائی به صورت مجموع وزن

,𝑓(𝑥 شود. به عنوان مثال تابعتقریب زده می گسسته 𝑦) ایبه گونه 

𝑎𝑥 که ≤ 𝑥 ≤ 𝑏𝑥 و 𝑎𝑦 ≤ 𝑦 ≤ 𝑏𝑦، با. شودمی گرفته نظر در 

 به صورت زیر fتابع  اتوش تفاضلات مربعی، مشتقر از استفاده

 :گرددمی محاسبه
 

{
 

 
𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝜕𝑓

𝜕𝑦}
 

 

||

(𝑥𝑖,𝑦𝑗)

=

{
 
 

 
 
∑𝐴𝑖𝑘

𝑥 𝑓𝑘𝑗

𝑁𝑥

𝑘=1

∑𝐴𝑗𝑘
𝑦
𝑓𝑖𝑘

𝑁𝑦

𝑘=1 }
 
 

 
 

,

{
 
 

 
 𝜕

2𝑓

𝜕𝑥2

𝜕2𝑓

𝜕𝑦2}
 
 

 
 

=

{
 
 

 
 
∑𝐵𝑖𝑘

𝑥 𝑓𝑘𝑗

𝑁𝑥

𝑘=1

∑𝐵𝑗𝑘
𝑦
𝑓𝑖𝑘

𝑁𝑦

𝑘=1 }
 
 

 
 

, 

𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
|
(𝑥𝑖,𝑦𝑗)

= ∑∑𝐴𝑖𝑘
𝑦
𝐴𝑗𝑙
𝑦
𝑓𝑘𝑙

𝑁𝑦

𝑙=1

𝑁𝑥

𝑘=1

 (28) 

 

𝐴𝑖𝑗که در اینجا 
𝜇 {𝜇 = 𝑥, 𝑦}  اول تابع وزن مربوط به مشتق مرتبه

 ،ترین بخش در روش تفاضلات مربعیمهم .باشدمی 𝜇 در جهت

 هکنحوی  ؛ بهباشدیب وزن و انتخاب نقاط نمونه میاتعیین ضر

 نتخمیباشد. تابع نیز لازم  دقت کافی، دارای همگراییعلاوه بر 

تق و تا بالاترین درجه مشبوده  باید به اندازه کافی پیوسته زده شده

ظور باشد. به من نیز در معادله دیفرانسیل حاکم مشتق پذیرموجود 

مشتق اول برای ای لاگرانژ از چند جمله ،تعیین ضرائب وزن

؛ 2809و  2800و همکاران،  Safaeian) استفاده شده است

Malekzadeh  وSafaeian ،2803  2809و): 
 

𝐴𝑖𝑗
𝜇
=

{
  
 

  
 

1

(𝑏𝜇 − 𝑎𝜇)

𝑀(𝜇𝑖)

(𝜇𝑖 − 𝜇𝑗)𝑀(𝜇𝑗)
𝑓𝑜𝑟 𝑖 ≠ 𝑗

−∑𝐴𝑖𝑗
𝜇

𝑁𝜇

𝑗=1
𝑖≠𝑗

𝑓𝑜𝑟 𝑖 = 𝑗
 (20) 

 

𝑀(𝜇𝑖) جااینکه در  = ∏ (𝜇𝑖 − 𝜇𝑘)
𝑁𝜇
𝑘=1
𝑖≠𝑘

 ضرایب نیبوده و همچن 

𝐵𝑖𝑗] دوم به صورت وزن برای مشتق مرتبه
𝜇
] = [𝐴𝑖𝑗

𝜇
]
2

 باشد.یم 

 ست:ا استفاده شده رای انتخاب نقاط گرهی از توزیع کسینوسیب
 

𝜇𝑖 = 𝑎𝜇 +
(𝑏𝜇 − 𝑎𝜇)

2
{1 − 𝑐𝑜𝑠 [

(𝑖 − 1)𝜋

(𝑁𝜇 − 1)
]} (22) 

 

 (00و  02تعادل )، معادلات یجائهجاب مشتق تقریبجهت 

𝜉𝑖) محاسباتی بر روی دامنه , 𝜂𝑖) با 𝑖 = 2,3,… , 𝑁𝜉 − 𝑗و  1 =

2,3,… , 𝑁𝜂 −  بر روینیز  شرائط مرزیشوند. معادلات تجزیه می 1
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𝑖) داخلی سطوح = 𝑖) خارجیو  (1 = 𝑁𝜉) شوند. تجزیه می

 سطوح تحتانیگاهی بر همچنین معادلات مربوط به شرائط تکیه
(𝑗 = 𝑗) فوقانی و (1 = 𝑁𝜂)  گردند.تجزیه میپوسته 

-22بر اساس روابط ) جائیهجابسازی مشتقات با گسسته

تعادل و شرائط مرزی برای هر معادلات (، شکل تجزیه شده 08

آید. پس از تجزیه کردن کلیه روابط ذکر شده، دست می گره به

توان به صورت ماتریسی بیان دستگاه معادلات جبری حاصل را می

  نمود:
 

 [𝑆𝐾]{𝑑} = {𝐹} (23) 
 

𝑑که  = {[𝑢] [𝑤]}𝑇  کل جائیهبردار جاببرابر با ،[𝑆𝐾]  ماتریس

فوق با استفاده  هایسیبوده و اجزاء ماتر رویبردار ن {𝐹} سختی و

. پس از محاسبه ندآیمی دست شده معادلات به هیاز شکل تجز

 محاسبه( 0با استفاده از رابطه ) هاتنشمقادیر ، یجائهجاببردار 

 .گردندمی

 

 نتايج عددي -5
 موجود در منابع علمینتایج ای با مقایسه ، ابتداقسمت ایندر 

پاسخ مختلف بر  هایاثر پارامتر سپس وشده  انجامدسترس  در

 ائهار. برای گرفته استمورد مطالعه قرار  الاستیک پوسته -ترمو

استفاده  MATLABافزار نرمبرنامه کامپیوتری تهیه شده با نتایج از 

 ∑ ی وجائهجاببرای  𝑈 های بی بعداز متغیر همچنین، .استشده 

 :(2809و همکاران،  Safaeian) ستا استفاده شدهبرای تنش 

 

𝑈 =
𝑢𝐸0𝑐

(1 + 𝜐0𝑐)[𝐸0𝑐𝛼0𝑐𝑇𝑐 + (1 − 𝜐0𝑐)𝜌𝑐𝛺
2𝑅𝑚

2 ]𝑅𝑚
, 

𝛴𝑖𝑗 =
(1 − 𝜐0𝑐)𝜎𝑖𝑗;  (𝑖, 𝑗 = 𝑟, 𝜃, 𝑧)

[𝐸0𝑐𝛼0𝑐𝑇𝑐 + (1 − 𝜐0𝑐)𝜌𝑐𝛺
2𝑅𝑚

2 ]
  (25) 

 

مواردی که ذکر گردد، شعاع میانی در سطح پایینی  جز در

𝑅𝑚پوسته برابر با  = 𝑝متر، پارامتر توزیع توانی برابر با  1 = 1 ،

∞𝑇دمای سیال داخل مخزن برابر با  = 1100 𝐾  و نسبت طول به

𝐿/𝑅𝑚شعاع میانی برابر با  = در نظر گرفته شده است. همچنین  1

 ادی پوسته به صورت وابسته به دما(، خواص م2بر اساس رابطه )

به دما خصوصیات فیزیکی نظر گرفته شده و ضرایب وابستگی  در

𝑃𝑖  {𝑖 =  ماده مدرج تابعیبرای اجزای تشکیل دهنده  {1,0,1,2,3−

 باشد.می (2809و  2800و همکاران ) Safaeianمطابق 

 

 همگرايی و مقايسه نتايج -5-3
 کستیالا -ی برای تحلیل ترموکه نتایج مناسببا توجه به این

دست آمده  نتایج به ،باشدپوسته مخروطی دوار در دسترس نمی

ا با مواد مدرج تابعی بک حلقوی دوار و دیسای برای پوسته استوانه

 گیرد. نتایج حاصل از سایر تحقیقات مورد مقایسه قرار می

( برای Uجائی شعاعی )هبه عنوان اولین مثال، همگرایی جاب

ای دوار بر حسب تعداد نقاط در نظر گرفته برای ته استوانهپوس

𝑁𝜇]روش تفاضلات مربعی  = (𝑁𝑟 = 𝑁𝑧)] ( نشان 0در جدول )

مده دست آ ای بین تغییر مکان بهشده است. همچنین مقایسه داده

از این تحقیق با نتایج ارائه شده بر اساس تئوری الاستیسیته و 

( انجام 2802و همکاران،  Heydarpourروش تفاضلات مربعی )

شرائط مرزی حرارتی پایدار در مرزهای  مسئلهشده است. در این 

𝑟)داخلی  = 𝑅𝑖)  و خارجی(𝑟 = 𝑅𝑜)  ،پوسته در نظر گرفته شده

𝑇(𝑅𝑖)که برابر با  = 300 𝐾 و 𝑇(𝑅𝑜) = 1100 𝐾 باشند. می 

 

 بعدیب یاعجائی شعهجاب سهيو مقا يیهمگرا -3جدول 

Uیمواد مدرج تابع با يا، پوسته استوانه* 

تعداد نقاط گسسته روش تفاضلات 

 (𝑁𝜇) مربعی

 (Rad/s) یاهیسرعت زاو

088= Ω  288= Ω  

6 9328/8 9363/8 

00 9560/8 9809/8 

03 9896/8 9908/8 

08 9892/8 9903/8 

09 9892/8 9903/8 

Heydarpour  و همکاران

(2802) 
]9892/8[ ]9903/8[ 

∗ [ℎ/𝑅𝑜 = 0.2, 𝐿/𝑅𝑜 = 1, 𝑝 = 1, 𝜉 = 𝜂 = 0.5] 

 

) یو تنش مماس یشعاع جائیهجاب، (2)در جدول 


∑) 

دوار به عنوان حالت خاصی از پوسته  یحلقو سکدیبدون بعد 

رائه ا یلیبا حل تحل ای )با نسبت ارتفاع به ضخامت کم(استوانه

بر ارائه شده  جینتا نیو همچن Li (2808)و  Pengط شده توس

 Heydarpour) اساس تئوری الاستیسیته و روش تفاضلات مربعی

خواص  عیمنظور توز نیاست. بد شده سهیمقا (2809و همکاران، 

𝜓 به صورت تابع دیسک یماد = 𝜓0 × 𝑟
𝑛  فرض شده که𝜓0 

 مترپارا nو  کسید یرونیدر سطح ب یماد تیمقدار کم رگنایب

 یحرارت یشرائط مرزنیز  مسئله نیباشد. در ایم خواص عیتوز

𝑇(𝑅𝑖) یدر شعاع داخل داریپا = 𝑇(𝑅𝑜) یو خارج ℃ 0 =

 .حاکم است سکید ℃ 1000

که در  دندهنشان می (2( و )0)شده در جدول  هئارا جینتا

گره  06و  09تنها با در نظر گرفتن  یهر دو حالت مورد بررس

و تنش پوسته حداقل  جائیهجابدر جهت شعاع و ضخامت،  یمساو

، Liو Peng) نیمحقق ریسا جیبا نتا و دار همگرا شدهیرقم معن 5تا 

 دارد. مطابقت (2802و همکاران،  Heydarpour؛ 2808
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 مطالعه پارامتري -5-2
( بر ∞𝑇به عنوان اولین مثال، اثر دمای سیال داخل مخزن )

ای واقع بر شعاع میانی های تنش در نقطهلفهؤاعی و مجائی شعهجاب

𝜉و وسط ارتفاع ) = 𝜂 = ( پوسته مخروطی با شرط مرزی 0.5

تر های مختلف پارامگیردار در سطح تحتانی و فوقانی، برای نسبت

𝐵𝑖𝑜)بعد ضریب انتقال همرفت سیال بی = ℎ × ℎ̃𝑐/𝑘𝑐)  در شکل

باشد که انتخاب مقادیر ذکر می(، نشان داده شده است. لازم به 3)

( بیانگر شرائط Bio=0ناچیز برای ضریب انتقال حرارت همرفت )

مرزی عایق حرارتی بین سیال و جداره داخلی مخزن بوده و مقادیر 

( معادل شرط مرزی انتقال حرارت پایدار و Bio≥100نسبتاً بالا )

 و Safaeian؛ Safaeian ،2803و  Malekzadehباشد )ثابت می

 (. 2809همکاران، 

(، با افزایش دمای سیال داخل 3با توجه به نتایج شکل )

های تنش پوسته )برای کلیه مقادیر لفهؤجائی و مه(، جاب∞𝑇مخزن )

 یابند.ضریب انتقال حرارت همرفت( به شدت افزایش می

جائی افقی در راستای ارتفاع ه(، تغییرات جاب5در شکل )

تنش در راستای شعاع )ضخامت( برای پوسته و همچنین توزیع 

مقادیر مختلف ضریب انتقال همرفت سیال، ارائه شده است. 

شود، تنش بیشینه در سطح داخلی طور که مشاهده میهمان
(𝜉 = پوسته بوده و با افزایش ضریب انتقال همرفت گرمایی  (0

ین، یابند. همچنهای پاسخ پوسته به شدت افزایش میلفهؤسیال، م

گردد ( مشاهده می5( و )3های )به نتایج ارائه شده در شکل با توجه

رین و بیشترین تازای مقدار مشخص دمای داخل مخزن، کم که به

یار ازای مقادیر بس های پاسخ پوسته به ترتیب بهلفهؤمقدار برای م

شرط مرزی [و بسیار بالا  ](Bio=0شرط مرزی عایق حرارتی )[کم 

برای ضریب انتقال حرارت همرفت ] (Bio≥100پایدار حرارتی )

 آیند.دست می سیال، به
 

 

 جائی شعاعی و تنش مماسی ديسک حلقوي دوار با مواد مدرج تابعیجابه سهيمقاهمگرايی و  -2جدول 
[𝑹𝒊/𝑹𝒐 = 𝟎.𝟐, 𝑳/𝑹𝒐 = 𝟎. 𝟎𝟓,𝒏 = 𝟎. 𝟓,𝜴 = 𝟔𝟎𝟎(𝑹𝒂𝒅/𝒔), 𝜼 = 𝟎. 𝟓] 

همگرایی تنش مماسی


 U همگرایی جابجائی شعاعی   ∑
) تعداد نقاط در نظر گرفته شده )Nμ 

𝜉 = 0 𝜉 = 0.5 𝜉 = 1.0  𝜉 = 0 𝜉 = 0.5 𝜉 = 1.0 

3825/8 0996/8 8895/8  0960/8 2395/8 3995/8 03 
3809/8 0909/8 8863/8  0080/8 2580/8 3669/8 08 
3906/8 0930/8 8080/8  0003/8 2859/8 5883/8 09 
3968/8 0930/8 8080/8  0003/8 2859/8 5885/8 20 

]3906/8[ ]0938/8[ ]8082/8[  ]0003/8[ ]2859/8[ ]5885/8[ )2808( Li و Peng

 
]3960/8[ ]0938/8[ ]8080/8[  ]0003/8[ ]2859/8[ ]5885/8[ Heydarpour ( 2809و همکاران)

  

 
ی شعاعیجابجائالف(   

 
تنش شعاعی  ب(  

 
 ج( تنش مماسی

 
 د( تنش عمودی

 
 ه( تنش برشی

 هاي مختلف ضريب انتقال همرفت گرمااثر دماي سيال بر پاسخ پوسته مخروطی دوار با شرط مرزي گيردار براي نسبت -1شکل 

 

300 400 500 600 700 800 900 1000 1100

-0.05

0.05

0.15

0.25

0.35

T (K)

U

8

Bio=0

Bio=1

Bio=2

Bio=5

Bio=10

Bio=100

300 400 500 600 700 800 900 1000 1100

-0.18

-0.12

-0.06

0.00

T (K)



8

rr

Bio=0
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ی شعاعیجابجائالف(   

 
 ب( تنش شعاعی

 
 ب( تنش مماسی

 
 ج( تنش عمودی

 
 د( تنش برشی

 راثر ضريب انتقال همرفت گرما بر پاسخ پوسته مخروطی دوار با شرط مرزي گيردا -9شکل 
 

 
ی شعاعیجائهجابالف(   

 
 ب( تنش شعاعی

 
 ج( تنش مماسی

 
 د( تنش عمودی

 
 ه( تنش برشی

𝐡/𝐑𝐦]ی ساده، براي مقادير مختلف سرعت دوران -پاسخ پوسته مخروطی با شرط مرزي گيردار -5شکل  = 𝟎.𝟒, 𝐁𝐢𝐨 = 𝟏𝟓𝟎] 
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 الف( جابجائی شعاعی

 
 ب( تنش شعاعی

 
 ج( تنش مماسی

 
 د( تنش عمودی

 
 ه( تنش برشی

 در نظر گرفتن وابستگی خواص مادي به دما، بر پاسخ پوسته مخروطی دوار با شرط مرزي گيردار  اثر عدم -2شکل 

[𝜷 = 𝟐𝟓°, 𝒉/𝑹𝒎 = 𝟎. 𝟐,𝑩𝒊𝒐 = 𝟏𝟎,𝜴 = 𝟐𝟎𝟎(𝑹𝒂𝒅/𝒔)] 

های پاسخ لفهؤ(، اثر زاویه رأس مخروط بر م8در شکل )

ر د بیبه ترتپوسته مخروطی دوار با شرط مرزی گیردار و ساده )

ی( به ازای مقادیر مختلف سرعت دورانی مورد و فوقان یسطح تحتان

شود، با افزایش طور که مشاهده میبررسی قرار گرفته است. همان

جائی افقی و تنش عمودی نرمال کاهش های، جابسرعت زاویه

های پاسخ )تنش شعاعی، مماسی و برشی( لفهؤیابد؛ ولی سایر ممی

افزایش زاویه رأس مخروط، کلیه  یابند. همچنین باافزایش می

 جز تنش برشی( بهه لاستیک پوسته )با -های پاسخ ترمولفهؤم

یابند؛ ولی تنش برشی تا رسیدن طور متناظر کاهش یا افزایش می

به مقدار بیشینه افزایش یافته و سپس با افزایش زاویه رأس 

 یابدمخروط، تنش برشی کاهش می

در برخی از تحقیقات شد،  طور که در بخش مقدمه ذکرهمان

 ،ای ساخته شده از مواد مدرج تابعیهشده در رابطه با سازه انجام

اثر وابستگی خواص مادی به دما در نظر گرفته نشده است )به 

و  Zamani Nejad؛ 2808و همکاران،  Zenkour :عنوان مثال

Rahimi ،2808 ؛Khorshidvand  وKhalili ،2808 ؛Ghafoori 

و  Dai؛ 2800و همکاران،  Akbarzadeh؛ Asghari ،2802و 

منظور بررسی اهمیت در نظر گرفتن  (. به2802همکاران، 

الاستیک  -(، پاسخ ترمو2وابستگی خواص مادی به دما )رابطه 

پوسته مخروطی برای دو حالت با در نظر گرفتن و نیز بدون در 

یسه با یکدیگر مقا (9)نظر گرفتن اثر وابستگی به دما، در شکل 

 اند. شده

اختلاف بین نتایج در دو حالت مورد بررسی، بخصوص در 

𝜉)سطح جداره داخلی مخزن  = باشد. از مشهود میکاملاً  ،(0

طرفی، میزان این اختلاف با افزایش دمای سیال )و یا افزایش 

یابد. در حالتی که ضریب انتقال همرفت گرمایی( افزایش می

های جائی و تنشهفته نشود، جابوابستگی خواص به دما در نظر گر

 گردند. این منجر به طرحپوسته بیشتر از مقدار واقعی محاسبه می

و همکاران،  Safaeianغیر بهینه و محافظه کارانه خواهد شد )

ش الاستیک و ارتعا -(. نتایج مشابهی نیز برای تحلیل ترمو2809

؛ 2800همکاران،  و Safaeianهای حلقوی )آزاد ورق

Malekzadeh  وSafaeian ،2803  و همچنین پوسته 2809و )

ای دوار ساخته شده از مواد مدرج تابعی گزارش شده است استوانه

(Heydarpour  ،؛ 2802و همکارانMalekzadeh  ،و همکاران

2802.) 
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رابطه [ (𝑝)پارامتر قانون توزیع توانی (، اثر تغییر9در شکل )

بررسی قرار گرفته است. های پاسخ پوسته مورد لفهؤ، بر م[(0)

های تنش پوسته مخروطی با شرط لفهؤجائی و مهبدین منظور جاب

مرزی گیردار در سطح تحتانی و فوقانی به ازای مقادیر متفاوت 

اند. با توجه به نتایج ارائه شده در شده ارائهپارامتر توزیع توانی 

 مشخص است که با افزایش پارامتر توزیع توانی، کلیه (9)شکل 

 نیابند. دلیل این امر آهای پاسخ پوسته به شدت افزایش میلفهؤم

خواص مادی پوسته از  ،است که با افزایش پارامتر توزیع توانی

در  ه و در نتیجه دمای بیشتری راشد سرامیک خالصجنس 

ش منجر به کاهاین امر  .نمایندتجربه می مقایسه با حالت فلز خاص

)با توجه به اقزایش دما و نیز  پوسته مخروطی شدهثر ؤمسختی 

-هجاب و لذا وابستگی خصوصیات فیزیکی ماده مدرج تابعی به دما(

یافت.های تنش پوسته افزایش خواهند لفهؤجائی و م

 

 
 الف( جابجائی شعاعی

 
 ب( تنش شعاعی

 
 ج( تنش مماسی

 
 د( تنش عمودی

 
 ه( تنش برشی

 پاسخ پوسته مخروطی گيردار اثر پارامتر قانون توزيع توانی بر -1شکل 

[𝛃 = 𝟑𝟎°, 𝐡/𝐑𝐦 = 𝟎.𝟑, 𝐁𝐢𝐨 = 𝟏𝟎,𝛀 = 𝟐𝟎𝟎(𝐑𝐚𝐝/𝐬)] 

 
 گيرينتيجه -2

 های مخروطیالاستیک پوسته -تحلیل ترمودر این تحقیق، 

ر با دو ثیر محیط حرارتی أرج تابعی تحت تبا مواد مددوار شکل 

 از سیال داغناشی نظر گرفتن شرائط مرزی انتقال حرارت همرفت 

فته قرار گربررسی ، بر اساس تئوری الاستیسیته مورد داخل مخزن

است. ضمن در نظر گرفتن اثر وابستگی خواص مادی به دما، 

 دستبا اصل کار مجازی به پوستهمعادلات تعادل و شرائط مرزی 

آورده شده و پس از انتقال به دامنه محاسباتی، با استفاده از روش 

های روش به کار گرفته اند. از ویژگیل شدهتفاضلات مربعی ح

ایج نتشده، دقت بالا، حجم کم محاسبات و سرعت بالا در همگرایی 

وابستگی خواص مادی باشد. اثر پارامترهای مختلف هندسی، می

پارامتر قانون توزیع توانی، زاویه رأس مخروط، سرعت به دما، 

 های پاسخلفهؤای و ضریب انتقال حرارت همرفت سیال بر مزاویه

 .مورد بررسی قرار گرفته استگاهی مختلف با شرایط تکیهپوسته 

با افزایش درجه حرارت سیال داخل که  دهندینشان منتایج 

 یجائهجابمخزن و یا افزایش ضریب انتقال حرارت همرفت سیال، 

ینه یابند و مقدار بیشهای تنش پوسته به شدت افزایش میلفهؤو م

باشد. مشخص گردید که جداره داخلی پوسته میها در این تنش

های ساخته شده از جهت تحلیل واقع بینانه و طرح بهینه سازه

مواد مدرج تابعی، در نظر گرفتن اثر وابستگی خواص مادی به دما 
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باشد. در حالتی که اثر وابستگی خواص بسیار حائز اهمیت می

پاسخ بیشتر از های لفهؤشوند، ممادی به دما در نظر گرفته نمی

مقدار واقعی آن محاسبه خواهند شد. همچنین مشاهده شد که با 

نرمال )شعاعی،  هایی و تنشجابجائافزایش زاویه رأس مخروط، 

یابند؛ ولی تنش مماسی و عمودی( پوسته مخروطی افزایش می

برشی تا رسیدن به مقدار بیشینه، افزایش یافته و سپس کاهش 

 یافق یجابجائ، یاهیسرعت زاو شیبا افزاکه د. نشان داده شد یابمی

 پاسخ یهالفهؤم ریسا یول ابندیینرمال کاهش م یو تنش عمود

 همچنین نشان .ابندییم شی( افزایو برش یمماس ،ی)تنش شعاع

داده شد که با افزایش پارامتر قانون توزیع توانی، سختی پوسته 

-افزایش میهای پاسخ پوسته لفهؤمخروطی کاهش یافته و لذا م

 توان به عنوان نقطه مبنا جهت تحلیلیابند. از نتایج این تحقیق می

 ای و مخروطی شکل دوار تحتهای استوانهو طراحی بهینه پوسته

 بار حرارتی بهره گرفت. ثرأت
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1. Introduction 

Functionally graded materials (FGMs) are inhomogeneous materials with continues variation of the 
constituents, usually metal and ceramic, in a given direction that are commonly useful in thermal environment 
(Malekzadeh and Safaeian, 2013, 2016). Rotating FGM conical shells are widely used as structural components 
in different engineering fields such as aeronautics, nuclear engineering, etc. Therefore, exact thermo-elastic 
analysis of these structures is crucial. In the present study, thermo-elastic analysis of rotating FGM truncated 
conical shells with temperature dependent material properties and subjected to convection heat transfer 
effects between the internal hot fluid and the shell inner surface is investigated based on the elasticity theory.  
 

2. Methodology 

2.1. The shell thermo-elastic equilibrium equations 

Consider the rotating FGM conical shell (Fig. 1) with inner radius 𝑅𝑖(𝑧), outer radius 𝑅o(𝑧), thickness ℎ, and 
the length 𝐿, which rotates with angular velocity of Ω. The displacement components of an arbitrary material 
points of the shell are denoted by (𝑢, 𝑣, 𝑤) in the polar coordinate system (𝑟, 𝜃, 𝑧), respectively. 

 

  
 
Fig. 1. The: (a) Geometry of rotating FGM conical shell, (b) Transformation of physical domain into computational domain 

 
Based on the power low distribution, a typical material property ‘𝑃’ of the shell can be expressed as: 

(a) (b) 
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𝑃(𝑟, 𝑧, 𝑇) = 𝑃𝑐(𝑇) + [𝑃𝑚(𝑇) − 𝑃𝑐(𝑇)] × (𝑟̅/ℎ . cos 𝛽)𝑝; where,  𝑃(𝑇) = 𝑃0  ∑ 𝑃𝑖𝑇𝑖3

𝑖=−1  (1) 
 

     In Eq. (1), the subscripts m and c, respectively, refer to the metal and ceramic constituents; 𝑝(≥ 0) is the 
material graded index; 𝑃𝑖  {𝑖 = −1,0,1,2,3} are unique for the constituent materials (Safaeian et al., 2017); and 
𝑇 = 𝑇(𝑟) denotes temperature (in Kelvin). In the absence of the heat generation source within the shell, the 
temperature distribution can be obtained by solving the following tow-dimensional heat transfer equation: 
 

Thermal boundary conditions: Temperature distribution:  

At  𝑟 = 𝑅𝑖(𝑧):  𝑘 (
𝜕𝑇

𝜕𝑟
cos 𝛽 +

𝜕𝑇

𝜕𝑧
sin 𝛽) = −ℎ̃𝑐(𝑇∞ − 𝑇0),    

At  𝑟 = 𝑅o(𝑧):   𝑇 = 𝑇0   

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟𝑘

𝜕𝑇

𝜕𝑟
) +

𝜕

𝜕𝑧
(𝑘

𝜕𝑇

𝜕𝑧
) = 0; (2) 

 

where 𝑘 = 𝑘(𝑟, 𝑇) is the thermal conductivity; 𝑇∞ is the shell inside fluid temperature; and ℎ̃𝑐 is the convection 
heat transfer coefficient of the fluid. Using the virtual work principle, the stress-strain and the shell equilibrium 
equations based on the linear elasticity theory can be written as (Safaeian et al., 2017): 
 

{

𝜎𝑟𝑟
𝜎𝜃𝜃

𝜎𝑧𝑧

𝜎𝑟𝑧

} = [

𝐶11 𝐶12 𝐶13 0

𝐶12 𝐶22 𝐶23 0

𝐶13

0
𝐶23

0
𝐶33

0

0
𝐶55

] {

𝜕𝑢/𝜕𝑟 − 𝛼∆𝑇
𝑢/𝑟 − 𝛼∆𝑇

𝜕𝑤/𝜕𝑧 − 𝛼∆𝑇
𝜕𝑢/𝜕𝑧 + 𝜕𝑤/𝜕𝑟

} ; 
 
𝜕𝜎𝑟𝑟

𝜕𝑟
+

𝜕𝜎𝑟𝑧

𝜕𝑧
+

𝜎𝑟𝑟 − 𝜎𝜃𝜃

𝑟
+ 𝜌𝑟Ω2 = 0 

 
𝜕𝜎𝑟𝑧

𝜕𝑟
+

𝜕𝜎𝑧𝑧

𝜕𝑧
+

𝜎𝑟𝑧

𝑟
= 0 

(3) 

 

2.2. Solution procedure 

The differential quadrature method (DQM) is used to discretize the shell governing equations. According to 
DQM, the derivatives of a function are simply approximated as a weighted sum of its values at a given sampling 
points (Safaeian et al., 2017; Malekzadeh and Safaeian, 2013, 2016). Since the computational domain of DQM 
is a rectangular one, the linear geometric transformation (Eq. 4) is employed to transform the skewed cross 
section of the conical shell (physical domain) to rectangular computational domain of DQM (Fig. 1(b)).  
 

𝑟 = 𝑅𝑖𝑏 + 𝜉 − 𝜂 (sin 𝛽), 𝑧 = 𝜂 (cos 𝛽) (4) 
 

After using the DQM together with the transformation rule (Eq. 4) to discretize the shell thermo-elastic 
equations, one obtain a system of equations in matrix form which can be written as: 
 

[𝑆𝐾]{𝑑} = {𝐹}; where, 𝑑 = {[𝑢] [𝑤]}𝑇 (5) 

 

3. Results and discussion 

In numerical calculations, Biot number (Bio = ℎ × ℎ̃𝑐/𝑘𝑐) is used as suitable non-dimensional parameter 

for convective thermal boundary condition (Malekzadeh and Safaeian, 2013; Safaeian et al., 2017). 
 

3.1. Effect of the temperature field 

As a first example, the effect of temperature field on the non-dimensional radial displacement (𝑈), radial 
stress (∑𝑟𝑟), and also the shear stress (∑𝑧𝑧) components of rotating FGM conical shell are investigated in Fig. 
(2). According to this figure, increasing the shell inside fluid temperature and/or Biot number significantly 
affects the response components of the FGM conical shell. 

 

   

Fig. 2. Effect of temperature field on the non-dimensional response components of the clamped-clamped rotating FGM 

conical shell [𝛽 = 45°, ℎ/𝑅𝑚 = 0.1, Ω = 100(Rad/𝑠)]: (a) Radial displacement, (b) Radial stress, (c) Shear stress 
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3.2. Effect of annular velocity 

In Fig. 3, variations of the system response components against the shell semi-vertex angle (𝛽) and for 5 
different values of annular velocity (Ω) are presented. The influence of 𝛽 on the results is quite obvious. The 
stress components are increased by increasing Ω, whereas the radial displacement is reduced by increasing Ω.  

 

   
Fig. 3. Effect of annular velocity (Ω) and vertex angle (𝛽) on the non-dimensional response components of the clamped-

simply supported FGM conical shell [ℎ/𝑅𝑚 = 0.4, Bio = 150]: (a) Radial displacement, (b) Radial stress, (c) Shear stress 

 

3.3. Effect of temperature dependence of FG material properties 

The effect of temperature dependence of FG material properties (Eq. 1) on the response components of 
rotating FGM conical shell are depicted in Fig. 4. As can be seen, response components of the shell are greatly 
overestimated when the temperature dependence of FGM properties is not taken into account. 

 

 
  

Fig. 4. Effect of temperature dependence of FG material properties on the response components of rotating FGM conical 
shell [𝛽 = 25°, ℎ/𝑅𝑚 = 0.2, Bio = 10, Ω = 200(Rad/𝑠)]: (a) Radial displacement, (b) Radial stress, (c) Shear stress 

 

4. Conclusions 

In the present study, the temperature-dependent DQ thermo-elastic analysis of the rotating FGM truncated 
conical shells subjected to convective heat transfer effect is investigated. A mapping technique is used to 
transform skewed sectional area of the shell into computational domain of DQM. The influence of temperature 
rise, convection heat transfer coefficient, annular velocity, and temperature-dependence of FGM properties on 
the response components of the shell are carried out. Results show that increasing the temperature rise and/or 
convection heat transfer coefficient of the fluid causes increasing the response components of the shell. The 
observations imply that neglecting the temperature dependence of FGM properties may lead to extremely over-
estimated and highly conservative results for rotating conical shells. All the displacement and stress 
components (except for shear stress) increased by increasing the vertex angle of the shell. Besides, increasing 
the annular velocity leads to decreasing/increasing the displacement/stress components of the shell.  
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