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تئوري  بر اساسمحرك - هاي پیزوالکتریک محرك با لایه FGMورق دایروي یک کمانش  بررسی

  مرتبه اول تغییر شکل برشی صفحات
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   چکیده

محرك بر اساس تئوري مرتبه - هاي پیزوالکتریک محرك با لایه )FGM( اي شکل ساخته شده از مواد تابعی نسبتاً ضخیم دایرهورق حرارتی در این مقاله کمانش 

فرض شده است. و خواص مکانیکی ورق در راستاي ضخامت متغیر صورت گیردار  ط مرزي بهشرایرار گرفته است. ـاول تغییر شکل برشی صفحات مورد بررسی ق

با استفاده از حساب کل برشی صفحات در نظر گرفته شده است. معادلات غیرخطی تعادل و خطی پایداري روابط سینماتیکی بر اساس تئوري مرتبه اول تغییر ش

ساخته شده از مواد تابعی تحلیل کمانش ورق با حل معادلات حاصل اند. سپس  انرژي پتانسیل کل بدست آمدهبعی تالاگرانژ بر -و اعمال معادلات اویلر تغییرات

براي بررسی تأثیر پارامترهاي مختلف بر روي دماي  رائه شده است. در ادامهادما در جهت ضخامت و غیرخطی  خطی اتتغییربا  گرمایی بارگذاريدو نوع تحت 

 مورد ها پژوهشسایر تغییر شکل برشی با نتایج حاصل از اول تئوري مرتبه از نتایج حاصل ودارهایی ارائه گردیده و ـو نم ها جدولصورت ه ب نتایج بحرانی کمانش،

و این  درانی کمانش می گردـث افزایش دماي بحـد که وجود لایه پیزوالکتریک باعـده . نتایج نشان میو اطمینان کافی حاصل شده است قرار گرفتهمقایسه 

ضخامت کمانش با افزایش نسبت ضخامت ورق و  دماي بحرانیهمچنین، مقدار  افزایش براي حالت ورق همگن بیشتر از ورق ساخته شده از مواد تابعی می باشد.

  لایه پیزوالکتریک بر شعاع ورق افزایش می یابد.

 .رق دایرويپیزوالکتریک، ماده مدرج تابعی، ولایه  ،گرماییکمانش  هاي کلیدي:واژه

  

Buckling Analysis of a FGM Circular Plate with Actuator-Actuator Piezoelectric Layers 
Using First-Order Shear Deformation Plate Theory 

 
Sh. Yousefzadeh Department of Mechanical Engineering, Aligudarz branch, Islamic Azad University, Aligudarz, Iran 

R. Shahveh Department of Mechanical Engineering, Aligudarz Branch, Islamic Azad University, Aligudarz, Iran 

 
Abstract 
In this paper, the thermal buckling of a thick circular plate made of functionally graded material (FGM) with 
actuator/actuator piezoelectric layers based on first order shear deformation plate theory under uniform and non-uniform 
thermal loads is studied. The clamped boundary condition are assumed. The material properties through the thickness are 
assumed to be power functions of the thickness. Equilibrium and stability equations are derived by using the calculus of 
variations method and applying Euler equations on total potential energy. Then, the analysis of the thermal buckling of the 
circular plate under two types of the thermal loadings are presented by solving the equations. In the following, to 
investigation of the several parameters effects on critical buckling temperatures, the results are displayed by tables and 
graphs. Finally, the results of this study are compared with results of other works. Results show that the piezoelectric layers 
increase the critical buckling temperatures and this increase for homogenous plate is more than FGM plate. Also, the critical 
buckling temperature increases by increasing plate and piezoelectric layer thickness to plate thickness ratios.  
 

Keywords: Thermal buckling, Piezoelectric layer, FGM, Circular plate. 

  مقدمه -1

هایی هستند که در صنعت نقش بسیار مهمی را ایفا  ها سازه ورق

ها بسته به نوع ماده تشکیل دهنده آنها متفاوت  می کنند. رفتار ورق

ها در کل ماده خواص یکسانی دارند که آنها را ورق  است. بعضی از ورق

مرکب نیز از مواد غیر همگن و هاي  نامند. همچنین ورق می 1همگن

هاي اخیر، مطالعات زیادي توسط  در سال اند. نگرد تشکیل شدههمساغیر

هاي و رفتار آنها نسبت به بارگذاري و شرایط  دانشمندان بر روي ورق

 ی همچونها در صنایع از ورقمرزي مختلف انجام شده است. 

خودروسازي، هواپیماسازي، کشتی سازي، صنایع فضایی، ساخت 

ها  هاي بسیار مهم در ورق از پدیده شود. یکی مخازن و غیره استفاده می

                                                 
1 Homogeneous  

ورق است. لذا دانشمندان  2شود کمانش  که موجب شکست آنها می

همواره در پی ساختن موادي هستند که در مقابل این پدیده مقاومت 

  خوبی داشته باشد.

اي مدرج تابعی تحت  زاده و اسلامی به تحلیل کمانش ورق دایره نجفی

 ا استفاده از فرموله کردن تغییرات،بارگذاري شعاعی پرداختند و ب

بدست آورده و با استفاده از این معادلات را معادلات تعادل و پایداري 

نیروهاي پیش کمانش و بارهاي بحرانی کمانش را محاسبه کردند. 

ش جابجایی غیرخطی و روابط کرن کیرشهفمعادلات بر مبناي تئوري 

 .]1[ است  ز بودهساندر

اي مدرج تابعی تحت  ه تحلیل کمانش ورق دایرهزاده و حیدري ب نجفی

بارگذاري شعاعی پرداختند و با استفاده از تئوري تغییر شکل برشی 

                                                 
2 Buckling 
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مراتب بالا معادلات تعادل و پایداري را بدست آوردند و تغییرات ماده 

 ،و با استفاده از روش تغییرات شدفرض  zبصورت تابع توانی از 

اي مدرج تابعی  ل کمانش ورق دایرهو تحلیدست آمد  ت پایه بهمعادلا

  .]2[. نتایج کنواخت مورد بررسی قرار گرفتتحت فشار شعاعی ی

اي مدرج تابعی  کمانش ورق دایره به تحلیل خمش متقارن و 1ونگما و 

با استفاده از تئوري مرتبه سوم تغییر شکل برشی پرداختند و روابط 

ابعی با استفاده از اي مدرج ت بین نتایج حاصله از کمانش ورق دایره

تئوري مرتبه سوم تغییر شکل برشی براي خمش متقارن و کمانش ورق 

مبناي تئوري اي ایزوتروپیک بر  اي مدرج تابعی با ورق دایره دایره

 .]3[کلاسیک بدست آوردند 

هاي کامپوزیتی تحت  در مورد آنالیز کمانش ورقو همکاران  2پندي

تئوري کلاسیک صفحات تحقیق و مکانیکی بر مبناي  گرماییبارهاي 

 .]4[کردند 

اي مدرج تابعی در  زاده و حیدري به تحلیل کمانش ورق دایره نجفی

پرداختند که با استفاده از  گرماییهاي مختلف  جهت ضخامت تحت بار

تعادل و پایداري را بدست  تئوري تغییر شکل مراتب بالا معادلات

  . ]5[ند آورد

تغییر شکل بزرگ بر  متقارن در به تحلیل خمش و همکاران 3ردي

اي مدرج تابعی تحت  اساس تئوري غیرخطی ون کارمن ورق دایره

و نیز تحلیل رفتار پس از  آنهاترکیبی از   و یا گرماییبارهاي مکانیکی، 

  .]6[اي مدرج تابعی پرداختند  کمانش ورق دایره

ز تغییر خواص مکانیکی در مواد مدرج تابعی را با استفاده ا 4فکویی

تغییر  5خدیر. ردي و ]7[فرض پروفیل نسبت حجمی در نظر گرفتند 

خواص مکانیکی در مواد مدرج تابعی را با استفاده از تقریب 

مستقیماً  و همکاران 6نن .]8[میکرومکانیکی مورد بررسی قرار دادند 

روابط پیوستگی مواد مدرج تابعی را مورد استفاده قرار دادند و با 

ترمومکانیکی فلز و سرامیک  ی تحلیلی خواص غیرکوپله استفاده از تقریب

اي  کمانش ورق دایره 7فري . کلاسنر و]9[ مدرج تابعی را تشریح کردند

ریتز مورد  -یکنواخت متقارن با استفاده روش ریلی گرماییتحت بار 

معادلات ورق  8استاوسکیکریزوسکی و  .]10[مطالعه قرار دادند 

را با استفاده از اصل همیلتون بدست آوردند اي  اي تو خالی لایه دایره

اي تو  یافته معادلات ورق دایره هاي توسعه  حل 9لیوچانگ و  .]11[

  .]12[باشد را انجام دادند  خالی را که شامل اثر برش عمودي نیز می

ورق دایروي سـاخته شـده از مـواد     گرماییدر این مقاله تحلیل کمانش 

محرك بر اساس محل تار خنثی -محرك تابعی با لایه هاي پیزوالکتریک

از تئوري مرتبه اول تغییر شکل برشی صفحات انجام گرفته و با استفاده 

    است.

  

  

  

                                                 
1 Ma L. S. & Wang T. J. 
2 Pandey J. N. 
3 Reddy 
4 Fukui Y.  
5 Reddy J. N. and Khdeir A. A. 
6 Nan C. W. 
7 Klosner J.M. and Forry M. J. 
8 Krizevsky G. and Stavsky Y. 
9 Chang J. S. and Leu S. Y. 

  مواد تابعی -2

هاي آنها از  هایی هستند که لایه مواد مدرج تابعی کامپوزیت

ها از ترکیبی از فلز و  سرامیک و فلز خالص تشکیل شده و بین لایه

خواص مکانیکی آنها بطور ملایم و پیوسته از سرامیک پر شده است که 

. طبق قانون ساده توانی ]13[ .کند یک سطح به سطح دیگر تغییر می

  :براي خواص ماده تابعی داریم

2
( ) ( )

2
k

m cm

z h
P z P P

h


  )1(

که در آن، 
mP  و

cP باشد. ضریب  به ترتیب خواص فلز و سرامیک می

شود  پواسون نیز ثابت در نظر گرفته می z .  

  

  معادلات تعادل و پایداري -3

مفروض است، FGM  اي شکل از جنس ماده یک ورق دایره

 phحرك پیزوالکتریک به ضخامت م- هاي محرك که با لایه بطوري

با در نظر باشد.  می گرماییگذاري پوشانیده شده است. ورق تحت بار

معادلات تعادل گرفتن تئوري مرتبه اول تغییر شکل برشی صفحات، 

اساس  هاي محرك پیزوالکتریک بر با لایه FGMاي شکل ورق دایره

  آید: تئوري مرتبه اول تغییر شکل برشی صفحات بصورت زیر بدست می
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توسط میدان  گرماییگردد حالت تعادل ورق تحت بارگذاري  فرض می

),,,,(جایی جابه oroooo uvw   تعریف شود. براي این حالت

   ) برابر می شود با:1رابطه (
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هاي   با لایه FGM با بکارگیري روش فوق معادلات پایداري ورق

اساس تئوري مرتبه اول تغییر شکل  محرك پیزوالکتریک بر -محرك

  آید: دست میه صورت زیر به برشی ب
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خطـی  تحلیل کمانش ورق دایروي تحت افـزایش   -4

  دما در جهت ضخامت ورق

با دو لایه  FGM اي شکل از جنس ماده رق دایرهیک و

پیزوالکتریک از نوع محرك مفروض است. ورق با شرایط مرزي گیردار 

خطی در راستاي ضخامت  دماي. ورق تحت افزایش شود یفرض م

  قرار دارد.صورت زیر  به

( ) ( )
2

m

T h
T z z T

h


     at   

22

h
z

h
  )5(

است که سرامیکی و فلزي ورق اختلاف دما بین سطوح  Tکه

  :شود تعریف میبصورت زیر 

mc TT
h

T
h

TT  )
2

()
2

( )6(

 دماي سطح فلزي ورق mT دماي سطح سرامیکی و cT بطوریکه

FGM باشد.  می
0rN هت نیروي پیش کمانش در جr  .پس از می باشد

  راي اختلاف دما بدست خواهد آمد:ي زیر ب رابطه انجام محاسبات لازم
2

6 1 3 3
2 2

1 1 6 3 1 3

(2) (1)
31

2

14.68 ( )(1 )1

[ 14.68( )]
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       L

h






  
 

 

 
 

 )7(

ــزایش   -5 ــت اف ــروي تح ــانش ورق دای ــل کم تحلی

  غیرخطی دما در جهت ضخامت ورق

ي  می باشد، رابطهzتنها تابع مختصه Tبا توجه به اینکه دماي

  شود:  در حالت پایا به صورت زیر نوشته می گرمايانتقال 

0])([ 
dz

dT
zk

dz

d
)8(

  آید: مشابه قبل مقدار اختلاف دما بدست میبا انجام عملیاتی 
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  و ماده پیزوالکتریک FGMمشخصات ورق نمونه  – 6

هاي  آلومینا) با لایه-(آلومینیوم FGMاي شکل  یک ورق دایره

HPZTمحرك پیزوالکتریک  5  در نظر گرفته شده است. ورق با

شرایط مرزي گیردار فرض شده است. مشخصات هندسی و خواص 

  در نظر گرفته شده است. ]14[ مرجعادي ورق بصورت م

  

  گیري بحث و نتیجه - 7

با لایه  FGMاي شکل تحقیق تحلیل کمانش ورق دایره  در این

و بر اساس  گرماییمحرك پیزوالکتریک تحت بارگذاري –هاي محرك

شرایط مرزي گیردار  و باتئوري مرتبه اول تغییر شکل برشی صفحات 

  . شد انجام

مقادیر  هاي بدست آمده براي اطمینان از پاسخ -
crT  بدست آمده بر

اساس تئوري مرتبه اول تغییر شکل برشی صفحات با نتایج حاصل از 

) مورد مقایسه قرار 2( و) 1در جداول ( [14]تئوري کلاسیک مرجع 

 گرفته است. 

  نتایج زیر قابل دستیابی هستند: )9) تا (1شکلهاي (با توجه به 

از تئوري مرتبه اول تغییر استفاده قیق که با نتایج حاصل از این تح -

شکل برشی صفحات بدست آمده تطابق خوبی با نتایج حاصل از تئوري 

 کلاسیک دارد. 

با لایه  FGMمقادیر اختلاف دماي بحرانی کمانش مربوط به ورق -

h/هاي پیزوالکتریک با افزایش نسبت  a  و /
p

h a  افزایش می

   یابد.

بصورت  FGMدر جهت ضخامت ورق دمادر نظر گرفتن افزایش  -

یک رابطه غیرخطی منجر به مقادیر اختلاف دماي بحرانی کمانش 

crT  گردد. می دمابزرگتري نسبت به فرض رابطه خطی توزیع  

  شود. میتریک موجب افزایش اختلاف دماي بحرانی هاي پیزوالک لایه -

با لایه هاي  FGMاختلاف دماي بحرانی کمانش مربوط به ورق  -

 پیزوالکتریک از مقادیر مربوط به ورق همگن کمتر است. 

هاي پیزوالکتریک،  ولتاژ وارد بر لایهدهد با افزایش  نتایج نشان می -

 یابد. زایش میاختلاف دماي بحرانی کماش به صورت خطی اف

  

تحت  FGMمقایسه اختلاف دماي بحرانی کمانش ورق  -1جدول 

h/خطی در جهت ضخامت بر حسب  گرمايافزایش  a  مبتنی بر

  [14]تئوري مرتبه اول تغییر شکل برشی صفحات و مرجع 

h/a 
K=0 K=1 K=5 

FSDT Ref. 
[14] 

FSDT Ref. [14] FSDT Ref. [14] 

0.01 25.4214 25.4331 25.4214 25.4331 25.4214 25.4331 

0.02 101.545 101.733 101.545 101.733 101.545 101.733 

0.03 227.953 228.898 227.953 228.898 227.953 228.898 

0.04 403.951 406.93 403.951 406.93 403.951 406.93 

0.05 628.585 635.828 628.585 635.828 628.585 635.828 

  

تحت  FGMمقایسه اختلاف دماي بحرانی کمانش ورق  -2جدول 

h/غیر خطی در جهت ضخامت بر حسب  گرمايافزایش  a  مبتنی

  [14]تئوري مرتبه اول تغییر شکل برشی صفحات و مرجع 

h/a 
K=0 K=1 K=5  

FSDT Ref. [14] FSDT Ref. 
[14] 

FSDT Ref. [14] 

0.01 25.4214 25.4331 25.4214 25.4331 25.4214 25.4331 

0.02 101.545 101.732 101.545 101.732 101.545 101.732 

0.03 227.952 228.898 227.952 228.898 227.952 228.898 

0.04 403.951 406.93 403.951 406.93 403.951 406.93 

0.05 628.585 635.828 628.585 635.828 628.585 635.828 
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 گرمايتحت افزایش  FGMمانش ورق کاختلاف دماي بحرانی  -1شکل 

h/خطی در جهت ضخامت بر حسب  a مرتبه اول  مبتنی بر تئوري

  تغییر شکل برشی صفحات

  
 گرمايتحت افزایش  FGMاختلاف دماي بحرانی کمانش ورق -2شکل

  ضخامت بر حسب  غیرخطی در جهت

/h a

  
 –هاي محرك با لایه FGMاختلاف دماي بحرانی کمانش ورق  -3شکل 

خطی در جهت ضخامت بر  گرمايمحرك پیزوالکتریک تحت افزایش 

h/حسب  a) ./ 0.0001ph a (  

  

  
ا لایه هاي محرك ب FGMاختلاف دماي بحرانی کمانش ورق  -4شکل 

غیر خطی در جهت  گرمايمحرك پیزوالکتریک تحت افزایش  –

h/ضخامت بر حسب  a) ./ 0.0001ph a (  

  
تاثیر ضخامت لایه هاي پیزوالکتریک بر اختلاف دماي بحرانی  -5شکل

محرك پیزوالکتریک تحت  –با لایه هاي محرك FGMکمانش ورق 

ph/خطی در جهت ضخامت بر حسب  گرماي افزایش a .

)/ 0.01h a (  

  
تاثیر ضخامت لایه هاي پیزوالکتریک بر اختلاف دماي بحرانی  -6شکل 

محرك پیزوالکتریک تحت  –هاي محرك  با لایه FGMکمانش ورق 

ph/غیر خطی در جهت ضخامت بر حسب  گرمايافزایش  a .

)/ 0.01h a (  
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 –هاي محرك با لایه FGMاختلاف دماي بحرانی کمانش ورق  -7شکل 

تحت  FGMاختلاف دماي بحرانی کمانش ورق  ومحرك پیزوالکتریک 

h/در جهت ضخامت بر حسب  خطی گرمايافزایش  a .

)/ 0.0001ph a (  

  
هاي  با لایه FGMسه اختلاف دماي بحرانی کمانش ورق مقای -8شکل 

اختلاف دماي بحرانی کمانش ورق  ومحرك پیزوالکتریک –محرك

FGM  غیر خطی در جهت ضخامت بر حسب  گرمايتحت افزایش

/h a) ./ 0.0001ph a (  

  

  
اي محرك با لایه ه FGMاختلاف دماي بحرانی کمانش ورق  -9شکل 

هاي  محرك پیزوالکتریک برحسب اختلاف پتانسیل لایه –

/پیزوالکتریک. ( 0.0001ph a   و/ 0.1h a (  
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