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Abstract 
This paper develops open-loop optimal control approach for path planning of redundant manipulators with the last flexible arm and 
fixed base in trajectory tracking. In this method, regardless of flexibility, the space of joints answer is obtained for the rigid motion 
of manipulator. By proper selection of state vector, the cost function and system constraints are turned to classic form of 
optimization problem. By using Pontryagin’s minimum principle, the obtained equations are changed into two point boundary value 
problem. To verify the proposed method, simulation for three-link flexible manipulator is conducted. The results and surveys show 
the effectiveness of the proposed methods. 
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:���� 3�; N�~ Q��Z; q��	6R '�� :� ���7
3�  

)4( 
ddt H∂ℒ∂θ" �J − ∂ℒ∂θ� = τ�				; 	i = 1,2,… ,N	 

)5( ddt H∂ℒ∂ϕ" �J − ∂ℒ∂ϕ� = 0			; 	j = 1,2, … ,M		 
 ��ℒ = T − P  � -q��	6Rθ�  �ϕ�  ��
 �� V�SD� Q�Z
P�

�� �
 �� V�SD� Q�Z
P� �; ��� -q��	6R Y
/� ��3�d� �; .��1�; �

 �0�� ����: Q�>
/� �) E;��� �� -��(2��M4) � (5 �	< QR��D� �(

�� s�	P
3� .��1 

 ����	��� N�1 �; QR��D� 4�	� G�	� �;N + M =�n 

:�1 �9��F N�~ Q��Z; ������� -�:�; �������� QR��D�  

)6(  
;CSSθ,ϕ� CSTθ,ϕ�CSTU θ,ϕ� CTTθ,ϕ�? VθWϕW X +E+θ,ϕ, θ" , ϕ" 0 = Yτ0Z 

)7(  E = Dθ,ϕ� Vθ"ϕ" X + Kθ,ϕ� VθϕX + F+θ,ϕ, θ" , ϕ" 0 
 `�	��� �3	���C ∈ ℜ`×`  4��>
�� 3� N��1  `�	���

- �9CSS ∈ ℜ�×��CST ∈ ℜ�×� �CTT ∈ ℜ�×� �� .�1�; 

 A��cS9D ∈ ℜ`×`  ����	�� `�	���K ∈ ℜ`×`  �
P3 `�	���

 �b ∈ ℜ`  ���	; � �;~�M �`����	� Ng� �CF 	�p -�9�	�� t�S.�

 .3� \�	� :� \�	6cW , c" , c ∈ ℜ�  � ^	3 �����: -�9���	; G��	
;

 � N8�7� L�
1d ∈ ℜ� �� �9����� ���
/6 ���	; �T^ .�1�;T 
; `���� 4���D; .3� ���0��	� `�	��� ���/� �R�  

  

3 - -��& '?�(6 ����& -8�� (�,� 9�<3= �>�,� �+  

�	< -�:�; ������� �; �� Q��8 �C>� �; �C>� �� �	< 	; -�� 

-	��� �� :� N�W rP/� ��1 3� U�.�� �� ��	6 .�� A�� Y�>d� 

��< U�� ��D� �	< 	; -�� -	��� rP/� ���� 	J� �� �1�; .

�(� ��� :� -�9��W �V
��3 ��W �����S��3 �� �	< �.�� -�:�; 

������� 	; -�� A��b -	��� 3� .�� -�:�; ������� B�CD�� �	�(� 

	��� �.�� �D;�� :� ����: N8�7� � B�CD�� -	�(� 3� . �>;����W��9 

QR��D� �������� V��<  �^�S.� ��D� V
��3 	;R��D��C;�� Q )6 (

�� 1�;�� .?D; ��M� �M�� -��:� � �a� �� -�:�; �������  B�CD��

	�(� ���\ �� �� 4��� ASa �	< 	; -�� 	��� rP/� ���1 rF�1 

��3��� \�� w�	D� � �� @�= �	< ���S� �	� . 

�� '�� ���0; -:�3 �?d� � -	3�	3 ��M� ���� �� �� A�� ���>� 

'�� U�� ���; �
 � 3� .���0; -:�3 -	3�	3 	�6�	  ��� O;�� ���\9 �� 

�� N� 	��� �	< ���S� �� ��� � Q��Z; 5� rF�1 ���	2
�� �� 

@�= 	��� w�	D� �� ��1 . -�	; ]P; A�� �� �� �1��-������	  

 ���0; @	
�� '�� ��3� 	; �	�6 �� ��	W ���7
3� ���� ���0; 	���

 :�; �>?<3����7
3� . :� ; 	�6�	  -:�3 ���0; � � EF :� s��F Q��8

 ����3�d� -�9 �6��c�� Vp� �?^ :�; �>?<�� ���9 V
��3 �; Q�M�� 

-��:� �R�; 	�p -�9 �CF ���: � 	�v
� � -�9��W �w?
P� �1�� 

������ � ��S���W 3� ]27 .[�(� @	
�� ���0; �� ����� ������ 

��3��� �� @	
�� -�:�; ������� 	�(� B�CD�� �1�; .�; A�� '�� �� 

4��� B��9� �� �7?
P� B�9 ��	W ���� � �����	; .��S�   

 �� B�9 O;�� ��
;� ]P; A�� �� -	3��	3 Q��Z; 5� w�	D� �;

 ���	2
�� rF�1 �� 4� ����	2
�� V
��3 ��< -�9	�v
� :� �D;��

3� .V��� �� w�	D� � ��9	2?S^ t��1� :� �� V
��3 -������ -�9��W

 O;�� �� ���1 �� �1�� �CF :�.� ���>� :� ���^ �� � N8�7� ^	3

 5S� �; `x3 .��1 �� y�d� B�9 � �	< �����S��3 QR��D�

 �V
��3 	; V��< 5������V
��3 ��< -�9	�v
� ���	; Y
/� � 

� ���M 	�v
� 5� � ��< ���	; G�< 	; ����	2
�� �; kTC8� �� �

 �3� B�	D� ��	
�� 	�v
� ��< �� ��< A�� .��� �� 3�;

 ���0; @	
�� ������
3� �3� �; ��2
3� �; A�6��	
��� N8� 5S�
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 4��	  -�9���
/6 4� N< �; �� ��1 �� N���� @�� ���	� QR��D�

�; O;�� �� �	< 	��� �Q�;� N8�7� �; �0�� @�S^� �; .��� �� 3

 -�9	�v
�.��� �� 3�; 3� V
��3 ��<  N�12  ���?; ����S�

	�(�� ��  ���0; @	
�� '�� .�9� �� 4�/� ��  

  

  
J	 2- 8�& �<�; ����& '()�* �*?�& �/+?��  

 
 N�1 ��2 �cet�  �L�?C� -���� ���	;gf, g�  O;�� ����	2
��

 �B�9 ���	2
��f  �V
��3 ��< ���	;g .��
�9 ��	
�� 	�v
�   

 O;��B�9 J  N�~ Q��Z; ��w�	D� ��:V���  

)8(  J = � g+θ, θ" , ϕ, ϕ" , τ0	dtij
ik  

) �C;�� �����:�; �;6 Q��Z; �� V
��3 �������� -�9��W 4��
�� (

:���� 3�; N�~  

)9(  CSSθ,ϕ�θW + CSTθ,ϕ�ϕW  +ES+θ,ϕ, θ" , ϕ" 0 = 	τ 
)10(  

CSlU θ,ϕ�θW + CTTθ,ϕ�ϕW  +ET+θ,ϕ, θ" , ϕ" 0 = 0 

 �Q�;� G?8 �	< �	  �; �?<	� A�� �� �����S��3 ��W Q��Z;

�1 �9��F N�~:  

)11(  σθ� = σet� 
�� A��  ��C;��nc� ���	; �DW�� .��� -�:�; ������� � ne 

���	; 	��� L�?C� � �D;�� :� 4��: �� �1�; . �C;��)11 (5� �C;�� 

-	�M �CF 	�p 3� � N��� �; �2��\ � Q�M�� �-��:� -�0;��M �; 

-��S1 -�	; -����: N8�7� �	� �9��F ����� . 

 -�9��W A��cS9 ^	3 4�	� ���d� 0M -�������  ���
/6

�� N8�7� :��	6 @�S^� �����  

)12(  τ�o p τ� p τ�q 

)13(  θ" �o p θ" � p θ" �q 

O;�� B�9 �C;�� )8 (� QR��D� �������� E;��� )9 (� )10 ( �;

��	S9 ��W �����S��3 �C;�� )11 ( �-�9��W )12) � (13 (N��/� 

����� @	
�� ���0; ��  ����9� .-�9��W  	J� �� �; ����
�� -������

 :� ��TSM A
 	6��(.�  �; � B�9 O;�� �� �9���
/6 � N8�7� ^	3

 .��	6 Y>d� �S�	M G��	a V�J�� 

-�	; N���� QR��D� �; U	  �������
3� ���; A�� QR��D� �; N�1 

N�~ ������:  

 )14(  J = � gX, u�	dtij
ik  

)15(  X" = fX, u, t� 
 ��� A�� -�	; ��< ���	;f �� w�	D� 	�: Q��Z; ��:V���  

 )16(  X = tθU ϕU θ" U ϕ" UuU 

) ����D� ���
3 ���	; ��D;�16 �; 	;�	; (2n  .3� Y
/� �; � 	= :�

) �C;�� :� -	�611:V���� (  

)17(  ζθ�θ" = σ" et� 
)18(  σ" et� = Vx"et�y"et�X 

 	6�Z  ��1�; �.�� -��� -�K  ��D;� `�	���M �;���ζ ∈ ℜx×� 

�� 3�; N�~ Q��Z;:���  

)19(  ζ�� = ∂σ�∂θ� 
 ������� -�:�; -��:� Q�M�� �2��\ �r = N − Z �� �1�; .

 ��� -�K ζ ��;	��� -� N��1 �� ������� -�:�; :� �7?
P� -�9� -

� rP/� �Da� 5� �; �� ��1�.�� :  	.���� ��	6 :� ���7
3� �; .

� �8�F A��� ���< A�; :� 4��  5� �� �� �
��< �w?
P� -�9

 :� �ZP/�� ���0; �� V
��3 ����� .�	� L�P
��  

) �C;�� :� -	�6 Y
/� �;17:V���� (  

)20(  ζθ�θW = σW et� − ζ"θ�θ"  
 @	
�� @��2�3 ���	;g  ����	;  ��S�z  w�	D� 	�: Q��Z; ��

��:V���  

 )21(  u = 		 tθW � θW = … θW {uU 

)22(  V =		 tθW {q� θW {q= … θW�uU 

) ����D�20) E;��� �; �� (21) � (22�� �����:�; ( .V���  

)23(  tζ� ζ=u YuVZ = σW et� − ζ"θ�θ"  
	;��; ����: L�
1 ���	; A�� ������� -�:�; N8�7� -�cW  Q��Z; ��

�� 	�: :1�� 4���  

 )24(  θW = Y uζ=o�}σW et� − ζ"θ�θ" − ζ�u~Z = G�X, u, t� 
) �C;�� -��(2��M �;24) �� (10(� �W  �� 3�; N�~ Q��Z; ��

�:V��� 

)25(  ϕW = −CTTo� +CSTU G�X, u, t� + ET0 = G=X, u, t� 
 ���>�d )����D� :� ���7
3� �;9) �(24) � (25 :� �D;�� Q��Z; (g 

 �f ; ��� 3�:���  

  

)26(  τ = CSSG�X, u, t� + CSTG=X, u, t� +ES = G�X, u� 
) E;���24 (�� )26 ( -�9���	;��� �=  ���  :� �D;��� ��g  �f 

��
�9 �� -�9���	; A�/��M cW� �W  �d  .���� �� �C;�� -��(2��M �;

)26) �� (8( :1�� V�9��F  

 )27(  J = � g+X, G�X, u�0dtij
ik  

 ���>�f" ) E;��� :�16) �(24) � (25�� 3�; (:���  

)28(  X" = ��
��θ"ϕ"θWϕW ��
�� = ���

� θ"ϕ"G�X, u, t�G=X, u, t���
�� = fX, u�			 

) QR��D�27) � (28 ( QR��D� ������
3� U	  �� -:�3 ���0;

 .��1�;�D; ]P; �� N< �;  QR��D�  �� ����� -:	� E��	1 �

 .V�:��	�  
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4 -  -8(� 4�/(	 5 J; K5�  

�� '�� V�>
�� � 	�p V�>
�� -�	; N< QR��D� @	
�� ���0; 

��M� ���� .�� '�� -�9	�v
� V�>
�� ��	
�� � ��<� �
��6 -:�3 

��1 � ����� @	
�� ���0; �; ����� ����	; -\�� 	�p �CF ��>� N���� 

�� ��1 .`x3 �; �� 	J� A
 	6 ��>� ��S� �� 	��� rP/� ���1 

	�v
� 4��: :� QR��D� ��W B(< ��	2�� ]28 .[:� B�	D� A�	� 

-�01�� �V�>
�� �� 4��� �; '�� -�9 h����1 V�>
�� � '�� -�9 

�; V9 -��(6 ���1� �	� ]29,30 .[-�01�� V�>
�� ���SP� ���; � �; 

[��
� Y�W� [
�� �S� ���	6 .A�� �01�� G?p� 	�2���: ���; � ?D; 

��M� -�9	
����� ����: ������ U:R �� ������ ]9 .[-�01�� 	�p V�>
�� 

-�	; ����: �� Q�M�� -��:� V
��3 ���: ���; � �� �� ���0; -:�3 

B��9� ���6���6 �� 	J� ������ ��1�; ��
�9 ��3��� ]31,32 .[

A��cS9 �
W� �; N���� ���c�� Ng� N�?d� -�9 -��
F�3 �� N���� 

@	
�� ���0; �M��� �V�
�9 '�� 	�p V�>
�� �1�� ������ -�	; N< 

�� �1�; ]21 .[  

�; ��M� �6��c�� -�9 ����3�d� � @�S
<� U�^ ���	2S9 �� 

-�01�� 	�p �V�>
�� A�� �01�� :� L��M -�9 �
��� Y�W� � N;�W 

�����S=� �����F	; ��
�9 .����D� 4�
?�S9-M�;��� -AS?; � N8� 

�2��S� A�6��	
��� �� '�� �
F��1 ��1 �� -�01�� 	�p V�>
�� 

��
�9 �� :� L��< Q�	��v� -�	; N���� ����� ���0; -:�3 �; 

�^�S.� -� :� QR��D� N����	7�� ���7
3� �� ���� ]15 .[�� A�� 

���>� :� �1�� ��
�� 	; N8� �2��S� A�6��	
��� 0M N< ����� 

@	
�� ���0; ���7
3� ��1 3� .�� '�� �2��S� �A�6��	
��� ����� 

-:�3 ���0; �; -� �^�S.� :� QR��D� N����	7�� ���	� @�� N���� �� 

��1 � E��	1 -:	� A�� QR��D� Q��Z; �� -� �C>� �9��F ��; .  

A�� '�� �� ����>� �; 	2�� -�0����� @	
�� ���0; �>?< �:�; 

-:��� �; �CF -:�3 �QR��D� N����	7�� -	�6 ��� �; -�9	
����� 

N8�7� � ���7
3� :� ��b -� �?SM ; �4���^ U	  �N< ����� ]27.[ N8� 

�2��S� A�6��	
��� 4��; �� ��� �� 	6� 4���W ��	
��  ���0;g∗ �� 

�� V
��3 �������� �C;�� )28 (��8 �� ���� �9��P;  B�9 O;��

) �C;��27��� ���S� �� (� ���; QR��D� 4�
?�S9 �� �� ��>� ���0; 

l�a�� ���S� .�; �M�� �; A�� N8� V�9��F 1��  :  

)29(  −∂ℋ∂u |�∗,�∗,�∗ = 0	 
)30(  +∂ℋ∂λ |�∗,�∗,�∗ = X" ∗ 
)31(  −∂ℋ∂X |�∗,�∗,�∗ = λ∗ 

� ��X�M� ∈ ℜ=�  .3� ��< ��1 -�9	�v
� ���
3 ���	;

 A���
?�S9ℋ  �� w�	D� 	�: Q��Z;:��1  

 )32(  ℋ = g+ λUf 
-�	; ) QR��D� N<29) �� (31�7��� �( ���	; -�9g :� ��  ����D�

)29 ( ��	� s�	P
3� � QR��D� ��)30) � (31 (V���S� �� -��(2��M .

 ��� A�� U�.�� �;2n  -�9	�v
� :� 5� 	9 V03 �� ���� �9��F 	�v
�

 �	1 ���D� A�S9 �; :��� � 3� 4� :� �S�� ���< ��1 � ��< ���	;

 -:	� E��	1 �Q�	��v� L��< 5S� �; A�6��	
��� '�� �� .���� -:	�

�� 3�; N�~ Q��Z; ��� ]33[:  

)33(  λU	δX = 0							��			t = t�, t� 

) �C;��33 �� -:	� E��	1 (��>�  ����
;�t�  ���0
�� �t�  4��;

�� .��� �; �M���;  ����� ������� -�:�; �.�� �DW�� � @�� �Jd� ��

�� rP/� 	F��1�;  ���0
�� � ����
;� E��	1 ��2��\ � ���>� �; 	J� �

 5� 	9Z  �� A���� �� -:	� �	1 t�S.� �� � ���S�2Z  -:	� �	1

1�� V�9��F 	��� ������ �� ��. :�  � 	=) �C;��33�� 4��; ( �� ���

 -�9 4��: ��t�  �t�  ���	; ��  ��S^ ��W QR��D� �^�S.� 	; ���;

 ���	; 	2�� Q���^ �; .�1�;�  A�;���_ `�	��� -	C3 -�K  �� ���;

 �
1�� ��	W ���	; A
 	6 ��	W A��	;��; ��1�;�  ���
3 -�K  ��ζU 

-�K  �� ���	; A�� ��K< �; 3� @��D� `�	��� ���I� − ζUζU�⋕ 

�� �CF 	�M :� ���7
3� �; �� 1�� 4���]34[:  

)34(  tI� − ζ⋕	ζu	λ = 0		��			t = tC	, t� ζ⋕  `�	��� ���D� ��1M .3� �;���) �C;��34-���� (n − Z 

 -:	� E��	1 t�S.� �.�
� �� �3� �0
�� �� :� 5�	9 �� -:	� �	12n QR��D� N< -�	; �� �1 �9��F )29) �� (31 (.3� � ��  

  

5- M��)� ���(& 5 -8�� ��N	 
�� A�� ]P; 0M �3�	; � -������ '�� ����� ���1  ���1

-:�3 U�.�� � [��
� ���� zd; � �3�	; ��	W 9��F��  	6 .0M A�� 

���� -�:�; ������� �; Q�ZP/� @��M 1 �� �� 	J� ��	�2; .-�:�; 

������� E;�� �3 :�  N = 3� ��1 N��/� � �	  	; 4� 3� �� 

��?� �9 E;�� � �	< �0�� �� �d78 �> � ��
�9 .  

  

 '5��1- ����� -58�& -�7 4&/� +�3&/ 5 C(�  

�S� �<��  
�9�:�;  

@�� U��  U�3 

@�= 	
S�
��3  30 30  80 

�	^ 	
S�?��  10 10  20 

��Pa 	
S�?��  15  15  5/2 

U	M  U	6  122  122  108  

  

`�M :� �9 E;�� U�������� ���; � ���2b � @��� h��� �0�� ; �

G��	� 2710 kg\m3 2710 U	6�?�� 	; GD�� 	
� �71GPa  

�� �1�;. OC>� �9 E;�� �?�C
�� U	M � ��
�9 	9 E;�� 	; ��3� 

��1 A��D� 4� `�M � ��D;� 3� . �9����� �3	��� 4�S� � U	M

 G��	
;1/0  � U	6�?��025/0 U	6�?��- ���; U	M � O;	� 	
�250  U	6

�� 3� ��1 �
 	6 	J� �� '�D��� @�� `���	  �� A��cS9 .��1�;M = 2�`���	  . G��	
; U�� � @�� �D��= -�927/6  �23/91 

 \�	9 �1�; �� �d78 �� ������� -�:�; -��� -�K  .��
�9Z = 2�.  -	�(� B�CD�� A
 	6 	J� �� 4��; -��:� Q�M�� � 	= :�

������� -�:�;  �3���1�; N = 3�. �(�  5� �� � �a� -��:� �M��

���� ��M� V
��3 r = 1�  ����  4�	� ���S� -�	; :� 4���

 �	J� ���� B��9� �; @�Z< � G3��� rF�1 .�	; �	0; �	< 	���

�.��  ��2
3� �� �� Q�;�XOY   ���� 	J� �� 	�: Q��Z;:V�	�6  

)35(  net� = �xet� = 1.3 + 110 cos	2π7 t�yet� = − 120 sin�2π7 t�						 
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4�b A��cS9 �C>� �� -:	� E��	1 Q��Z; ���; ����� N< -�

 rP/� �� ���0
�� � ����
;� ��>� ��1 �
 	6 	J� �� 	��� -�	; ��	6

�� .V���S�t�	1 �C>�� )0,40/1 ( � �� �	< Q��3 �� 	J� �� ����H-

 �.�
� �� V�	�6���0
�� �C>�� )022/0,20/1 (3�. ��W -�9 -������

���
/6 -�	; ��^	3 �  	��� -�CF �6 �� 	J� �� 	�: Q��Z;:V�	�  

)36(  −0.07 p τ� p 0.07 

)37(  −0.7 p θ" � p 0.7 

)38(  −0.015 p � p 0.015 e �� �.�� 	��� -�CF  .�1�;  

A��cS9 τ�q = −τ�o = 0.07 � θ" �q = −θ" �o = 0.7 

 5�
3R� N�1 	��v� �	��� -�CF :� �D;�� �� B�9 O;�� .��; ��9��F

�.��� N8�7� ^	3 � �� y�d� �9	2?S^ �� -_	�� B	Z�  �(� �V���

:V����  

 )39(  g = wTδA¡= +�w¢Fθ" �=�
��� +�w£Fτ�=�

���  

+w¤ye − y¥�= +w¦xe − x¥�= w¦ � w¤  G��	
;�S�	M G��	a  4��� -�CF �.�� �x¥  �y¥ 

 4��� G��	
;�.��  Q�0M ��x  �y  .��
�9wT �w¢F � w£F  \��

 G��	
;�S�	M G��	a 5�
3R� N�1 	��v� �?SM �^	3  @��2�3 �

.��
�9 @	
�� -�9  ��1 � ��< ���	; ��1�D��� ��� �� 4�	� y�d� �;

 ��<) E;��� :�16) � (32 (9��F N�~ Q��Z;�:�1 �  

)40(  f = §θ�	θ=	θ�	ϕ�	ϕ=	θ" �	θ" =	θ" �	ϕ" �	ϕ" =¨ 
)41(  � = tλ�	λ= 		…			λ�Cu 

  

 ���	;g  �; �M�� �;r = 1 � ) �C;�� :�21� 3� �; ( �:���  

)42(  g = §θW �¨ 
9�) E;��� :� ���7
3� �; ���
?��27) �(32) � (39 ( �	  �; � w¥ = w¦ = w¤  �w£ = w£© = w£ª = w£¡  Q��Z; �C;��

)43( :�1 �9��F   

 � ����: 	���>� ����� 3�; -� �C>� �� -:	� E��	1 ����� N< �;

 -�9 @��2�3 @	
���� 3�; ���0; .���� QR��D� ��2
3� N< -�	;

 @�� ���	� � ��
3� :� 4� -:	� E��	1bvp4c  ��\ � U	� �� MATLAB  .3� ��1 ���7
3���1 :� A��cS9; � ����: -��

 F����� �;100  �C>�t� ∈ t0,3u	; 	i = 1, . . ,100�  ���7
3�

 .3� ��1 �.��� ��t� = 0  �t� = 3s  .��
�9 � �D��C� 0M

 -	�6 �.�
�G3��� ��S�	M G��	a �� ��  -�9 �Da�-�< ��  	J�

�� ����>� 	2���� �; � �
 	6 .V��� ��J�� A��;[��  �� �� 	�: ��<

�� 	J�:V�	�6  
1. w¥ ≫ wT	, w£	, w¢ 
2. wT ≫ w¥	, w£	, w¢ 
3. w£ ≫ w¥	, wT	, w¢ 
4. w¢ ≫ w¥	, wT	, w£   
5. w¥ = 50, wT = 1, w£ = 14, w¢ = 0.5  

 ����� ��<@�� ��< �� V.�� � U�3 �U�� � �DW�� -�	; �

 G��	� �; -� ����: -�9 ^	3009/0  �8/0  [�� 	9 �� .�1�; ��

 -�	; ����� ��< ���<5  	
�����@��  ��< ��10001/0  [�� �

 U�� 	
�����0002/0 ���1�; . N�13 	���  �� ������� -�:�; �.��

 4��: �; ���L�?C� �Da� ��  � QR�< -�	;1  ��5 � 4�/� �.�9� 

 N�14  �5  G��	� �; G�< 	; �� �.�� Q�1�D��� � 	��� -�CF

 QR�< -�	; 	
S�?��w?
P�  4�/���9� �� . -�9 N�16  ��8 

 -�	; ��1 ����� -� ����: -�9 �DW�� N8�7�1  ��3 �� 4��; ��  .���

 -�9 N�19  ��11  �12  ��14  ���
/6 � -� ����: -�9 ^	3 G��	
;

 N8�7� -�9�����1  ��3 � 4�/� QR�< A�� -�	; ��� �9� .�  

 G�>D� �(� � ���; ���: 	��� -�CF �S�	M `�	��� �@�� ��< ��

 V
��3 '�D��� ��< A�� �� .��; �9��F �CF A�	
S� �; 	���

-�< ���>� :� ����� ���
/6 Y?C� ��W ��� ����� �
����d� 07/0 

.��� :��.�  -�9 ��< ��2 �3  �4 ���S� �D3)1 -�9 `�	��� (

 `�	��� �; ��� ^	3 � ��	
�� ���
/6 �5�
3R� ]SF �S�	M

 �(� � ���; 	
/�; �9 N��^ �>;�� �S�	M -�9 U�� ��< �� A�	
S�

5�
3R� N�1 	��v� A�	
S� U�3 ��< � -�9 @��2�3 �� 	���>�

 ��< �� � @	
��4 �	
S� N8�7� �� �� �9 ^	3 AV�
�9 �9�1 .

 @�� ��< �� 	��� -�CF ���/�;2/7  :� 	
S� �� �1�; �� 	
S�?��

 -�< 4�	�15  .3� 	
S�?�� -�9 ��< ��2 �3  �4  �; �CF ���/�;

 G��	�13/37 �73/25  �89/41  �CF -�< 4�	� :� �3 	9 �� ��
�9

 .��� ��	� ���^ @��M2 �� �� 4��;� ���/�; ���< �� ���
/6  @�� ��

 N8�7�1 �2  �3  G��	
;08/0 �15/0  �11/0 A����- 	
� ��< �� �4 

 N8�7� ��1  ��3  G��	
;10/0 �17/0  �09/0  :� � ���;���>�  :�.�

���
/6  ��	� ���^���.  ��< �� �S�	M -�9 `�	���5  L�P
�� -��=

���>� :� 4��	  -�9 @��2�3 ���^ U�^ ASa �� ��� ��1 ���>� �-�< 	

 :� \�� �CF15  E��	1 A�� -�	; B�9 O;�� ���>� .���� :��.� 	
S�?��

34/0 .�1�; ��  N�15  ]��\ � �; �9� �� 4�/�wT  �; ���

 �/SF N�1 	��v� ����
/6 � 	��� -�CF �S�	M -�9 `�	���

 .��/�� 5��\� EF 5� �;]0M�	  A�	F� � A���� A��cS92 

 ����H �� G��	� �; ��< [�� 	9 -�	;²³.´µ. = 0.12	¶  � ²·.´µ. = 2.88	¶  ]SF ���S� E��	1 A�� �� .�1�; ��

 �� U�� ��< �� 5�
3R�¹º ≫ ¹» 	, ¹¼  .�9� �� �� �3�

 ��< -�	; �.�� '�D��� ���>� A�	
/�; � A�	
S�2  �; 	;�	; G��	� �;

15/1 -  �92/1 �>� � 	
S�?�� 4� Y?C� ��W E3�
� ��27/1  	
S�?��

.3� ��< �� 5�
3R� ]SF ���/�; -�9  @�� U��0b � � ���� ��

4� ���>� �@�� ��< -�	; 62/9- 	
S�?��  �U��0b ��< -�	; �75/10 

 	
S�?�� -�	; 5�
3R� N�1 	��v� Y?C� ��W E3�
� ���>� .3�

 QR�<1  ��3 G��	� �; 27/1 �80/0  �30/1  �� �1�; �� 	
S�?��

 ]9��50  �� �; ��� �� U�� ��< �� 5�
3R� ]SF -�8��

.�9� �� 4�/� 	2�� ��<   

  

                                                           
1Minimum Effort 
2overshoot 

ℋX, u� = w¥txe − x¥�= + ye − y¥�=u +w£�G��= X, u��
��� +wTψ�ϕ� + ψ=ϕ=�= 

)43(  +�λ�X��C
���  
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J	 3- ����(�,�  

  

  
 J	4- -�2O  (�,�����  

  

  
 J	5- ���� K�3=�/  

  

  
 J	6-  JP"� -/ ��5/8 B��1  

 
 J	7- ��5/8 B�� JP"� -/2  

  

  
J	 8- ��5/8 B�� JP"� -/3  	

  
 J	9-  JP"� -/ ��5/8 :Q(�1  

  

  
 J	10 -  JP"� -/ ��5/8 :Q(�2  
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 J	11-  JP"� -/ ��5/8 :Q(�3  

  

  
 J	12-  JP"� �5�)RS1  

  

  
 J	13-  JP"� �5�)RS2  

  

  
 J	14 -  JP"� �5�)RS3  

  

� U�3 ��< ��� w£  �; �.�� '�D��� ��3� �� ��F ���/�; �;

 �� �	< ����� �� '�D��� ����� � ��1 ���3�� Q��885/2  	
S�?��

 -�9 N�1 . �� �9��F ]��\ �9  ��11  �D3 ��< �� �9� �� 4�/�

 N�1 .�3� �� ;�H ���>� 5� �; ^	3 ����S�15 -� ����: ^	3 �

 A�� .�9� �� 4�/� �Da� A�� �� �� N8�7� NZ7� -�	; �9 ^	3

 -�91 �2  �3  G��	� �;04/0-  �38/0  �46/0-  ���/�; .��1�; ��

 ]9�� �; -� ����: ^	3w½  ]��\ � �wT .�;�� �� ]��\ � �

 ��< �� NZ7� �3 	9 �� ^	3 ���/�; �����C;1  .�9� �� ��

 ��< �� ^	3 ���/�; Y?C� ��W ���>�1  -�9 NZ7� -�	;1  ��3  �;

	; G��	� 	;�35/0 �00/1  �79/0 .�1�; ��   

NZ7� ��  -�92 � 3 �< :� ^	3 � �
 � �� ��7�� ^	3 t��1� �

 :�.�7/0  .��� �� :��.� �� �� \�� U�3 ��< -�	; ^	3 t��1�

 ���/�; ���>� �; ^	3 Y?C� ��W ���X�M �9�72/0  .3� ���3�

 -�9 N�112  ��14 9� �� 4�/�� QR�< �� �9���
/6 ��2 � 3  �; ��

 �S�	M `�	��� G��	�w£  �wT  �>;�� �; ��� ���>� ���/�; ��

 �S�	M -�9 `�	�����
�9 -\�b�� BT
F� � ���; 5��\� V9 �; �

.��1 �� ��9�/�  ]��\ � �;¹¼  -�CF �S�	M -�9 `�	��� �; ���

 .���1 �� 5��\� 3�� EF �; �9���
/6 ��/SF N�1 	��v� � 	���

 N�116  -�9 NZ7� ���
/61 �2  �3   �� U�3 ��< �� ��¹¼ ≫ ¹» 	, ¹º  N�1 .�9� �� 4�/� �3�16  �� �� ���
/6 �CF Q�	��v�

 .�9� �� 4�/� �;�F �; E��	1 A��  	

	
 J	15-  :>�; �+ �7 :Q(� :>�;) ����* �3�4(  

  

 �� �S�	M -�9 `�	��� -�	; ��1 �
 	6 	J� �� -�9 ��< �; �M�� �;

4  QR�< A�� :� 5� 	9 ����� �; 	J� � (-�< E��	1) @�� ��<

 �� �� t��1� � ��	� ���^ V
��3 -������ -�9��W :� ��� :� NW��<

.3� ��1 ��0�/�� V.�� ��< ��9�  
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J	 16-  :>�; �+ �7�5�)RS3  

  

 ����7
� �S�	M -�9 `�	��� �� 3� -��	a �
�� A�� 	�~ �
���

 ���� E��	1 ����� ��.���S� l�a�� �� V
��3 -�9��W � 	J�  

 -��; OSM N�~ Q��Z; �8TF ��= �; V0� -�9 -	�6 �.�
�

��  `�	��� �; 5�
3R� ]SF �� ]0M�	  A�	F� � A���� 4��: .��	6

 N�1 	��v� Y?C� ��W E3�
� ���>� � ����� �
�;�� �S�	M -�9

 -�9 ��< -�	; ���>� A�� wZ� �� U�� ��< �� 5�
3R�1  �3 

 �	��� -�CF �S�	M -�9 `�	��� �� �C��	1 �� .�;�� �� ]9��

 ^	3 �  ���
/6 ��/SF N�1 	��v� �� �?8� ����� 4���^ �;

 ���	�6 ��	W �S�	M -�9 `�	��� �>;�� �; ��� ��F ���>� ���/�;

 A�� Q�	��v��9 	
�����  �; .��; ��9��F A�SP� N;�W �CF Q��8 �;

 �CF �� � ^	3 ����
/6 -�9 ����d� �-������ -�9��W :� ���7
3�

�P
�� Q��8 �� E��	1 A�� �� .���1 �� @�S^� V
��3 �; G3����� L

 t��1� �; Tg�) V
��3 �; 4��3� G�3� 4���� ��S�	M -�9 `�	���

 ��C; �9 rF�1 ���S� -�	; ���0; E��	1 :�	<� .���� ��M� (�9	2?S^

 �
 	6 	J� �� -�9 ����� �; �
�; � �1�; �S� 	�(� 4���� 4��\S9

�� A�� -�	; .��S� V�J�� 	J� ���� �.�
� -�	; �� �0�� 4��� �� ���1 �

 -�9 `�	��� �; ���) V
��3 !3�� ���SP� ���; ]�� 0M

 	J� �� E��	1 �;�/� �� �9 `�	��� A�� -�< E��	1 4��� �� �(�S�	M

 -�9 ��< �� ��1 �
 	61  ��4 .��� ��	W �3�	; ����	
 

6 - M��)�  

 ���>� A�� ���<�	= -�	; :�; �>?< ���0; @	
�� 	���  ���0;

 ����� �� ����0
�� 	�(� B�CD�� E;�� � ;�H ���� �; ������� -�9�:�;

 	��� G�>D����	6 ����� . �>?< @	
�� '�� �D3�� ASa Y�>d� A��

��3� 	; �� QR��D� ���1 �
 	6 	J� �� ������� -�:�; �� :�; �	< 

G?8 � ]9�� �	< 5�
3R� 3� ����� 3�; . �-q��	
3� A�� ��

�� 4��� -�0P3�� �;  -��S1�� -�	; �	< G?8 -�:�; ������� 

 ���\ ���M� ����� �P3�� �� Q�1�D��� V
��3 ��  ����� 4���^ �;

 �?8�NW��< ��1 �� �.
�M ���� �� .�; :� ���7
3�  �� ^	3 ���	;

 5���S��3 ����D��� �.�
� Q�;� G?8 �	< �	  :� ��  ��1 �; �

 � �9 L�
1 	���>� �@	
�� @��2�3 � ��< ���	; G3��� w�	D�

 A�� G�< 	; �9���
/6���	; �� ���1 s�	P
3� .`x3  O;�� B�9 �

-�9��W  U	  �; V
��3������
3�  ���0; @	
�� ����� 5������ �� .

���d��� ��D;� ?D;  -�\M� �� -�	; �a	  ��� '�� :� �	�(� B�CD��

 ���7
3� -:�3 �
��6�1 � �/��M -_	�� ��3�d� �; 4� @����; .

 -	�6���; � V
��3 N����
�'�� q��	6R�  s�	P
3� �	< QR��D�

.���	6  �� ������� -�:�; �CF 	�p @�� �; �M�� �; Y�>d� A�� ��

 -�9��W d��7?
P�  ��	W����@	
�� '�� �  :�; �>?< ���0; 	J� ��

�
 	6 �1 . ��	
�� '�� Y��Z� � -:����� QR��D� Y��Z� -�	;

 -�	; -:�3 ���1 ���1 ����� ������� -�:�; �; �3E;�� �� ���0
�� E;�� 

 B�CD��	�(� �3�  U�.�����	6 . � �a� -��:� �M�� 5� E��	1 A�� ��

 �� ���� ��M� 4� :�0M �� B�9 O;�� 4�	� ���S� 	�6�	   ���7
3�

�13� � . ��1 w�	D� B��9� ��3� 	; B�9 O;�� �-������ -�9��W �

��0b  ���J�����	6 y�d� . �
 � ���; O;�� -�CF :� ��TSM N��1

	���� �.�� 5�
3R� N�1 	��v� N8�7� ^	3 � �� -_	�� B	Z� �

 �9	2?S^�� �1�; -�9 `�	��� w?
P� E��	1 �� V
��3 !3�� .

�S�	M ��	W N�?d� � ��\.� ���� ���
 	6 �� ��� 4�/� [��
� �3�	; .

 �� B��9� ���S� 4��\S9 �� -�	  �; 	Zd�� N<l�a�� ���S��  ��M�

�� �(� .�����  -�9	��� ��S�	M -�9 `�	��� G3��� V�J�� �; 4���

	J� ���� B��9� 4�	� �����	; -�	; �� ��3���  �3�	; .�	� L�P
��

��� 3�; [��
� � Q��7
� E��	1 �� V
��3 !3�� � ������ :� ���<

 W� � G3��� �� ��1 ����� '������ ��.  

  

7 - V�/(�  
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