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Abstract 
Functionally Graded (FG) materials are inhomogeneous composites, usually made from a mixture of metals and ceramics, providing 
the specific benefits of both the constituents. These materials have some unique properties such as high strength under thermo-
mechanical stresses, lack of stress concentration and delamination. Present study is concerned with determining the alternating 
temperature, stress and strain fields in an FG hollow sphere subjected to cyclic thermal loading and internal pressure. The inner 
surface of the sphere is considered to be made of alumina grading with power law up to the outer surface made from aluminum. 
Duhamel's principle is utilized to calculate the temperature field in the sphere since it is appropriate in analyzing the behavior of 
structures with alternating boundary conditions. By considering a quasi-static condition, the governing differential equation is solved 
by using discretization method. The results are compared with those obtained using finite element method and good agreement is 
observed. The effect of frequency of the thermal load on the amplitude of the stresses is also investigated. The results show that, 
there is a critical range of the frequency in which the amplitude of stresses become maximum and beyond this range, the stress and 
strain domain vanish. It has been shown that by increasing the thickness of the sphere, the critical frequency decreases significantly. 
Keywords: Spherical Vessel, Functionally Graded Material, Duhamel's Principle, Cyclic Thermal Loading. 
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)8(  � +(̅),- + �%� �� ��̅ +(̅),-

= ℎ �� �(�̅) 
)9(  � (�̅, 0) = 1 

 �4��_�� >5�,
�F '�� �/��5 �? >5�� V�
�2 /��? ��
?
� D�	�?
) D�
�
�Y�� �	��;� DH ��6 �2
� �4
�N� ������ (]18[ D[
 5
 
&	 �

�� >5�� V��2 �? �<r
� 7�
 DH >
�? D��4�� ���Y�,
 /��5 �? ��_
�� .��2�� ����. �a� �� ��3� ]�� +� 
��?
 '�� 7�
 �� ��2

                                                           
1 Finite Element Model 

 ���
��� /��5 �<3F >�F �? /� >5�� V�
�2�� �����P?/̅  7�01��F
 =
H�? Q��H D�
�
�Y�� �	��;� � ��2∅%(�̅, �̅, /̅) :��2 �� /��?  

)10(  �̅��&��&�� ��∅%��̅� + (�� + 2)�̅��&��&��&� �∅%��̅ = �∅%��̅  
)11(  ∅%|(̅)� −�%� �∅%��̅ |(̅)� = � �(/̅) 
)12(  ∅%+(̅),- +�%� �∅%��̅ +(̅),-

= ℎ �� �(/̅) 
)13(  1 (�̅, 0, /̅) = 1 

 DE�
� >5�� V�
�2 �? �	��;� +� ���� �,�? D�
�
�Y�� �	��;�
 �,
 /��5 5
�� DH D?�R ��H
�? � ]�� �� �<r
� DH 5
 `� .�2�?

 D��4�� D[
 ��,
 �? �	��;� U
�F ���3��� �,�? ��5 ^��@? ���
]18[:  

)14(  � (�̅, �̅) = ���̅ 2 ∅%(�̅, �̅ − /̅, /̅)3̅
4 )� �/̅ 

) ��3� D�
�
�Y�� �	��;� DH >
�?10 �� t�3i� ^��@?  ,�� (
 U
�F5%(�̅, /̅)  �6 (�̅, �̅, /̅)  �� =����? �����P? ��2 �� ����. �a� ��

.���� n�[ 7134 � 7134�� ^��@? >5�� z�2  
)15(  ∅%(�̅, �̅, /̅) = 6 (�̅, �̅, /̅) + 5%(�̅, /̅) 

) �	��;� >�
&1��F �?15�	��;� �� ( ) D�
�
�Y��10 ]�3J
 � (
) >5�� V�
�211) � (12) �	�3;� D�
�
�Y�� �	��;� �(16 �
�34 �? (
) >5�� V�
�217) � (18�� �,�? ( :����  

)16(  ��5��̅� + 7�� + 2� 8�5��̅ = 0 

)17(  5%|(̅)� −�%� �5%��̅ |(̅)� = � �(/̅) 
)18(  5%+(̅),- +�%� �5%��̅ +(̅),-

= ℎ �� �(/̅) 
 �	��;�  ,�� >5�� V�
�2 7���. �a� �� �? n�� D�
�
�Y��

:��? �4
�C ��5 ^��@? �c�?��  
)19(  5%(�̅, /̅) = 9�(/̅) + 9�(/̅)�̅&��&� 

:/� �� ��  
)19(  9�(/̅) = � �(/̅) + ��:� �(/̅) − � �(/̅); 

)20(  9�(/̅) = ��:� �(/̅) − � �(/̅); 
:n�� ^:��;� �� ��  

)21(  �� = −ℎ �<1 + �%�(�� + 1)=�  

)22(  �� = ℎ ��  

)23(  
� = ℎ � >7��8

&��&� − 1 − �%�(�� + 1)? − 

�%�(�� + 1)7��8
&��&�

 

 S?��6 (�̅, �̅, /̅)  V�
�2 7134 �3
R >
5
 �? �	��;�  ,�� ��
�� >5��) D�
�
�Y�� �	��;� ^��@? ��2�?25 >5�� V�
�2 7��g34 �(

)26) � (27) ��	�
 z�2 � (28:��? �4
�C (  

)24(  �̅��&��&�� ��6 ��̅� + (�� + 2)�̅��&��&��&� �6 ��̅ = �6 ��̅  
)25(  6 |(̅)� −�%� �6 ��̅ |(̅)� = 0 

)26(  6 +(̅),- +�%� �6 ��̅ +(̅),-
= 0 

)27(  6 (�̅, 0, /̅) = 1 − 5%(�̅, /̅) 
 ;� DH >
�?) D�
�
�Y�� �	��25>5�,
�F '�� 5
 (  �4��_��

) �	��;� D�*? �	��;� U
�F � ��2 ���Y�,
29 �� �� ��2 �� {�� (
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�	�3;� D�
�
�Y�� �	��;� �� �?  ���-� )30) � (31�� �i�� (:��2  
)28(  6 (�̅, �̅, /̅) = @(�̅)A(�̅, /̅) 

)29(  �A��̅ + λ�A = 0 

)30(  �̅� ��@��̅� + (�� + 2)�̅ �@��̅ + λ��̅�&��C��C��@ = 0 

 n�� ^:��;� ��λ  �4��_�� >5�,
�F '�� �� �� �,
 �?�T +�
) �	��;� U
�F .�,
 ��2 ���Y�,
30) �P?
� ^��@? (32 U
�F � (

) �	��;�31D
? ���;�� S?
�� =
H�? (1  ����� 5
η ) �P?
� D�*?33 (
�� �,�? ���]21[: 

)31(  A(�̅, /̅) = D(/̅)EFG(−λ��̅) 
)32(  @(�̅) = �̅&HIJKL(M�̅N) + OPL(M�̅N)Q 

  
/� �� ���? ��F�� �?
�T ��4 �� /��? ��5 ^��[ :���2 

)33(  R = �� + 12  

)34(  S = 2 − �� +�� + ��2  

)35(  M = 2T2 − �� +�� + �� 

)36(  U = |−(�� + 1)|2 − �� +�� + �� 

) V?
�� >�
&1��F32) � (33) >5�� V�
�2 �� (26) � (27 ( �
���, I�i�
 >5�,  �d��� >�4 �? �PC >��F ^:��;� ��1�,� +�

 ^:�-i� =
HJ  �O ) �	��;� ^��@?38 (�� �,�?  DH �� ����
.�,
 ��2 ��
� u�d�� ��
�
 �� �	��;� 7�
 

)37(  VW�� W��W�� W��X YJOZ = Y00Z 
 ]�3J
 5
 `� =�
�d `����� >�eJ
 �>��F �	��;� 7�
 ��

���, >5�, �� /��? ��5 ^��[ �? D
? ���;�� S?
�� >�� �? �4 :���2 

)38(  W�� = (1 + �%�R − ��US)KL(M) + �%�MSKLC�(M) 
)39(  W�� = (1 + �%�R − �%�US)PL(M) + �%�MSPLC�(M) 

)40(  
W�� = >ℎ � 7��8

&H − �%�(R − US) 7��8
&H&�? KL �M 7��8

N
 

−>�%�MS 7��8
N&H&�? KLC� �M 7��8

N
 

)41(  
W�� = >ℎ � 7��8

&H − �%�(R − US) 7��8
&H&�? PL �M 7��8

N
 
−>�%�MS 7��8

N&H&�? PLC� �M 7��8
N
 

) �	��;� ����
 >
�?38U
�F >
�
� (��8 >�4�� ��2�? �-��? -

 �? �i�� z�2 7�
 ����2 �Y[ /� =�
�d `����� /������� ��
��?
 =
H �? >��F �PC��8 �	��;� +�M �? �? �� �*�� ��32 �� ���.

�� /�*� 
� ���� ����E��? .��4�) �	��;� U
�F ���� �
�E� �4 >5
38 (
�� 
� :�2�� ��5 ^��@? /
�� 

)42(  J[ = −I(1 + �%�R − �%�US)PL(M[)+ �%�M[SPLC�(M[)Q 
)43(  O[ = +I(1 + �%�R − �%�US)KL(M[)+ �%�M[SKLC�(M[)Q 

) �P?
� ^��[ 7�
 ��29 ��5 ^��@? U
�F �J�3i� +� ^��@? (
�� /��?:��2 

)44(  6 (�̅, �̅, /̅) = \@[(�̅)A[(�̅, /̅)
]

[)�
 

                                                           
1 Bessel 

) ��	�
 z�2 ]�3J
 �?28�2
� Q�4
�C n�� �P?
� �� (: 

)45(  \D[(/̅)@[(�̅)
]

[)�
= 1 − 5%(�̅, /̅) 

 ^���J �� �P?
� 7���c U�d �?@��̅��C��C�  5
 >��1	
�1��
 �1 
 ��^

_ �2
� Q�4
�C � ��2 �
�R�? ���;� z�2: 

)46(  D[(/̅) = 1̀ 2 �̅��C��C�@[(�̅):1 − 5%(�̅, /̅);��̅
,-

�  

/� �� ��: 

)47(  ` = 2 �̅��C��C�<@[(�̅)=���̅
,-

�  

 �P?
� �? �F�� �? D��4�� ��3� �	��;� U
�F)15 ��5 ^��@? (
�� �,�?:��� 

)48(  
∅%(�̅, �̅, /̅) = \D[(/̅)@[(�̅)exp(−T[��̅)

]

[)�
 

+��(/̅) + ��(/̅)�̅&��&� 
  

) �	��;� �� n�� �	��;� >�
&1��F �?14 �� ��� S�5�� /
��� (
/0N� ? ��5 ^��@? ��3��4 ���� 5
 >������ �,:��� 

)50(  
� (�̅, �̅) = \@[(�̅) VΔ[exp(−T[��̅) + e[Φ[(�̅)+g[Ψ[(�̅) X]

[)�
 

+i�(�̅)� �(�̅) + i�(�̅)� �(�̅) 
  

:/� �� �� 

)51(  Δ[ = 1̀ 2 �̅��C��C�@[(�̅)��̅
,-

�  

)52(  
e[ = �� − 1` 2 �̅��C��C�@[(�̅)��̅

,-
�  

+��` 2 �̅�C��C��&��@[(�̅)��̅
,-

�  

)53(  
g[ = −��` 2 �̅��C��C�@[(�̅)��̅

,-
�  

−��` 2 �̅�C��C��&��@[(�̅)��̅
,-

�  

)54(  i�(�̅) = 1 − �� − ���̅&��&� 

)55(  i�(�̅) = �� + ���̅&��&� 

)56(  Φ[(�̅) = ���̅ 2 � �(/̅)exp:−T[� (�̅ − /̅);3̅
4 )� �/̅ 

)57(  Ψ[(�̅) = ���̅ 2 � �(/̅)exp:−T[�(�̅ − /̅);3̅
4 )� �/̅ 

 ��;� /0N� ���C � DC
� ]��, >���� �(�̅)  �� �(�̅) ��  ���
��
 D�	� �? ��	�E� 7�
 �� �� ��2�? ���3J b��� �;?
�� 7��g34 � ��?���

:�,
 ��2 ����. �a� �� �<��, ����� �4 /� >
�? ��<r
�  ����3J 

)58(  � �(�̅) = � _j� + � _�klm(n%��̅) 
)59(  � �(�̅) = � _j� + � _�klm(n%��̅) 

 V?
�� 7�
 ��� _j  �� _�? >��� =����? >��� ���
� � V,��� �;?
�? �� �;? .��2�?n% �? D�2 �;?���
5 `����� >
 �� ���  �� �2�?

�� f��;� ��5 ^��@?:��2 

)60(  n% = ����n��
�� 	o = n2p 

���
5 `����� >�i? `����� 5
 ���Y�,
 I�,�� >
�� �� �
&	 �2�?o 
�� ��5 �P?
� ^��@? � ���? `����� ��3� :�2�? 

)61(  o = n2p 
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3 - ����() *�+� ,�+3 8 ,�� F��#�  

 �? �F�� �?N� ����
/0 ��3��4  � ���
�H ������ >�4��? �A�
 D�<A� �G��,� D�<A� �? ��bJ 
&	 ��,
 ����. �
�R �������

 .��
� ��:�? ��34
 +��,:
���� >
�? >��� ^�@�N� �� ]��;� �	��;�
 ^��@? �3iH >�4���� � �,���
 >�4���� �T
 5
 �2�� Q*o �?  ���

:��? �4
�C ��5 

)62(  �q((�� + 2� (q(( − qrr) = 0 

G���  >��.5�, �	��;��� /��? ��5 ^��@? 0�� �4:��2 

)63(  �srr�� + 1� (srr − s(() = 0 

 >
�?/0N�  >���C�, ^:��;� ��a� ���� ��3��4 ���� 5
 >���
�� ��5 ^��@?:��2�? 

)64(  s(( = 1t(�) <q(( − 2uqrr= + v(�)�(�, �) 

)65(  srr = 1t(�) <(1 − u)qrr − uq((= + v(�)�(�, �) 
 ��
�� S�5�� /���R >�
�R�? {�� � ��3��4 ���� S�5�� �? �F�� �?

 z�
��
 =��d � v��� ]���  �
�E� �/0N� ���Nd >��,
� �������. 
�� 7��;� ��5 ^��[ �? ��� ��
�F �� ���2]19 ,20[: 

)66(  t(�) = t� ����
�w

 

)67(  v(�) = v� ����
�x

 

/� �� �� t�  �v�  z�
��
 =��d � v��� ]��� =����?�����. 
�� /0N� �<C
� uP,) ^:��;� >�
&1��F �? .��2�?64) � (65 �� (

) �	��;�63) ^:��;� 5
 ���Y�,
 �? � (62) �(66) � (67 �	��;� +� �? (
 G�� =
H �? �	�3;� D�
�
�Y���� �J�;2:Q�,�  

)68(  
�� ��q((��� + �(4 −�z) �q((�� − 2�z 71 − 2u1 − u 8q(( 
= −2v�t���wC�xC�

(1 − u)��wC�x
dTdr − 2v�t��~��wC�x

(1 − u)��wC�x � 

�? �? �P?
� �� ��2 �W
�
 f��;� ��,
 �? G�� ���
��� >5�,�;?
)69) ^:��;� � (5) D�
�
�Y�� �	��;� �(68( �? ^��@?  ����34 �;?

) �	��;�70:��? �4
�C (  

)69(  q = qv���t� 

)70(  
�̅� ��q ((��̅� + �̅(4 −�z) �q ((��̅ − 2�z 71 − 2u1 − u 8q (( 
= −2�̅�wC�xC�

(1 − u) dT%dr̅ − 2�~�̅�wC�x
(1 − u) �  

) D�
�
�Y�� �	��;� DH >
�?70��

. '�� 5
 ( ��2 >5�,
�� ���Y�,
 �<�<A� �? .��2��,
  D�21  ���Nd/0N�  �?�  ��:

Q�
E�>��c �? ��2 >��? ���
�H � ������� ��[�C >
�
� ��:�4 ��
 7134 �2�?]5[ .) D�
�
�Y�� �	��;� =�
�d '�� 7�
 ��,
 �?70 �� (

 ��: 0����  ��;� I
�̅� �� ��,�A� ��: �4 >
�? ^��[ 7�
 �� .���2
 �	��;� +��? �?�T =�
�d �? 7134��8 D�
�
�Y��) �P?
� D�271 (

�� �
�R�?:��2  

)71(  

�̅�� ��q ((���̅� + �̅�(4 − �z) �q ((���̅ − 2�z 71 − 2u1 − u 8q ((� 

= −2�̅��wC�xC�
(1 − u) dT%dr̅ ��̅ = �̅�

− 2�~�̅��wC�x
(1 − u) � ��̅ = �̅� 

) D�
�
�Y�� �	��;� �[�@C � ���3J U
�F71 ��5 ^��@? (
�� :�2�?  

)72(  
q ((�(�̅) = ���EFG(����̅) + ���EFG(����̅) + �̅��wC�xC�
�z(1 − 2u) dT

%
dr̅ ��̅ = �̅� + �~�̅��wC�x

�z(1 − 2u)� ��̅ = �̅� 

:/� �� ��  

)73(  ��� = (�z − 4) + �(�z − 4)� + 8�z ��&��
�&� �

2�̅�  

)74(  ��� = (�z − 4) − �(�z − 4)� + 8�z ��&��
�&� �

2�̅�  

  

  
 F
	1- G��E� 7��� 78+3 �9:� �?�<	  

  
 ��: �? Q��H �	��;� U
�F� �5�? �� �-�� I
:��
� ����J
 ��5 >  

)75(  �̅� − �2̅ � �̅ � �̅� + �2̅ 

 5
 ���Y�,
 �? �F�� �?� �? ���Nd ���: ��5 ^��@? ��:�4 �;?
�� ��,�A�:��2  

)76(  �̅ =
^
_ − 1
�  

 >�4���
������  ���� �?�T �? z�?�� �� ���
4 �	��;� DH >�4
 ��:��� I
 V�
�2 � �<� >5�� V�
�2 ]�3J
 K��c 5
 � ��2�?

��: 7�? �1�,����� �,�? �4 � �<C
� ��*� >
�
� >��� /0N� .����
 �F��C��  ��� ���� ]�3J
 ��5 ^��@? >5�� V�
�2 `� ��2�?:���2  

)77(  q ((� +�̅ = 1 = − ��v���t� 

)78(  q ((� ��̅ = �� = − ��v���t� 
��: �F��C � �<C
� uP, �� �J�;2 G�� �1�,������i� >�4 

�� 7���� ��5 ^��@?:��2  

)79(  q ((� ��̅ = �̅� + �2̅ = q ((�C� ��̅ = �̅�C� − �2̅ 

)80(  �q ((���̅ ��̅ = �̅� + �2̅ = �q ((�C�
��̅ ��̅ = �̅�C� − �2̅ 

 �1�,��� V�
�2 7���. �a� ��)79) � (80 � �J�;2 G�� >
�? (
) >5�� V�
�2 7��g3477) � (78 ( � �<C
� ��*� ��,
 �? ��

�� /0N� �F��C ��2�?  >��F ^:��;� ��1�,� +� D��*� �? �i��
�?�T =
H �? >�4���  ���� �����..  �^:��;� ��1�,� 7�
 DH �?

�?�T/� �
�;� �� G�� S�5�� �	��;� �? z�?�� >�4  �42M ��  ��2�?
�� 7��;�  >�
�R�? �? ��: �4 �? z�?�� G�� S�5�� ^��[ 7�
 �� .���2

��: 7�? �1�,��� V�
�2 >
 ���3� S�5�� +� ^��[ �? �� �,�?  ���
S�5�� 7�
 /�
� �
�R Q4 ���� 5
 ��  �� �J�;2 G�� �<� /
��� ��4

�� ��,�A� /0N�  .��2DH
�� 7�
 ���3� �����
 �F�� D?�R ����  �4 ��
�� �
��� ����5 I�.  �4 �� G�� S�5�� �� ���2 I�.����5 /0N� >
�? 
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 .���. ��,�A��? I5:  � �J�;2 G��� ��P�A� G�� �� �,
 ���
�? �P�A� ) V?
�� 5
 =����62) �(64 � ()65? (�� �,�  ��
�
 �� .����

�W
�
 �? ��

. � D��4�� �<�<A� '�� 5
 ���� �,�? Z���� >  >5�,

����� ��C .��2 

 

4 -  H.���  

 DH '�� �A[ 5
 /���3c
 ��a�� �? 
��?
 �G4��� 7�
 ��
 DH Z���� �? �<�<A� DH 5
 D[�H Z���� ���2 �W
�
 �<�<A� >
�? >��J

���� >�
&.��? �	�H-��2 �
��E� +��,:
 +3� �? >��J DH .��

���A� /�3	
 �
0�
 I��  ABAQUS >5�
	�� 7�
 �� .�,
 ��2 I�i�


 >�;? �� �,��4 ]�� +� 5
 D�2 ^��@?2 
���Y�,  �? .�,
 ��2
 +� �-�� �/0N� `�F � >5�� V�
�2 �>�
&.��? �� /��E� ��F� D�	�

��. �*4 /�3	
 +� 5
 .�,
 ��2 ]�� ��� 5
 I��-o ��-o >
  �-F�
.�,
 ��2 ���Y�,
 ���3� 7�
 f�[�� >
�? >��A� /��E��  /�3	
 ]��

 >
�
� ���-� ���A�3136 �� /�3	
 B
�C ^
���_� ]�� 7�
 �� .�2�?
 7���. �a� �� �? �J�;2 >��,
� �� ��3��4 /0N� ���0��32  ��:

�����>��c �? �,
 ��2 >5�, ��?�T ���0�� ��[�C >
�
� ��: �4 ��
�� .�2�?��.��	 �
���
 �� ��F�� >�4 �-F �� ]�� �E�
 >R �
5� 

 �-F �� ��
 ����
4Z ��2 ��E� �? 
� >��� /0N� /��E� /
��? �� ��

 � �<C
� t�;2 �>���� �;	�P� 7�
 �� .��� /��? >�;? �� �,��4 +�

 =���� �? ��3��4 /0N� �F��C25/0  �375/0  ����. �a� �� ���
��2.��
) �����	� `�F 5
 /0N� �<C
� uP,Al2O3 �F��C uP, � (

) Q�����	� /�Al ��2 �W
�
 ������� � �����. B
�C �? ( ]��F ��1 
��  �? �>��� /0N� ��
�F ���Nd � {��Y� ���C�, �? �F�� �? .�2�?

) ^:��;� ��,
2) �� (4) ^:��;� 7��g34 � (66) � (67 /���R �� (
�� /�*� /0N� �� 
� �
�� ��
�� S�5��  �?
�T ���4�m1 �m2 �m3 �m4  �

m5�?  ����E� =����67/3 �84/0- �41/0 �17/4-  �81/2 �� ����C
 
�-

.����  �� >5�� V�
�2 �T
 /�2 72�� � Z���� �i�, �A[  ��a�� �?
���� �-�� Z���� � U�N��
 �;	�P� ���� �� �5�, �����  ����. �
�R �,��?

.�,
  
  

4-1 - I8) �<J�K� 0�*�  

 �	��;� ^��@? ��� /��� ]��, >��� ���_� >�1	
 �]��� 7�
 ��
)58�? ��;� �( �� �,���, S?�� +� ^��[ �? ��2�?  /� >��� �����c

 7�?160  ��240  �F�����
<,  `����� �?2 �<��  ]�H �� 0��4
�� /�,�� /0N� �<C
� uP, 5
 ����34 >���. ]�E��
 =��d .�2�?
 ��3��4W/m2K 4600  uP, ���2 {�� K��J �F��C >��� .��


 /0N� ��	�
25  �F�����
<,  ��*� �A� �<C
� uP, �MPa 50 
��  .�2�?  

 

 F
	2- I�� L+� �0 78+3 �9:� 08�#� M)9�) �)94)ABAQUS 

  
I8��1- �
���
� N)*O  78+3 �9:� ���60 F�
A� 0)*� �.��+P 8

���4�6]10 ,11[  

��[�C ��3� �H
� � �����	� Q�����	� 

�����. �����,� �	(W/mK) 46 204 

�	�1o �(kg m�⁄ ) 3800 2707 

�����. ����  �	(J/kgK) 760 896 

v��� ]��� t(A��) 380 70 

 z�
��
 =��d
�����. 

v(��&�) 7/4 23/1 

  
Z���� K�R� �
��E� >
�? 5
 D[�H  �? >��J DH � �<�<A� DH

 �
0�
 I�� 5
 ���Y�,
 �? ���A� /�3	
 '��ABAQUS �� ��� S�5�� �
��� ��
�F ���Nd ]�c  /��5 ��o �� ��3��4 > D�2 �� f<�N�3 

G�� >��� S�5�� �
��3� 7�
 �? �F�� �? .�,
 ��2 ��
� /�*�  ��2 ���?
 �
���C�? �	��R D?�R �R� � �A[ 5
 ����5 �4 �� D��4�� '�� �?

�� 7��g34 .�,
 �� ���� �,�? >��� S�5�� �� ��� ��4�*� /
��
/��5 ��,
 ����� 
�&. >��� �	�H 5
 �� ��:�c >�4 ���
?K�R� ��
�� .�2�?�� `� �� �2
� /��? /
�� ,�� ���� >�4  �,�? +��,:


 �
0�
 I�� 7�
 5
 ���Y�,
 �? 0�� �<�<A� ��2 >5�, ��

. '�� 5
 ����
��2 �i�, �A[ �� 7��g34 .��
  ��? �T
 �� �� �2
� /��? /
��

G�� U����� ���
�H  ���
. �� /0N� �<C
� O�P, �� �J�;2  D?�R >
� �� �-F�� D�2 7��g34 .�,
 /�,�4  �P�A� G�� S�5�� �
��E�

�? /��5 �� �;? �� /�*� 
� f<�N� >�4 D�2 7�
 �? �F�� �? .�4�
�� ��4�*� ?�C ���
? K��P� �� ��2 '�� 5
 D[�H Z���� 7�? �

��

. ���A� \
0F
 >���� �? >��J '�� � �<�<A� ��2 >5�,  ��
I���
0�
 ��,�� �? �F�� �? .��
� ��F� ���
�H >5�� V�
�2 /��? �

I�� �� ��2 I�i�
 ���A� \
0F
 D�<A� �
0�
ABAQUS  ^��[ �?
 +� /���� �,�? >
�? .�,
 ��2 U�N��
 
�&. +��,:
���� D�<A�
 �? �F�� �? �PC � �;, ���
�� +� 5
 �D�<A� >
�? ���-? ����5 I�.

) ���
�H >�
&.��? `�����2 �<����� ^
���_� �J�, � (0��4  z�E� ��
 ���_� ���
�H 7��g34 � /0N� f<�N�>���  ��
�134 >
�? 5�i�

 D� /��5 .�,
 ��2 ���Y�,
  ,��7000  ���-? ����5 I�. �? ����T10 
 7��;� 
�&. +��,:
���� D�<A� >
�? �PC � �;, ���
�� 7�
 �� ����T

I�� �� �� �,
 ��� /���2 .�,
 ��2 � DR
�H U�N��
 ��<?�R �
0�


�H 7���� >
�? 5�i� >��� ���_� ���
�H � ����5 I�. �
�E� ���

�� �� ��
� ��F� DH ��
�134���0. 7�
 5
 /
�� 7��o �� 0�� �4
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 .��3� ���Y�,
 �<�<A����i?�F�? �J�;2 >�4 uP, 5
 ���� �,�? �;?
 /��5 ]�c �� /0N� ����� uP, � �F��C ��<C
� D�2 ^��@?5 

��2 �W
�
D�2 7�
 .��
 �� /�*� 7�
 �J�;2 ���i?�F �gN���� �� �4�
 .�,
 ���� �,�? �	��R D?�R ���
� �R� �? /0N� ��
�F 5
 �PE� �,

 ���H /��5 �� �
��3� 7�
 �? �F�� �?1500  /0N� ���i?�F �����T
���,�� �	� ���� �	�H +� �? /� 5
 �;? � ���? 
�&. ^��@?  ���
� �?

�?�T �����_� �? �F�� �? .�,�  �/0N� DC
� ]��, >��� ���,��
G���>�4  �i��� �� � /� 5
 �T��� ���
�HG���4  � 
�&. �	�H �� 0��

�? .�2
� ��4
�C ���,�� D�2 ��
����  >
�? ���� �,�? Z���� �<� ��c
�� /�*� �a� ���� ]���  7���*�? /0N� �F��C uP, �� ��4�

� �P�A� G�� �� �	�H �� ��2
� 
� �J�;2 ���i?�F �<C
� uP, �
  .�,
 ���*�? ��
�34  

 �A[ �? �F�� �? >�
&.  � ���
�H D�<A� �? ��2 I�i�
 >�4
�� �>��� /0N� �� +�
��,:
���� �<�<A� '�� �� �2
� /��? /
��

��

. '�� � D��4�� D[
 ��,
 �?  DH >
�? �<�<A� ��2 >5�,
�� � ��2
� 
� ��:�? �R� � �A[ �Q��H D�
�
�Y�� ^:��;�  ��
�


��  �,��? �� '�� 7�
 Z���� 5
 /
����T�� �� ���
� �? ���
�H ��? `���
G�� G��� ��4���i?�F � �4 ��a�� 7�34 �? .��3� ���Y�,
 �5�, �� �4

 ���,�� ��;d� f�[�� �? �;? �3
R �� �1�� >���� �;	�P� +� �c
��� ��
�F f<�N� z�E� �� ��� � G��� �G�� /
��� ��3��4 >

.�,
 ��2 ��C
���  

 

 F
	3- ���/ �0 78+3 �9:�  ��)�� �0 ��0 -./*� �� U��:� 7�6

I8) V*� 7�)WP��� 7)+� 70�? 8 ����#� F1 ;8� 80 /) ���X Y�0  

 

 

 F
	4-� �K�#� ,�� -./*���/ �0  /) ���X Y�0 �� U��:� 7�6

 8 ����#� F1 ;8� 80I8) V*� 7�)WP��� 7)+� 70�?  

 

 

 F
	5- �[:.���  ��)�� /) \8�$�� �KE� �� �0  �?�<	 �.�����

�I8) V*� 7�)WP��� 7)+� 70�? 8 ����#� ;8� 80 �� ���X Y�� 

 
4-2 - L80 �<J�K� 0�*� 

� �,��? ��G�� ���� S�5�� ��1�� >��� ��P�A� ��J�;2 >�4
/� -G���� 0
��� �J�;2 >�4�� �,��? ��3��4 >��� /0N��2 .�

7�
 ������� � >5�� V�
�2 �� ]�
 �;	�P� ���� �?�*� �;	�P� �? �2�?
 >
�4 �? ���i?�F >���. ]�E��
 �A� �F��C uP, �� ^��Y� 7�


 >��� �? V�A�25  ���i?�F =��d � �
�1����, �F��W/m2K1500 
���? 0�� �	�3J
 �<C
� ��*� .�2�?MPa 80  .�,
 ����� G�
0�


 ��� DC
� ]��, >��� ^
���_� `����� 7��g348 �<��  �a� �� 0��4
 ��2 ����. D�2 .�,
6 �gN����  5
 f<�N� �PE� Z�� �� ��� ^
���_�

�? /��5 =
H �? 
� ��3��4 >��� /0N� ��
�F�� /�*� �;? �? .�4�
 �PE� �4 �� �D�2 �� ��2 ��
� /�*� >�4�
��3� �? �F�� ��� �/0N� 5


�� ��C >���� �	�H �? �J�
? /��? �<��, �? �F�� �? ��
�
 �� � �,�
�� ���_� �<��, ^��@? �PE��4 �� ��� �>5�� V�
�2 >��� .���

��� ��
��� �<C
� O�P,��3��4 > O�P, �? ��
� 
� >��*�? �
�E� �
�F��C �� ��4�*� 7��g34 .���
�  �� ��� ^
���_� ���
� �� ��2

P,�� �F��C uP, 5
 ��*�? =�
�� �? �<C
� u �? ��2�?  5
 �����c
�� G4�� ��� ���
� ���C �3, �? �<C
� uP,  .�?�� �gN����

 /��5 =
H �? �J�;2 G�� ^
���_�D�2 ��  7 /�*� ��2 ��
� .�,

 ^��[ �? /� S�� �? 0�� �J�;2 G�� ������ /
��� ^
���_� �T
 ��

 �? `6, � ���� ���_� 
�&.�� ���,�� >���� �	�H +� G�� .�,�
� ���? >��*� /0N� �� �J�;2 7��g34 ��
���� �	�H ��  K<P� ��R

uP, �� /� V,��� �
�E�  ��*�? �F��C O�P, �? ��
� ��� �<C
�
 .�,
  
  

  
 

 F
	6- �[:.���  78+3 �9:� /) U��:� �KE� H�� �0 ��0 \)+��]�

�� ���/ ^�1 +��<� L80 V*� 7�)WP��� 7)+� 
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 F
	7- �[:.��� �� �?�<	 ,�� \)+��]� �KE� �� �0 �<�

�� ���/ ^�1+� �9:� U��:�L80 V*� 7�)WP��� 7)+� �<�  

 

 

 F
	8- �[:.��� �8 ,�� \)+��]�-�� 9�.�� �KE� �� �0 �<�

�� ���/ ^�1+� �9:� U��:��<� L80 V*� 7�)WP��� 7)+� 

/� G�� �2
� �F�� ���? ���	
- ^
���_� S�� �? ���� �� 0
���
�� ���_� ]�H �� �>5�� V�
�2 ���,�� � 
�&. �? .�2�? D�2 �? �F��8 

 ��,
 �����0� �<C
� uP, �? �� ��� 5
 �c�E� �� G�� 7�
 /
0��
�� ��*�?�� /�*� Z���� .�2�? G�� �<� ��P? �� ��4� 4 �P�A� >�

 V,��� �
�E� 7���*�? � ���
� �
�E� 7���*�? >
�
� ��� �<C
� uP,
�� V,��� �
�E� � ���
� DR
�H >
�
� �F��C uP, �� � ���
4 -

 D�<A� �� ��2 /��? ������� >5�� V�
�2 �? �F�� �? ��
 .�2�?
 �F��C � �<C
� uP, �� �Y[ ���
� >
�
� �J�;2 G�� �+��,:
����

�? ��,
��c �� `6, � ��2 ���5 
��?
 ��� t�;2 ]�c �� ���
� ���
�� G4�� �F��C t�;2 .�?���? �P?
� �� G��� D�2 �? �F�� �? �J�;2

9 ��/
��  G�
0�
 �J�;2 >��,
� �� /� V,��� �
�E� �� �2
� /��?
 5
 � �2�? �� ���*�? �<C
� uP, �� G��� 7�
 ���
� �
�E� �	� �����

�� G4�� �F��C t�;2 �3, �? �<C
� t�;2 .�?��  
�� /�*� Z���� �<� ��P? � G��� �G�� ���� ����E� �� ��4�

�
�H h>5�� V�
�2 5
 �T��� �5�, �� ���i?�F�� ��_�� ������� � ��-

 ��P��34 .��2�?�� /�*� Z���� �� >5�� V�
�2 /�,�� �T
 �� ���4�
�� ���,�� /0N� ��
�F �� 0�� G��� � G�� S�5�� ����
�H �? .��2�?

 �G�� �� /0N� /��� ]��, >��� ^
���_� h`����� �T
 7��;� ��a��
�A� 5
 `����� 7�
 �/0N� ��
��� ���*�? >��� � G��� ���

 ���H �� 0��4�����15  ^
���_� �,��? �? � ��2 ��
� ���_� 0��4
 .�,
 ��2 ��C
��� ��3��4 ��� ���Nd �� ���&� >�4���
��� ���
�  

 D�210  ��
��� �� f<�N� �PE� Z�� ���*�? >��� ^
���_�
 ���E� �� 7�;� �
����� ����A� >
5
 �? ���� �	�H �� 
� /0N�

�� /�*� �3����1	 .�4� �� ��4�*� D�2 7�
 �� �� ��P��34 ��2
�,
 ��*�? �F��C uP, 5
 /0N� �<C
� uP, �� ���*�? >��� .

�� /�*� Z���� /� �? ��bJ +� 5
 +��A� `����� ���J �? �� ��4�
)��
�A? ����A�5 �<�� ��� ^
���_� ���
� � ���*�? >��� �
�E� �(0��4

�� G4���J�;2 G�� ���
� ^
���_� .��?��  z�E� �� `����� �?
 D�2 �� ��� ��
�F f<�N�11  �? �F�� �? .�,
 ��2 ��
� /�*�

�?�T �<C
� ��*�) ������� >5�� V�
�2 O�P, �� G�� ���
� �
�E� �(
 /0N� �<C
� uP, 5
 G�� 7�
 ���
� ��
 ��,
 �Y[ �F��C � �<C
�
 G4�� /� 5
 �;? � ����� G�
0�
 /� ��
�F ���Nd 5
 I��-o +� ��

���� ���� ^
���_� >�1	
 7�
 �
����� �4 �� � �?��  �F�� D?�R .��2
 �� 0�� /0N� f<�N� z�E� �� �J�;2 G�� �� �,
 `����� 5
 ���J

 ��
�A?5 �<�� �� ��C ���*�? �
�E� �? 0��4.�,� ^
���_� >�1	

 D�2 �� 0�� `����� =
H�? �P�A� G�� ���
�12  ��2 ��
� /�*�

*� D�2 7�
 .�,
�� /� G�� 7�
 ���
� ��
����� �4 �� �� �4�
 `����� �� 7��g34 .��
� �<C
� uP, �� 
� ��C �
�E� 7���*�?

 ��
�A?5 �<��  ���*�? �P�A� G�� ���
� �/0N� z�E� ���3� �� 0��4
�� �<� ��c �? .�,
 G�� ���
� G�
0�
 �? �� �2
� /��? /
��  >�4

�A? `����� ����A� �� �P�A� � �J�;2/� G��  ���
- 0�� 0
���
�� G�
0�
  7�
 �� ��
�A? `����� 7��o ��F� �� �,
 ud
� .�?��

G��� ���
� �,��? 
&	 ��,
 �
���C�? ��:�? ���
? ��34
 5
 �5�,  �4
.��
� ��34
 �
����� ����A� 7�
 �� D�2 �� 13 ^
���_�  ���
�

�
 ��3��4 >��� /0N�  ��
�F �PE� ��-o �� �J�;2 G��� ��2 �W

�� ��4�*� .�,
 G��� ���
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