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9���� �� *����: ;���<� -��" *' =����� 9��>? #�� *' ��@�� *' .#�� ��� A�� �B��'�C > D�� ��E  	����� *�1' > $�' )�� �' * �  �!�F ��E

 .#�� ��� *B��� �+�, ;�!��� ��� 0�� �E �� A��!� ��2� ���' ����C �GH >� A��* ��!� 	A�� I�� �J� *'  0/ 0'�K 0�� *' .��/ 0�1���2��

#����  ;>� *'- =����� > 0��� �������:  �GH .�1�� M��: N�!� 	�O�OP� 0/ A>� *OJC .�� 7��8��� ����� *�1' > $�' )�� �' * �  �!�F ��E
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�� �� 9��� T���� .����' =����� DE�� *� �E� �� $�' )�� $� ��J� ����� *�1' > $�' )�� ���' �!�F ��E  �' ���? #�� *' T���� #P" .���'

.#�� ����� -�5� *' I� -��'�� �� ��C�� �'��� T���� $� ���2���  
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Nonlinear Vibration of a Cracked Pipe with a Breathing Crack 
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J. E. Jam Associate Professor, Malek Ashtar University, Composite Materials and Technology, 

Center of Technology 
P. Farzanfard B.Sc. of  Mechanical Engineering, Behab Tadbir Co 
 

Abstract 
In this paper, using the Hu-Washisu principle, the equation governing the lateral vibration of a pipe with a 

breathing crack has been derived. The crack is modeled as a continuous disturbance function in stress and 
displacement fields. In order to obtain the natural frequencies of the pipe with a breathing crack, a new model is 
introduced for the bilinear stiffness of the pipe at each lateral vibration mode. Using this model, the governing 
equation of motion is converted into the standard form which can be analyzed by the Lindstedt-Poincar’ method. 
Then the natural frequencies of the cracked pipe are derived. The first term of the solution is the response of the 
corresponding linear system with a stiffness equal to the mean value of the cracked pipe stiffness in fully open 
and fully closed cases of the crack, and the remaining terms represent the effect of nonlinearity due to the 
opening and closing the crack. The results reveal that the reduction in the natural frequencies for the case of 
breathing crack is less than that for open crack. The accuracy of the model is verified by comparing the 
theoretical results with the experimental data reported in the literature. 

Keywords: Vibration analysis, Cracked pipe, Breathing crack, Continuous model, Lindstedt-Poincar 
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1 -���@� 
U�GH �������� ����� *! �G� * �  �E  *'#O,  ��E��'���

����14�� *�  ������4>� �E	 V�:����� �E	 WJ��� 	�J��>��: ��E 

�$����E ������ > ��E��� ��2� �����	 �X�> �����C  *' �� ��

�$�� I�� *� �����? $� .#�� ���� Y�Z�H� ��H  #P� [O<� �E

������ ��E��' ���1E	 )�� ����� A�J�/� I���'��'  ��E ����

 ���' ����' ���? �� ���1H>  	����� ���� \�8�� WK�� *' �4�

�� *!C�� -���1H > �'��H *' ���� ������ '.���� ��� I���'��' 	

;>� ����' > *! �G�  #K� �' > ��/�� *' ������' *� ���E

D�: �� )�� ��E������: �����  ����1' *C�� ���� ���� ���'

#�� *���4 ���K I�33P� $� ]1-4[ .  

 a,�' �$�� �� )�� ��C> �� > �$�� A��!� ��2� DE��

=����� ���b� a,�' *���� �� �$�� �!�F ��E .��� 

&���4���J�� ] 5[ *"RH  ��� d���� -�3�3P� > -����K� $� ��

�$�� ;�!��� *���$ �� I�33P� ���� e��� )�� ��E  *B��� �� ���

;>� ��'
� f�3P� &��� �' .#�� ���� A�� gO�8� ��E  �$��

�$�� )�� ��E ��� �� �� A�� *' 9��� ;>� �' ���� ��E  ��E

 �>�P� 9�J �]6[A�� 	 N�G!�� ��E  �!+�� ���i:]7-10[  >

A��  )�� �5� ���? �� *� )�� *����: ��E-��" *'  �� *����:

�� *���4 �@� ��� ] 11-21[.�13� 	 .��J� ���' ��: > I�  �'

 ���!��� ����� )�� *����: A�� ���m� $� ���2������ �O�>�- 

)�� � ���'  ��� $�' )�� �'  ���K ����' ���� ������ .���  �5� ���?

 D�� 9���� �� *� ���J� ;���<� W'�� �� -��" *' �� )��

A����  A�J,��J��� ��� .���� ] 9����JE > �����>22 $� ���2��� �' [

� �' )�� ��E������: �5� ����' *' A�3��� =����� ;>� ����

* �  ���!���  �E*�H���:  I��nJE > )�� ��E������: �5� ���? .���

=����� �' �� )�� #�C ���� ���K ����' ���� �!�F ��E  .���

���� ] 9����JE > �:�����423 ����� �'��� > ���m� *! �G� *' [

�* �  ���!�� )�� ��E *�H���: ���  )�� ���? .��� )�� -��" *' ��

> $�'  > ���� A�� ��n�: ��� �' =%� ;>� $� ���2��� �'

����' *' A�3��� =����� �' )�� ��E������: �5�  > ���!��� �����

[�, * �  �� �'�� *�H���: �E  ����� f�3P� �� ���? I��nJE .���

]24 *' �p��� ;>� $� ���2��� �' [*! �G�  > ���!��� �����

)�� �'�� * �  �� �: A��� �>�/ ��E*�H�� .���  

 �5� ����' *' ��� d���� -�3�3P� $� ����1' �� ��q �E

* �  �� )�� ��E������: )�� ��E   ��� 	#�� ��� *�H���: ���

 &��� �' S���J, *���$ I�� �� ��� d���� -�3�3P� ��J,

;>� A�3��� =����� ;>� 0�K $� ���, ��E 9�J � ;>� 	

�>�P�  �� ����$ ��GH $>�' [� *� ���' $�' )�� r�� �' >

�� -���P� .���4  � �]25[  *� #�� *������ ��H -�3�3P� ��

�� *�1' > $�' ;�!��� d���E �� ���1H )��  .������4�9�1� 

]26[  A�� $� ���2��� *� ���� *���� I�� *' ����: I�� ����' �'

 ���1H )�� ����� ����' ���' $�' )����  T���� *' ���� �����

 *� ��� �������.�� ���I D�: 9?  ���1H )�� fJ, ���'

I�33P� S���H� .#�� 9? �!K�> ���3� $� ��J�  ����' *' ���!��

)�� ��E��� ���!��� ����� A�� �' ���  )�� $�'  ����� *�1' >

 )��*�H���:  �������� *�1' > $�' A�� 9����� � >  �� )��

 ����* �  )�� ��E  �� ����.#�� ���� *B  

�+�/ f�3P� �O"� N�E	  ���' ����C *����: A�� *B���

 ���!��� ����� *! �G�* �  E�� )��  ����� *�1' > $�' )�� �' ���

�� ���'.  �� *� *����: ;���<� -��" *' )�� �5� 	��@�� I��'

9���� �� �5� D��� > D�� 	����'�C ��E  �' .#�� ��� A�� ���

 ����C �����J��� -��+�� 	)�� �5� W'�� 9��� ���K �@���

)�� * �  ���' .#�� ��� ������: ����� *�1' > $�' )�� �' ��� 

* ��!� 7��8��� $� =: � ���2��� �' #��/0"� $  

 Hu-Washizu ]21[	 >� ��2� ���' ���C A�� �� *B��� �' 

�GH	  .��/ 0�1���2�� * ��!��������� 0�� *'�*� �  0'�K

-�����<� ;>� �' 0�OP� 	���' �� *����  M��: =%� .���

#����  ;>� $� ���2��� �' .�1��- �� #�� *' �������: ��?. 

�� 9��� T����  .�1�� M��: *' ��� *��+� s�PZ� -RJC �E�

 > $�' $� ���� .�1�� �GH ��< ����� �����4�' �� �Q���� �GH

�� 	)�� 9�� *�1'  �' ���? ��5t� )�� fJ, D��
�� �' *� ���'

�� D��
�� �GH .�1�� M��:  .�'�� ���? #�� *' T���� #P"

I� -��'�� �� ��C�� �'��� T���� e��� .#�� ����� -�5� *' 

�� 9��� T����  ����� #K� �' ��� *B��� ���C A�� *� �E�

* �  ���!��� ����� )�� ��E ����14 �$�' ��$� *' �� ���      $� ��

D�: )�� ��E������: �� ���' .���  

  

2-���-� ���0 1 ��0 .*& 9'*0 	��&����
 $��3*:  

: A�� ��� -��" *' )�� �5� 	)�� *���� �: W'��� *���

'��� 9� $�� *� ����D�� W > �� �$�� �� )�� $� ���� D��� 

5t� #P���� ���K �  .�E� ���� 9����JE >]27 > [ I�>��]28 �� [

 d�1C� �� )�� $� ���� D��� > D�� W�$�� ��H -�! �G�

*! �G� ���� �� ����V� 	���? f�3P� &��� �' .����� ���K  W'���

 �' *� )�� ;���<�9����  �5� ���J, D��� > D�� ��E

�� �� �� ��� :��J� g��!� ��$ -��" *' 9���  

)1(  ( )( ) ( ) ( )( ) ( )x xz f x , z T x ,t , z f x , z S x ,tσ ε= − + = − +  

 *� 9? ��( )f x ,z  > D�� 9���� �' )�� �5� W'��( , )T x t >

( , )S x t �� *� ���1E � ���� W'���  #1��'.���� I��!�  W'��

( , )f x z �� ���3� I�����' ����� )�� &y� �� .���' W'�� I�� 

 > ���' �2" �'��' )�� ��C> �� �� )�� #�!K�� $� 9�� �>� �'

 DE�� ���J� -��" *' * �  A�F�� �'�� . -�P�+�� *' *C�� �'

z���� �� )�� ;���<� W'�� 	  ��$ -��" *' 9����@� �� #��4 

]15[:  
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)2(  ( ) ( )
α

2
o

x x

R
o

c
a

f x ,z z m z H R a z e
−

−   = − + − −    
 

9? �� *�cx	a >oR  > )�� fJ, 	)�� #�!K�� [���� *'

�� * �  �C��H {�!� #'�5 .����'m  #�C �� D�� W�$�� [��

�� 9��� �� )�� WG3� �� > * �  �+�,  W'�� > �E�( ).H 

�� �/�> *O: W'�� N�!�  .���'  

 * �  �� �|�H sG� #�!K�� ���b� a,�' * �  �� )�� ��C>

)�� �� ��� *'�� *' ��� I�� *� ���  �� * �  ����'�C 9���� ��H �

�� ���K ��5t� #P� �E�.  �� ����'�C 9���� �' )�� �5� I���'��'

 *G'�� *'���)1( �� r�� ��$ -��" *' :.���  

)3(  ( ) ( )( ) ( )xu x ,z ,t z x ,z w x ,tϕ ′= − +  

9? �� *�	( ),w x t * �  �+�, 
�H	 ( )x , zϕ  �' )�� �5� W'��

 ����'�C 9���� *' #1� f��� N�!� .��: #�R, > ��b��

�����x�� .���'  W'�� *'��� �� ����'�C 9���� �' )�� �5� W'��

( , )f x z  *G'�� ��)2( �� r�� ��$ -��" *' > :.���  

)4(  ( ) ( )
2β

φ
2

c

o

x x
R

o
ax ,z z z H R a z e

−
−         

= − + − −  

 �����J��� -��+�� 	)�� 9�� *�1' > $�' -��5� A�J,� ���'

 ��� ������:) e'�>� ��1) > (3(  $�' )�� # �/ ���' *�1' >

 ����� ��-��" *' �� }R"� ��$ :.���  

)5(  

( )( ) ( ) ( )
( )

( )( ) ( )
( )( ) ( )

( )

0x y z

z

x y z x

x

xz xz

u z x ,z w x ,t , u , u w x ,t ,

 p P x ,t ,

z f x ,z S x ,t , ,

z f x ,z T x ,t ,

x ,z ,t .

γϕ

ε γ ε ε υε

σ γ

σ σ

′= − + = =

=

= − + = = −

= − +

=

 

 	��H� *G'�� ��ν �� 9����: #1� ���'. ������:γ  ��@�� *'

 �� #��/ * ��!� �� )�� 9�� *�1' > $�' $� 0"�/ -��5� A�J,�

 .#�� ��� *���4 �@�	���' $�' )�� *� ����$1γ =  > ���'

9���� �� ;���<� W'��� ��E  �5� D��� > D�� 	����'�C

��  ��� *�1' )�� *� ����$ > ����0γ =  ���' I�� �� >

�� I�' $� -V��!� �� ;���<� W'��� �5� -��" ���3� .�>�γ  ��

)�� #�!K�� �� 
�H ��P�� ~��P�� #�R, $� ���2��� �'

( )cx x= �� I��!� ��� 0�� �� ��� ���� 9��� * �  ���' .1 

����: 	��� ���� 9��� -�Z�8� *' *C�� �' >��γ  ��-��" *' 

�� g��!� ��$ :.��� 

)6(  

2

2

2

2

1 0

0 0

c

C

x x

x x

w
         

x
γ

w
          

x

=

=

 ∂ < ∂= ∂ > ∂

 

 W'�� �5� #P� D��� > D�� W�$�� 	)�� *����: A�� ��

;���<�( )f x , z �� ���K  > #'�5 ������: ����� *� ����4

A����m ��  .���'#'�5 *��P� ���'m �� D�� W�$�� 	

�� �@� �� �GH -��" *' �� * �  WG3� sG�  ..���4 *' *C�� �'

 	\8�� #�!K�� �� > )�� (��< �� *���� ��JH �>���4

��1��� )�� * �  �� . �� * �  > ��� �� ����� ���������: 	m  ��

��  9���-��" *'  #�� *' ��$��>?:  

)7(  ( )( ) ( )( ) ( )( )
c

c c c
A A

zT x ,t z  dA z f x ,t T x ,t z  dA− = − +∫ ∫  

9? �� *�cA sG� )�� #�!K�� �� * �  WG3� ��  .���'  

a

L
cx

  
 B��1- )�� * �  *��� �' ��� ��4 ����� >� �� ���� ��E  

 
3 - ,/�%��  	��%&�' ���:� *0 8?�7 B���'*!C/�,-, 

.*& �'/ ���-� ���0 1 ��0 .*& D�� �0  

�����J��� -��+�� �� *� I�� *' *C�� �' ���� 9 �E  �

��� ����H� .E $� 03�1� -��" *' D��� > D�� 	����'�C 	��� 

I���'��'  W'���D��� > D�� A����( )S x ,t >( )T x ,t

�P� *' ��1��'�  �� ���� I��!� e'�>����H���  I�'�� I

��9�� �E ��@�� I��' .���' ���K�'	 ��'�  #��/ * ��!� 7��8���

 0"� $�Hu-Washizu � ���2���� .��� ]29[.  ���i���C �'

 *G'�� �� ��� ��� �����J��� -��+��)5 ( ��0"�  

 Hu-Washizu  >A������ *'~
C ���4  	~
C 0�1���2�� * ��!�

 ���C)�� * �  �+�, ;�!��� ����� �' .��/  > $�' )�� �' ���

�� #�� *' ��$ -��" *' ����� *�1' :��?  

)8(  

[ ]( ) ( )

[ ]( )( )

( )

[ ]( )( )

( )( ) ( )

[ ]( ) ( )

( )

1 1 1

1 1 21

3 2 2 1

1 1 1 2

3 2 2 1 2 3

1 2 3 2 2 21

3 2

2

2 2

2

2 2

2 2

0

iνI γ L K K Q w

I γ L K K Q Q

γ L K K L Q w

  I γ L K K Q Q

γ L K K L Q Q γ L K Qw

  I γ L K K Q γ L K K L Q

ρA
γ L K Q w w .

E

+ − −

 ′+ + − − +
′ ′′′+ − − + 

 ′′ ′+ + − − +
′ ′ ′ ′′ ′′+ − − + + + − 

 ′′ ′ ′+ + − − + − − +

′ ′′ ′+ − + = ɺɺ

 

� ������ W'��� 	��H� *G'�� �� *� ��$ -��" *' �� ����':  

)9(  

2
1

2
1

2 2 3

A A A

A A

A A A

I z dA ,      K zf  dA ,     K zφ  dA

              L= f  dA ,     L φf  dA

K zφ  dA ,   L fφ  dA ,   L = fφ  dA

= = =

=

′ ′ ′= =

∫ ∫ ∫
∫ ∫

∫ ∫ ∫

 

)10(  1 1 2 2
1 22 2

I K K L L K
Q ,      Q

I K L I K L

− − + −
= =

− + − +
 

�H�' A�J,� �' �� �+��� -��OJ,  *� ��� 9��� 9���

) 0�1���2�� * ��!�8�� �� (  0�� *' 9��� ��$:��J� ���� 
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)11(  
( ) ( )

( ) ( ) ( )

22

22 2

1 0

w x ,t
q x

x x

w x ,t A
q x w x ,t

x x E

ρ

 ∂∂
 ∂ ∂ 

 ∂ ∂+ + = ∂ ∂ 
ɺɺ

 

  

	��H� *G'�� �� W'���( )1q x >( )2q x :$� �����,  

)12(  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
1 1 1 2 3 2

2 1 1 1

q x L K K Q x L K ' Q x

q x L K K Q x

′= Ι + − − + −

= Ι + − −
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 ���!��� �����* �  )�� �� �� ���  #��/ r�� �' 9���

=����� �' > �������E cω  M��: I���4 �@� �� �' .��� ����'

-��" *' .�1��( ) ( ) ci tw x ,t W x eω= 0�1���2�� * ��!� 	

)11( �� �� :��J� 9��' ��$ -��" *' 9��� 

)13(  
( ) ( )

( ) ( ) ( )

22

22 2

2
1 0

d W xd
q x

dx dx

dW xd A
q x W x

dx dx E

 
 
 

 
+ − = 

 

ρ ω
 

�� ��E��� z�� * ��!� *' *C�� �'  �!'�� * ��!� [���+ *� ���

� ���� ������: $�γ �� ����' .9��� ����H� �'1γ =  * ��!� ��

) 0�1���2��13 ���!��� * ��!� (* �  )��  0"�/ $�' )�� �' ���

�� ��� .=����� 9��>? #�� *' ���'  0�� > �!�F ��E

 ���!��� ��E���* �  )��  	$�' )�� �' ��� �X�> ���3� * t1�

) * ��!�13( r�� �'1γ =  > �' ���2��� I��� �4 ;>� $� 0/

�� ��� �+�� 0/ 	��@�� I��' . �� ��$ -��" *' �� ��H� * ��!�

�� �@� :.���4  

)14(  ( ) ( )
1

N
c c

i ji j
j

W x c xξ
=

=∑  

9? �� *�( )c
j xξ*1��3� W'��� 	  �$�� e���� *� ���1E ��

 ����E > �� �!�F�+�� �� ) * ��!� ���i���C �' .����14 �� (

) * ��!�13 ���3� * t1� 	I��� �4 ;>� A�J,� �' > ( *' �X�>

�� #�� *' ��$ -��" :��?  

)15(  [ ] [ ]( )2 0c c cdet K Mω− =  

     

=����� 9? �� *� ��E[ ]cM >[ ]cK =����� [���� *'   ��E d�C

 ��$ -��" *' *� ���1E ��2� >�� #�� *' :���?  

)16(  

[ ]

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )22

2 12 20

c

L j jc i i

A
M I

E

d x d xd x d x
K q x q x dx

dx dx dx dx

ρ

ϕ ϕϕ ϕ

  = 

 
  = −  
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 9? �� *�[ ]I
 �� �/�> =����� N�!�  .���'  

  

5- 	() 1/ �C�� D�� �2'�'  

 ���!��� ��� 0�� �E �' �Q���� ����$ M��: 7��8��� ���'

) #��/ * ��!� $�13(	 �� ��� *' �� I��� �4 ;>�  ..��' I��'

 ��$ -��" *' �� �+�, 
�H W'�� 	��@���� �@� �� .���4:  

)17(  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1c nc
i i i i iw x ,t γW x u t γ W x u t= + −  

	z�� *G'�� ��( )c
iW x >( )nc

iW x ' * N�!� [���� ��� 0��

���!���i d��* �  )��  ���  >* �  > . ��( )iu t D8' N�!� 

���!��� ��� 0�� �' �Q���� ����$id�� �� .���' ���i���C �'

( )iw x ,t ) *G'�� $�17) * ��!� �� (11( �� #��' :.��>?  

)18(  
( )

2 2

2 12 2

2 2

2 12 2
1 0

c c
ci i

i

nc nc
nci i

i

d d W d dW A
q q u W u

dx dx dx dx E

d d W d dW A
q q u W u

dx dx dx dx E

ργ

ργ

      + +      
      

      + − + + =      
      

ɺɺ

ɺɺ

 

 (�+ �' *G'�� I���F��H� -��, ��( )1c nc
i iγW γ W+ −  >

A������  ���4 $� *O"�/ *G'�� ���$�'[ ]0,L #��' ��$ * ��!� 	

�� :��?  

)19(  ( ) ( ) ( ) 0i i i i im u t k u u t+ =ɺɺ  

9? �� *�	 d�Cim��2� >( )i ik u -��" *' �� g��!� ��$ :���  

��H� *G'�� ��c
ik >nc

ik ��� *'�[  �' �Q���� ��2�* �  

)��  > ���* �   . ��#��.  I���'��') * ��!�19�� �� ( ' 9��� *

0��  �GH>� 0�1���2�� * ��!� ��-��" *' :��J� 9��' ��$  

)20(  ( )
0

1

0

cL
i

i i i i i nc
i

k γ
m ρA W W dx , k u

k γ

 == = =
∫  

)21(  
2

2

0 1

0 0

c
i i i

nc
i i i

u ω u γ

u ω u γ

+ = =

+ = =

ɺɺ

ɺɺ

 

  9? �� *�nc
iω >

c
iω =����� [���� *'  . �� * �  �!�F ��E

)�� > �� ��� .����' *G'�+ >� W'�� I���4 �@� �� �'  ��� *B��� ��

���'( )i ik u�� 	  �GH >� ��2� 9���* �  )��  �� ��� *'

-��" :��� 9��' ��$  

)22(  ( )
2

2

c

i
i i i i i i i i

x x

d W
k u u k u ε k u .sgn

dx
=

  = +    
 

 �� *�W'�� z�� *G'��( )sgn .�� #�R, W'�� 	 .���'ik  *' ��

 -��"�����A��!� ��2� I� * �  )�� ��� # �/ �� SR��� ��E  $�'

> SR���  )�� *�1'�� g��!� .���.iε �' ������:  �!'�q�� >  ��

�� �/�> $� .���'  �'���i���C ) *G'��22) *G'�� �� (19 > (

�' I���F .�13�m *' .��/ 0�1���2�� * ��!� 	-��"  9��' ��$

�� :���  

)23(  
2

2 2
0 0 2

c

i
i i i i i i

x x

d W
u ω u ε ω u .sgn

dx
=

  + =−    
ɺɺ  

*G'�� I�� �� *�0iω  �Q���� �GH .�1�� �!�F =����� �'

���!��� ��� 0��i d���� .���' ) * ��!� �� *���� *' *C�� �'23 (

 ������:iε  ���1'�q�� �� �� �/�> $�  I���'��' 	���' ���C A��
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 �GH >� ��2����' ��� *B��� * �  )�� ��� �� ��  9��� ���2��� �'

.��J� 0�OP� -�����<� ;>� $�  

  

6 -  I'*J�
' K1� �' �/�!�
' �0 8���
 	���� L
��

M
���,- �����'-�  

 ��#����  ;>�-  �������: d���� �'���!� ��b��tτ ω=	 

.�1�� M��: -��" *'
0

n
j

j
j

uε
=
∑  �@� ���� *���4 ���. ' *

�>R,M��: =����� 	  
��-��" *'
1

n
i

i
i

ε ω
=
∑  e1'�� ���� ��� 

9? �� *�iω  -RJC Ni/ $� *� ���1E � ���� [���+

�� #��' �V��� .���? �+�/ f�3P� ��  .�1�� M��:-��" *' 

�@� �� ��$ �� *���4 ���:  

)24(  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 3
0 1 2i i i iu t u t u t u t Oε ε ε= + + +  

=���� 9? �� *�i  ���J����!��� ��� 0�� �� 9��' ��  .��� �'

������: *���� *' *C��ε �q�� ��  $��/�> ��  I���'��' 	���'

� 0��� -RJC�9� ��V�' ��Eε �� �� s�PZ� D3� ����� M��:. 

 .�1�� �!�F =�����-��" *'  ��$ �@� ���� *���4 ���:  

)25(  2
0 1 2i i i i i iω ω ε ω ε ω= + +  

 �') e'�>� ���i���C24) > (25) 0�1���2�� * ��!� �� (23 (

 ��$ *G'���� #��' ?��:  

)26    (  

( ) ( )
( )

( )

2
22 2

0 1 2 0 1 22

2 2
0 0 1 2

2
2 2
0 0 1 2 2

0
c

i i i i i i i i i i

i i i i i i

i
i i i i i i i

x x

d
u u u

d

u u u

d W
u u u .sgn

dx

ω ε ω ε ω ε ε
τ

ω ε ε

ε ω ε ε
=

+ + + +

+ + +

+ + + =

 

  

9��� [���+ ��1��' z�� �>�1� ����K�' ���'  gO�8� ��Eiε 

:#��� .�E��H I���'��' .����' �2" �'��'  

)27(  
2
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0 02
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ε ω
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2

2

2
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2
20
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2
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i
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i
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i
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d W
gn

dx

d u
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d

d u
u .s

d

ε ω
τ

ω ω ω
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( )2
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2
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2

2

: 

c
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i i i
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i i i

i u u d W
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u u dx
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d d
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d

ω ω ω

ε
ω ω ω
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+

+
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) *G'��27 ���E� 9��� ( �Q���� �GH .�1��*� #��  ��

 M��: �O"� D8' �����4�'�� .���'  A��!� ��2� ���b� -��5�

 0/ $� 	#�� )�� 9�� *�1' > $�' $� ���� *� .�1�� M��: ��

) -V��!�28) > (29�� #�� *' ( ?�.��  *� >� e���� r�� �'

 ����'�C*���� �'A  #,�� > *� >�	�2" M��: �O"� D8' 

���� ) * ��!� 0/ $�27�� #�� *' ��$ -��" *' ( :��?  

)30(  0iu Acosτ=  

9? �� *�A  *���� *� >���  .���' Ni/ ���' 	�V��� -RJC

[���+ ��1��' �� �V��� -���, *' ���� *� ��RJC  ����

.��� ���K �2" �'��' ) *G'�� ���i���C �'30( ) * ��!� ��28(  ���'

 �V��� *OJC ���� Ni/:#��� .�E��H  

)31(  
2

0
0 1 2

2 0i
i i

d u

d
ω ω

τ
− =  

I���'��'1 0iω = �� #�� *' �?.�  $� �V��� *OJC Ni/ �'

) * ��!�28���i���C > (0iu  	9? �� ���? #�� *' * ��!� I��

�� 9��' ��$ -��" *' :���  

)32(  
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1
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i
i
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gn
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d
τ
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 * ��!� 0/ �'��H�  *' ��$ -��" *' A>� *��� s�PZ� *OJC
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)33(  
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i
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i
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m
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m

η
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τ
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∞
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∞
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∑
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ε
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 �� ��  $� ���2��� �' 9���

:#��� ��$ -��" *' *���� e1'  

)34(  ( ) 0
1

m
m

g b b cos mτ τ
∞

=

= +∑  

*���� e1' 9��� ���K �' -��, ���' ��� *B���0 1
1
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u u

ε
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�) * ��!� �30�� ��E��� ( e1' I�� $� *OJC I� >� *� ���	 

 �V��� *OJC���' *� :#�� d$V 9? Ni/ ���'  

)35(  0 1
2 2

i
i

b

A

ωω =  

 �� ��E��� s�PZ� =����� *� ��� d>� *���2iω	  $� �!'��

.�1�� 9��' �GH��< $� *� #�� 9���� *���� ���� �� .��� 

) * ��!� $� �V��� *OJC Ni/ �'29 M��: 	* ��!� I�� 0/ > (

�� #�� *' ��$ -��" *' d>� *��� s�PZ� :��?  

)36(  
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b
b cos m .s
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=

∞

=
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=
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 ��H� *G'�� ��0b >mb G'�� $�* )34�� #�� *' ( .���?  ��

�� #�� *' ��$ *G'�� $� .�1�� M��: #���� :��?  

)37(  ( ) ( ) ( ) ( )2
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 9? �� *�i tτ ω=  =����� > ���'=���>$�  *G'�� $� .�1��

�� *��P� ��$ :���  

)38(  2
0 2i i i iω ω ε ω= +  

9�JE ��F �� ��E��� *� ���C ���m� ���	 =����� ��E ����� 

 ��-��" *' �� 9��' ;�!��� *���� $� �!'�� .���   

  

7 - 	��� & OC���  

�� *���4 �@� �� A�� f��Z� ��@�� *'#1� T���� $� �  ��E

] WC�� �'���4 .#�� ��� ���2��� [ -�Z8�� > ����E ��!'�

)�� ��V�� * �  ������� �' ������* ��4 �E�  ������ >� �� ����

 :#�� -��" I�� *' ����' ����A�F * � 1570L mm= �GK 	

�OH��61iD mm=�C��H �GK 	73oD mm= A>�� 	

 *��1���V�206E GPa= .�/ �/�> d�C >
3ρ 7860 Kg m= .�' ��E������: 	I�� �' �>R,)�� �!' 

 :$� �����,
o

a

D
α =

 
 fJ, #1�) )�� �1� fJ, ���E� 9���

 > ( * �  �C��H �GK *' )��cl

L
β =  #�!K�� ���E� 9���

 .(* �  A�F *' )�� #�!K�� #1�) )�� �1�  

����� ���� �� *���� *' *C�� �� * �  ���!��� )�� ��E  �' ���

*! �G� ����� *�1' > $�' )�� A��  	#�� *����i%� -��" ��

 #K� ����' > *1��3� 9���� 9��>? .E��� ��@�� *' I���'��'

 T���� �' �� T���� > *���4 �@� �� �� $�' )�� A�� ��� *B��� A��

] WC�� �� ��� *B��� �'��� #1�4�� ���K *1��3� ���� [ .�E� .

 A>�C ��1 =�����  ��E�!�F * �  )��  ���*��� �' ��4  ��E

���� I�' *1��3� A>�C I�� �� .#�� ��� ���>? ����� >� �� 

] WC�� �'��� T����4 [>  A�� $� ���? #�� *' T���� $�' )��

 ��� *B����� 9��� A>�C I�� .#�� ��� ���>?  �|���/ *� �E�

=����� I��!� �� A�� ��GH ��E �!�F  *B��� $�' )�� A�� �'

�'��' ��� 11/14 %��  .���'�� 9��� -�! �G� *� ��G��JE  �E�

�$�� �!�F =����� I��!� �� $�' )�� A�� ��GH )�� ��E  ���

�� ����' * �  �� .���' )�� ��E  *���� *' *C�� �' ��� fJ, )��

 ���$ * �  �O"� ��P� $� 9? *O"�� > ���' .� ���1'��  	���'

*�1' > $�' ����� ����� ;�!��� A�F �� )�� I���'��'  �����  ��

.��' �E��H ����' $�' )�� A�� ��GH > ���'  

 A>�C $� I��nJE1 �� ��E���  ��GH �|���/ *� ���

=����� I��!� �� A��  *�1' > $�' )�� A�� �' �!�F ��E

*���� ��$� *' ��� *B��� �����0 01A .=  �'��'60/3�� %   .���'

9�JE ��F �� ��E��� *�  ��� #K� �' �������: �GH>� A��

* �  ���!��� ����� ����� ���1' )�� ��E D�: �� ���  ���'

�� �� > ��� [�, �� ����� #K� �' A�� I�� $� 9���  �' �'��

.��J� ���2��� ���!��� 
� ��? &���   

�� 9��� T����  DE�� a,�' )�� ��C> *� �E�

=�����  =���>$� ��E�$�� )�� ��E �� ���  I�� *' *C�� �' > ���

 A��!� ��2� $� ��J� $�' )�� A�� �' �Q���� A��!� ��2� *�

�� ����� *�1' > $�' )�� A��  �' $�' )�� �5� 	I���'��' ���'

 DE��=�����  =���>$� ��E *�1' > $�' )�� A�� $� ����'

����� ��  A>�C �� ��� I�� *� ���'1  ��E��� }�+> *'

��  .���  

 0�� ��2 ) *G'�� 	�Q���� �GH .�1�� M��:30 �' 	(

 �O� M��:��.�1  ��� ���� 9��� ���, ;>� $� ���? #�� *'

�� ��E��� *� ��G��JE .#�� .�� �� ��� 0���  >� ��V�' ��E

.�� �� .���1E fG�� .E �' M��: 0���  *' *C�� �' ��V�' ��E

 . �� ��� *'��� .�1�� ����� I���'��' 	#�� *�1' )�� *����

 
�q�� ���1' M��: >� I�' NR�H� *���� �� > ���'��  .���'

.�� �� I��nJE 0��� �GH .�1�� M��: NR�H� I���: ��E

�� ����' ���, ;>� *' ���? #�� *' M��: > �Q����  *� ���'

 DE�� *���� �� > ���' )�� 9�� $�' $� ���� ��� I�� #O,

 #1� �����' �5� 	M��: $� #J1K I�� �� .�1�� A��!� ��2�

.�� *' 0��� �� V�' ��E .���i4  

  

D1�� 1- =�����  =���>$� ��E)�� * �  *��� �' ��� ��4  ��E���� � �� > �' 9? *1��3� > �����  

] �'��� T����4�1� #�!K�� �� WK�> )�� ��$� *' [β 0.2=  

                     �1� fJ,

)��     

=�����  ��E����� 	( ) Hz  
 �"���GH  

 �'��� T���� �'% 	  ] �'��� T����4[ 
�+�/ f�3P� ���m� T���� 

$�' )�� A��   *�1' > $�' )�� A��

α 0.15= 
( )1  Hzω 49/75 56/67 24/73 50/10 98/2 
( )2   Hzω 83/289 11/271 44/289 46/6 13/0 

( )3   Hzω 70/653 06/610 27/651 68/6 37/0 

 

α 0.25= 
( )1  Hzω 79/72 03/65 17/70 66/10 60/3 

( )2   Hzω 83/268 72/237 67/269 57/11 31/0 

( )3   Hzω 92/622 00/535 85/606 11/14 58/2 
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 B��2- �Q���� �GH .�1�� M��: *1��3�           )  ( M��: >

����� )            ( �1� #�!K�� ���' 	���, ;>� *' ���? #�� *'

2.0=β fJ, >  )�� �1�15.0=α  *� >� *���� >0 01A .=  

 
 0�� ��3  #�!K�� �� �� )�� �1� fJ, D��
�� �5�

 ���� 9��� d>� *��� s�PZ� *OJC -������ *���� �' #'�5 �1�

 *OJC -������ *���� )�� �1� fJ, D��
�� �' .#�� ���

 d>� *��� s�PZ� �$�� 9��C ��@�� *' ���� �GH��< -��5�

 )�� 9�� *�1' $��� D��
���'��.  

  

  
B��3 -  ;>� *' ���? #�� *' M��: d>� *��� s�PZ� *OJC

#���� - �������:  )�� �1� #�!K�� ���'2.0=β fJ, >��E 

 (g �) �1�05.0=α  (()15.0=α  (7) >25.0=α  

  

0�� �� 4  #1�) A>� �1����� #1� -����b� ��P��

)�� * �  �!�F =����� 	���cω	�Q���� . �� * �  *' 	ω *' (	

)�� * �  ���' )�� �1� fJ, ��$� *��� �' ��� ��4  �� ���� ��E

 ��E��� 0�� *' *C�� �' .#�� ��� ���� 9��� ����� >���  ���

=����� 	\8�� �1� #�!K�� �� �� *�  )�� * �  �!�F  ���

 )�� fJ, D��
�� �' > ���� &��!� *G'�� )�� �1� fJ, �'

=�����  �� DE�� * �  �!�F �� ��E��� I��nJE .�'��  ���

 �5� 	* �  
��� *' )�� #�!K�� 9�� ���
� �' A>� ��� �� *�

 �1����� DE�� �' )��'���� �� ��� .  

  
B�� 4 -  -����b�1����� #1�A>� � ' � 	)�� �1� #�!K�� [1/

(            )  �1� fJ,1/0 �1� fJ, (              ) 	5/0   

 
 0�� ��5  =����� �' .�1�� ;�!��� *� >� *���� ��Bt�

����� )�� * �   ���� 9��� ����� *�1' > $�' )�� A�� �' ���

�� ��E��� *� ��G��JE .#�� ���  -������ *���� D��
�� ���

 =����� D��
�� a,�'����� )�� * �  �� ���  .���4  

  

 
B�� 5-  *���� ��5t� *� >�-����b� �' -������ ' A>� �1����� #1� �

)�� �1� #�!K�� [1/ �1� fJ, �' )�� ���' 1/0  

  

8- ����� 9*�Q  

 ;�!��� ���� �� ��H -�3�3P� �� 9�33P� [O<�* �  �E� 

)�� �4��n�: $� (���C� ���' 	���  �GH��< ����� $� ���� ��E

 9�� *�1' > $�' *���� �� )��9? A�� $�' -��" *' �� )�� 	

V��!� > ���� - �GH���� ���K ����' ���� �� .��/ .���  ��

��!��� �GH��< ����� �+�/ f�3P�-�  ��$?* �   )�� �����

.#��4 ���K ����' ���� )�� *����: A�� �' ���1H  I��'

 	��@��> )�� ����� *�1' > $�' ����� r�� �'  �5� I���4 �@� ��

' )�� * �����J��� -��+�� 	*����: ;���<� �� -��"

 ������: D��� > ����'�C 9���� ���' ����C #��/ * ��!� >

����4 7��8���.   

�� 9��� ���? #�� *' T����  �E� DE�� *�=�����  ��E

�����  *�1' > $�' ������ *� �!K�> ���1H )�� $� ����

�� $�' )�� r�� $� ��J� ���� ����� .���'  $� ���2��� I���'��'
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�� ���1H )�� ����� ����' ���' $�' )�� A��  *' ���� �����

 *� ��� ������� T����.�� ���I D�: 9?  )�� fJ, ���'

 ������� I�J8� I��q .#�� 9? �!K�> ���3� $� ��J� ���1H

�� �: �� �� ����GH ����� ���' *���� *� [�, ��  )�� �'��

 I�� ��1��'0���, � ��*���4 �@ ���.�  

�3�� *1T����  $� 0"�/ T���� �' ��� *B��� �O�OP� 0/

#1�  ��$� *' �� M��: >� (�H ���1' f'�G� ��C�� �'��� ��E

����14 �$�' �� 9��� )�� ��E������: $� ��  .�E�  
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