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 17/11/90پذيرش    9/4/90دريافت                                                                                                                    نويسنده مسئول* 

  ريل راه آهن در مدل وينكلر اصلاح شدهشدگي  طول بلندمطالعه 
  

  3 مراد شادفرو  2ر محمدعماد مطيعيان نجا، 1* جبارعلي ذاكري
  ايران دانشگاه علم وصنعت ،دانشكده مهندسي راه آهن دانشيار 1

  عت ايرانآهن، دانشگاه علم و صن دانشكده مهندسي راه ارشد مهندسي خطوط ريلي،  دانشجوي كارشناسي 2
  آهن، دانشگاه علم و صنعت ايران مهندسي راه دانشكده هاي ريلي، ارشد مهندسي ماشين  دانشجوي كارشناسي 3

 
  چكيده

بـه صـورت فشـاري و    فنرهـاي زيـر ريـل     هـا  در برخي از مدل .در تحليل و طراحي خطوط ريلي صورت گرفته است متنوعيهاي  سازي تاكنون مدل
داراي مقاومت كششي  زير ريلاز آنجايي كه بستر  .اشاره كرد) مدل وينكلر(مدل تير بر روي بستر ارتجاعي  وان بهت ميجمله آن از كه د، نباش كششي مي

بـا توجـه بـه سـادگي و      .حاصل شود گونه سختي از خود نشان دهند تا يك مدل واقعي بايستي هيچنباشد، فنرهاي به كشش افتاده در مدل وينكلر  نمي
در ايـن  . رفع شـوند ها  برخي از اين محدوديتشده سعي  ،ها و اشكالات وارده بر آن ري وينكلر در حوزه مهندسي و دارا بودن محدوديتكاربرد وسيع تئو

بـا فرمولـه    .شود ميوستمن با حذف فنرهاي كششي به اصلاح مدل وينكلر پرداخته -با در نظر گرفتن وزن مرده ريل و تراورس با كمك مدل ساي مقاله
شـده بـا    تـلاش همچنـين  . رفتـه اسـت  گها به شكل بسته صـورت   ، حل رياضي آنمذكورشرايط  با تشكيل معادلات ديفرانسيل تغيير شكل تيركردن و 

صـورت  ط نقليه ريلي در مقابل طول بلنـد شـدگي خـط    ئسنجي سختي بستر و نوع پروفيل ريل و بار چرخ وسا استخراج نمودارهاي بدون بعد، حساسيت
و فشـاري  ) غيـر تماسـي  (و در نهايت مقايسه طول ناحيه كششـي   يك مطالعه موردي ،ه شرايط خطوط ريلي كشور و بار محوري عبوريبا توجه ب .گيرد

ود كه طول ناحيه غير تماسـي و  ش شده مشاهده مي با حل معادلات و رسم نمودار خيز ريل در حالت اصلاح .ارائه شده استوستمن  -مدل وينكلر، ساي
  . باشد خط ناشي از يك بار متمركز بيش از مدل وينكلر مي ارتفاع بلندشدگي

 .خطوط ريليوستمن، خيز  - ساي سختي بستر، تير بر روي بستر ارتجاعي، تئوري وينكلر، مدل :كليدي واژگان

  
  مقدمه -1

طراحـي خطـوط ريلـي، روسـازه     تحليـل و   هاي از روشيكي 
قـرار دارد،   )بالاست، بستر خاكي( سازه آنآهن كه بر روي زير راه
تـاكنون  . شـود  ير بر روي بستر ارتجـاعي تحليـل مـي   صورت ت  هب

هاي گوناگوني جهت بررسي رفتـار انـدركنش    سازي و تئوري مدل
با عنايت . ]1[تير و صفحه بر روي بستر ارتجاعي ارائه شده است 

مطـابق   در طرفين بار متمركز ريلبخشي از كه در واقعيت  به اين
بـدين  . دن ـافت فنرها بـه كشـش مـي    عملاً شود بلند مي )1(شكل 

دليل عدم وجود چسـبندگي بـين تـراورس و بالاسـت،     ه ترتيب ب
 ـ  ه فنرها به كشش كار نخواهند كرد و فقط وزن ريل و تـراورس ب

لـذا  . شدگي خواهد شد صورت بار گسترده باعث كاهش طول بلند
 1پسـترناك  هاي متفاوتي از جملـه بسـتر   در اين زمينه نيز تئوري

معرفي شده و بـه   ]5[ 2و همچنين وينكلر ]4[و ريسنر  ،]3و  2[
ل مختلف از جمله تيرهـاي  ئهاي متفاوت عددي به حل مسا روش

بر روي بسـترهايي كـه تنهـا تحـت فشـار       ]6[ محدود و نامحدود
كـه در ميـان     با توجه به اين. نمايند پرداخته شده است عمل مي

تر زيـر آن مـدل   سازي خط ريلي و بس ـ ها جهت مدل همه تئوري

                                                 
1- Pasternak 
2- Winkler 

سهولت در كنار دقت مكفي بـراي مهندسـين    وينكلر از راحتي و 
سـازي   توان به مدل برخوردار است لذا به كمك اين روش بهتر مي

سازي وينكلر فنرهـاي   مدل درجايي كه  از آن . خط ريلي پرداخت
در فشار و هـم در   هم دباشن مي سختي بستر زير ريل كه نمايانگر

ير بـر روي بسـتر   تتحليل  در لذا لازم است ،كنند كشش عمل مي
ارتجاعي نسبت به اصـلاح مـدل اقـدام نمـوده و حـذف فنرهـاي       

نتيجـه بـه    در. نظر قـرار گيـرد   كششي در محدوده بلندشدگي مد
   .دنگرد  يد ارائه مياصلاح مدل وينكلر پرداخته و معادلات جد

  

 
  

 بلند شدگي ريل تحت بار چرخ  -1شكل 
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لذا در اين مقاله سعي شده اسـت كـه معـادلات رياضـي بـه      
صورت بسته و تحليلي تبيين شود، تا بتوان با بدون بعـد نمـودن   
معادلات، نمودارهاي لازم جهت تعيين طول ناحيه بلندشـدگي و  
فشاري ناشي از بار چرخ جهت مقاصد طراحي روسازي خط ريلي 

ا دقت بيشتري تر و ب تا بدين وسيله طراحي سريع. مشخص گردد
  .]7[صورت پذيرد 

گيرد،  زماني كه يك بستر بدون كشش مورد تحليل قرار مي
ميان روسازه و بستر مطابق شكل  1وجود فضاي خالي و فاصله

اين مجهولات محل . افزايد ، مجهولات معادله و مسئله را مي)1(
از سوي ديگر شرايط فيزيكي و . دنباش ايجاد ناحيه كششي مي

د نكن روابط بيشتري توليد مي) كششي(غير تماسي وجود ناحيه 
در نتيجه . دنباش كه شامل مكان هندسي اين فضاي خالي نيز مي

براي حل مسئله بايستي تعداد معادلات با تعداد مجهولات برابر 
به كمك تابع پله كه مقاومت فنر در خيز مثبت و منفي در  .باشد

توان تقريب  مي آن ديده مي شود و با استفاده از تابع گرين
مناسبي براي حل معادله ديفرانسيل حاكم بر فيزيك مسئله ارائه 

 تـرايي جواب انجام نشده اسـنمود، اما اثبات كاملي براي همگ
با تشكيل ماتريس سختي تير با توجه به شرايط حاكم، با . ]8[

حل عددي از روش المان محدود نيز به حل معادله ديفرانسيل 
 هاي پيوسته و سري مدل همچنين يك. ]9[ پرداخته شده است

  .]10[لاستيك نيز در اين خصوص ارائه شده است ا
 3وسـتمن  -و سـاي  2در اين مقاله ابتدا حل كلاسيك شيندلر

در ادامـه بـه   . براي بستر الاستيك بدون كشش ارائه شـده اسـت  
بدون وزن تحت يك بار متمركـز پرداختـه و    دار و  تحليل تير وزن

اكم بر مـدل بـا حـذف فنرهـاي كششـي ارائـه       سپس معادلات ح
نوآوري مقاله كاربردي كردن مدل وينكلر اصلاح شده . خواهد شد

مـاني بـار گسـترده ناشـي از وزن     ز و حل معادلات براي حالت هم
ريل و تراورس و بار متمركز ناشي از عبور بار چرخ بـوده و بـراي   

ارائـه شـده   موردي نيز  تشريح كامل متدولوژي بكار رفته، مطالعه 
  .است

  
روي   روابط رياضي حاكم در تيـر تحـت بارگـذاري بـر     -2

  گاه الاستيك تكيه
طول نامحدود بـر روي يـك بسـتر ارتجـاعي     ه بلند ب يك تير

   .در نظر گرفته شده است )2(مطابق شكل   Pتحت بار متمركز
  

                                                 
1- Gap 
2- Schindler 
3- Tsai-Westmann 

  
  متمركز وارد برتير روي بستر بار - 2شكل 

  
العمـل   دهد عكـس  شكل ميزماني كه تيرتحت يك بار تغيير 

  :يعنيباشد،  بستر متناسب با تغيير مكان در همان نقطه مي
  
)1(                                                           .R k y=  

جهت مثبت آن رو به پـائين اسـت و    و تغيير مكان تير  yكه
R متنـاظر همـان نقطـه و     العمل بستر  عكسk  ي بسـتر در  سـخت

   .باشد واحد طول مي
معادلــه  )3(بــا توجــه بــه روابــط مقاومــت مصــالح در شــكل 

  :]11[توان تشكيل داد  ديفرانسيلي خيز تير را مي
  

)2                            (    pxqxky
dx

ydEI +=+ )()(4

4

  
  

 
  المان جزء نيروها در -3شكل 

  
  تير بدون وزن تحت بار متمركز -3

بر يك تير بـدون وزن تحـت بـار متمركـز بـا       معادلات حاكم
يعني . تشكيل شده است) 4( حذف فنرهاي كششي مطابق شكل

  .]12[خط آهن هنگامي كه واكنش بستر فشاري باشد 
  

)3(                  
(4) ( )    , 0EIy ky P x x X yδ+ = < >  

  
)4(                                  

(4)     , 0EIy q x X y= > <  

EI ير وخمشي ت سختي y كـه جهـت    باشـد  مي تغيير مكان تير
  .مثبت آن رو به پائين است
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  كششي الاستيك غير بلند نامحدود روي بستر تير - 4شكل

  
( )xδ  تابع دلتاي ديراك و محورx با توجه . باشد درطول تير مي

) واضح است كه )4(به شكل  ) 0=Xy.  
پارامترهـاي  اخيـر  تـر معـادلات ديفرانسـيل     براي حل سـاده 

  .]12[ شود بعد زير تعريف مي بي
  

)5    (                24
PF

EIβ
=   ,x u yξ β β= =  

  
4كه در روابط مذكور  / 4K EIβ باشـد و بـه لحـاظ ابعـادي      مي =

[1/ ]m  است.  
تـر زيـر    بـه شـكل سـاده   ) 3(عادله ديفرانسيل رابطـه  در نتيجه م
  :آيد بدست مي

  

)6                             (     ( ) ( ) ( ) ( )41
4

u u Fξ ξ δ ξ+ =  

  
  :پس از حل معادله خواهيم داشت

 

)7  (  
( ) sinh sin cosh cos

ˆsinh cos cosh sin ,

u A B

C H X

ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ β

= + +

+ < =
  

  
  :به صورت زير fبا تعريف 

cosh sinf ξ ξ=   
  :دنآي ي زير بدست ميمعادلات اضاف

  
2sinh cos 2 ( )f ξ ξ δ ξ′′ = +  

2 sinh sin
2 cosh cos sgn 2 ( )
f ξ ξ

ξ ξ ξ δ ξ

′′′ = − +

′+
 

4 4cosh sin 4 ( ) 2 ( )f ξ ξ δ ξ δ ξ′′= − + +   
)8(  

ξξ مشابه روابط فوق مشتق چهارم رابطه cossinh  برابر است
  :با

)(2)(4cossinh4 ξδξδξξ ′′+−−  
دادن  رارو با برابر ق ـ) 6(در ) 7(با جايگذاري مشتق چهارم رابطه 

),()(ضرائب  ξδξδ ′′:  

2
FHC ==−  

Xxدر لنگر و برش با توجه به شرايط فيزيكي  تغييرمكان و =
  :يعني ]13[باشد  صفر مي

0)()()( =′′′=′′= ξξξ uuu  
,,ξ̂اين سه شرايط مرزي مجهولات  BA دهد را بدست مي.  

رابطه زير ايجـاد  ) 7(كاربرد مجهولات در معادله  در نتيجه با
  .گردد مي
  
)9   (                                              0ˆcosˆcosh =ξξ  
  

  : خواهيم داشت) 9(از رابطه 
  ...,2,1,0=k                 

2
)12(ˆ πξ +

=
k  

ريشــه . باشــد مــي u≤0بــا توجــه بــه اينكــه 
2
π  در محــدوده

ξξ   .معنا خواهد داشت ˆ≤
  Fمسـتقل از  ξ̂بايد توجه داشت در يك تير بدون وزن فاصـله  

. باشـد  مـي   Pو به طبع آن اين فاصله مستقل از بار اعمالي. است
ادق است و طـول قسـمت فشـاري    در ناحيه فشاري ص هاين رابط

π/مستقل از مقدار بار برابر  β 13[ باشد مي[.  
  
  دار تحت بار متمركز تير وزن -4

باشد تحـت   يك تير با طول زياد كه داراي وزن يكنواخت مي
چنين تيري در دو . يك بار متمركز روي بستر الاستيك قرار دارد

ته با بستر مورد بررسي قرار داده حالت اتصال پيوسته و غير پيوس
  .شود مي
  
  اتصال تماسي به صورت پيوسته -4-1

در نظــر   q وزن تيـر را بـه صــورت بـار گسـترده بــا پـارامتر     
  :آيد به صورت زير در مي) 3(در نتيجه معادله  .گيريم مي
  
)10                         (           qxPkyEIy +=+ )(4 δ  

  و يك كميت بدون بعد براي وزن) 5(بعد  بي هاي كميتبه كمك 
  

)11                                        (             
EI

q
34β

σ =  
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  .شود به صورت زير تبديل مي) 10(معادله 
  

)12                (          ( ) ( ) ( ) ( )41
4

u u Fξ ξ δ ξ σ+ = +  

  
  :داريم) 12(با حل معادله 

  

)13       (                    (cos sin )
2
Fu e ξσ ξ ξ−= + +  

  
العمل بستر الاستيك فقط در فشار باشـد   كه عكس براي اين  

u,0ها مثبت باشـد يعنـي    ξدر همه  uبايستي  ξ≥ بـدين   .∀
  هـاي زيـر اعمـال    منظور بـراي ارضـاي شـرايط فـوق محـدوديت     

ξˆدر مكـاني كـه    .شود مي ξ=   مقـدار( ) ( )ˆ ˆ0, 0u uξ ξ′ = = 

ξˆباشد يعني در  مي ξ=   0كـهu باشـد تيـر تمايـل بـه      مـي  =
و در نتيجه با اعمـال ايـن شـرايط سـازگاري در      شدگي دارد بلند

  )13(معادله 
  

)14             (                    ( )ˆ 2ˆ ˆcos sine
F

ξ σξ ξ− + = −  

  و
  

)15                                                          (ˆsin 0ξ =  
  

  .آيد بدست مي
ــه  ˆ، )15(معادل , 0,1,...n nξ π= ــي  = ــد م ــا   را تولي ــد و ب كن

  :آيد ميرابطه زير بدست ) 14(جايگذاري در معادله 
  

)16               (                               
F

e σξξ 2ˆcosˆ −=−  

  
نتيجـه   u=0تير تحت بارگـذاري، در تـراز    ξ=0با احتساب 

  :شود مي
  
)17(                                                         2F σ= −  
  

πξهمچنين با در نظر گرفتن    :شود نتيجه مي =
  

)18      (                                                 2F e πσ=  
  

0sinهــاي ديگــر  ريشــه =ξ   ــول ــل قب ــه لحــاظ فيزيكــي قاب ب
العمـل كششـي در    ز عكـس ها ناشـي ا  د زيرا ساير جوابنباش نمي

  .]14[ هاي ديگر تير است قسمت
  در نتيجه اتصال پيوسته تير با بستر در صورتي برقرار است كه 

  
)19      (                                             2 2F eπ− ≤ ≤  
  

العمـل بسـتر بـه طـور پيوسـته       و در حالت ابعادي وقتـي عكـس  
  :تيفشاري است بايس

  

)20        (                                       .2 2P e
q

πβ
− ≤ ≤

  
  

πβعملاً زمـاني كـه   . باشد e
q

P 2.
بسـتر دچـار كشـش نيـز      <

  .]17[شود  مي
  
  دار تحت بار متمركز با وجود ناحيه كششي تير وزن-4-2

2بزرگتـر از  ) بار چرخ(زماني كه نيروي متمركز  /P e qπ β> 
ثير خود را أشود، اگرچه وزن تير ت باشد، تير از روي بستر بلند مي

را در پـي  ) 5(ناحيـه غيـر تماسـي ماننـد شـكل       بگذارد، مجـدداً 
فرض كنيم كه يك بار كم بر تير اعمال شود، يك . خواهيم داشت

  .گيريم در نظر مي x>0ناحيه جدا شده در طول 
  

  
  

كه تير به كشش  تحت بار متمركز زمانيدار  تير وزن -5شكل 
  .]13[ افتد

  
 كه هايي در قسمت

0Xx 1Xxو  > حـاكم  ) 3(معادله ، <
و در نواحي  است

10 XxX )معادلـه   >> ) qEIy حـاكم   4=
  .باشد مي

نشـان دادن  و بـا  ) 11(و ) 5(با استفاده از مقادير بدون بعـد  
1100 , xx βξβξ   :و به كمك قضيه انتقال محورها ==
  

                             1
ˆ,oζ ξ ξ ζ ξ ξ= − = −  
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  .دنشو معادلات زير براي تغيير مكان تير توليد مي
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   فرضبا
 ( ) ( ) ( )1 0 0 0

ˆ 0 0 , 0 , 0 0u u uζ ζ ζ ζ= = = = = =  ،
  :]13[كنند  اين شرايط روابط زير را توليد مي

  
)24                                                              (00 =d  
  
)25(                              

00
2
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3
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4
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1 ζζζσζ cba +++  

  
)26(                                                         01 =+ aσ  
  

  ) 25(از رابطه 
  

)27                               (
00

2
00

3
00 6

1 ζζσζ bac −−−=  

  
)با اعمال شرايط  ) 0=ou ξ   و پيوستگي شيب و لنگر و بـرش در

oξξ   :داريم) 27(به كمك رابطه ) ζ=0كه  جائي( =
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)28(  

ــه  ــه ب ــرش در  باتوج ــر، و ب ــيب، لنگ ــتگي در ش oζζپيوس = ،
ˆ0كه  جائي( =ζ ( به كمك رابطه)داشت يمهاخو) 26:  
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ــادلات    ــول  ) 29(و ) 28(مع ــاط هفــت مجه ــدگان ارتب نماين

1 0 0 0 0, , , , , ,b b a b a ζ ξ بـه عبـارتي هفـت معادلـه و     . باشـند  مي
 F,σدر اين معادلات مقـدار  . وجود آمده استه هفت مجهول ب

در نتيجـه بـا تشـكيل معـادلات و      .شـند با مي) 17(رابطه مطابق 
ها و با ايجـاد مـاتريس ضـرائب بـراي پارامترهـاي       سازي آن ساده
بـا نـرم افـزار    ) 28(به كمك سه رابطـه اول معادلـه     F,b,aثابت

Matlab 0 اسـاس  اين ضرائب را برζ 0 وξ    بدسـت آورده و بـه
بدسـت   Mapleافـزار   با نرم 0ξبرحسب  0ζم كمك رابطه چهار

 ـ 0ζچهار جواب براي  .]16 و 15[آيد  مي در . آيـد  دسـت مـي  ه ب
  :]7[باشد  ميبه صورت زير  اين ميان پاسخ قابل قبول

 
2

0 0 0 0
3 3 1tan( ) 9 tan( ) 6 tan( ) 9
2 2 2

ξ ξ ξ ξ= − − + − +  
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به صورت معـادلات رياضـي    0ξبودن به دليل غير قابل حل  
صـورت عـددي و بـا تغييـر آن     بـه    0ξ ، با در نظر گرفتنبسته

1بـه يـافتن مقـادير     3/14تا   1/8دربازه  0 0 0, , , , , ,b b a b a Fζ 
كه يك  Qنام ه با تعريف پارامتري ب. شده است محاسبهنظير آن 

  :باشد د ميكميت بدون بع
  

)30                                      (                       
σ
FQ =  

  
4)/2بــا جايگــذاري مقــادير    )F P EIβ= 4)/3 و )q EIσ β= 

  : خواهيم داشت
  

)31                                                           (
q

PQ β.
=  

  

به رسم دو نمودار ارزشمند بـدون بعـد شـكل     0ξبا تغيير مقادير
توان با داشتن شرايط خط يعنـي مـدول    پرداخته و مي )7(و  )6(

و بار محوري و بـا اعمـال   ) سختي خط(بستر زير ريل و نوع ريل 
 طول ناحيه بلندشدگي و فشرده ،بار مرده خط به صورت گسترده

  .شده خط را بدست آورد
  

  
  Qبعد  در مقابل كميت بي0ξنمودار طول ناحيه فشاري - 6شكل 

  

  
  

  Qبعد  بي كميت درمقابل 0ζكششي نمودار طول ناحيه -7 شكل

طبق آنچه كه گفته شد مقدار بار متمركز نبايستي زياد باشد   
1xتا در ناحيه  X>   دوباره ما ناحيه كششي داشته باشيم، زيـرا

در حل معادلات فوق فرض بر آن بـود كـه فقـط يـك قسـمت از      
با توجه به اين موضوع حداكثر مقدار . طرفين بار از خط بلند شود

Q برابر است با:  
  
)32                (                                     610287eQ =  
  

بـيش از ايـن باشـد خـط مجـدداً در        Q بعـد  يعني اگر مقدار بي
همانطور كه پيداست، براي كاربرد عملي . شود طرفين بار بلند مي

Q و  )8( در شـكل . باشد هميشه كمتر از مقدار محاسبه شده مي
رسم شده است  Qبرحسب  0ξ و 0ζنمودار نيمه لگاريتمي ) 9(

تا بتوان با دقت بيشتري طول نواحي كششي و فشـاري را از روي  
  .نمودار ملاحظه نمود

010بـــا توجـــه بـــه روابـــط    ξξζ 00و  =− xβξ و  =
11 xβξ  .توان طول ناحيه كششي يا فشاري را بدست آورد مي=

0يعني  /ζ β
 

0برابر طـول ناحيـه كششـي و     /ξ β    برابـر نصـف
  .طول ناحيه فشاري است

  

  
در  0ξ نيمه لگاريتمي طول ناحيه فشاري نمودار -8شكل 

  Qبعد  مقابل كميت بي

  
در  0ζ نمودار نيمه لگاريتمي طول ناحيه كششي - 9شكل 

  Qبعد  ل كميت بيمقاب
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  مطالعه موردي -5
مگاپاسـكال و   50براي شرايط خط ريلي با سختي بستر ريل 

 ـ 135بارگسترده و يكنواخت  عنـوان بـار   ه كيلوگرم بر متر طول ب
و بار چـرخ  ) B70و تراورس بتني  UIC 60وزن ريل (مرده خط 

  .صورت زير خواهد بوده تن نتايج ب 5/12
، )21(ثابت معـادلات اصـلي    براي اين منظور بايستي ضرائب

ــت   ) 23( و) 22( ــوق يافـ ــط فـ ــريط خـ ــراي شـ ــلاً . را بـ عمـ
1 0 0 0, , , , , ,b b a b a Fζ افزار  نظير با كمك نرمMatlab صورت ه ب

  .آيند دست ميه ب) 1(زير در جدول 
  

  آمده خط ريلي دسته پارامترهاي ب -1جدول 
q (N/mm) EI N.mm^2 β  (1/mm) 

1.3239045 6.4155E+12 0.001181462 

F 0ξ  σ  

0.003420423 2.2867 3.12829E-05 

b b1 b0 

0.001717145 2.67225E-05 0.000242265 

a a1 a0 

-0.001717145 -3.12829E-05 -6.11737E-05 

p (N) c0 k (N/mm^2) 

122521 -0.00031448 50 

1ξ  d0 0ζ  

5.1471 0 2.8604 

  
) 23( و )22(، )21(در نتيجه با اعمال مقادير فوق در معادلات 

  .خواهد بود) 10( شكل مطابقخيز ريل 
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  نمودار خيز ريل به كمك معادلات رياضي بسته - 10شكل 
  

 افتـد بـا در نظـر   براي مقايسه آنچه كه درمدل وينكلر اتفاق مـي  
 گرفتن شرايط فوق در معادله ديفرانسيل حـل شـده عينـاً بـا در    

  .توجه شود) 11(گيري بار مرده در مدل وينكلر به شكل  نظر

-0.2
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0.2

0.4
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0.8

1

1.2

1.4

1.6

-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

 
  

مقايسه خيز ريل با احتساب بار مرده در دو مدل  -11شكل 
  رياضي

  
  گيري نتيجه -6

 حل معادلات رياضي با حذف فنرهاي كششي و مقايسه آن با
دهد كه طول ناحيه بلندشدگي خط ريلي  مدل وينكلر نشان مي

نسبت به حالتي كه فنرها هم در كشش و هم در فشار كار 
همچنين مقدار خيز منفي . بيشتر خواهد بود) وينكلر(كنند  مي

  .باشد  شده خط در حالت اصلاح شده بيشتر مي يعني ارتفاع بلند
ــراي حالــت اصــلا  ح شــده در مطالعــه مــوردي خيــز ريــل ب

ــر   ــدل وينكل ــي (م ــاي كشش ــذف فنره ــا  ) ح ــر ب ــدل وينكل و م
ــط   ــرده خ ــار م ــاب ب ــدوداً  ،احتس ــه   5/2ح ــول ناحي ــر و ط براب

البتـه تغييـر   . دهـد  برابـر افـزايش نشـان مـي     5/1كششي حدوداً 
امــا  .باشــد طــور مطلــق مقــداري انــدك مــيه كــل خيــز ريــل بــ

حــداكثر خيــز ريــل در دو حالــت تقريبــاً مقــداري برابــر از خــود 
فاصـله محـور بـه     ماناز آنجـايي كـه در كشـور   . دهنـد  نشان مي

ــراورسمحــور  ــر مــي ســانتي 60از يكديگرحــدود هــا  ت باشــد  مت
گيرنـد   سه تراورس در طـرفين بـار چـرخ تحـت فشـار قـرار مـي       

در مـدل  . باشـند  يعني جمعاً هفـت عـدد تـراورس در فشـار مـي     
اكثــر ســه  وينكلــر بــا احتســاب بــار مــرده ريــل و تــراورس حــد 

ورس در يــك طــرف بــار يــك چــرخ بــا شــرايط ذكــر شــده  تــرا
كـه در مـدل اصـلاح شـده      حـال آن  ، دنشـو  شدگي مـي  دچار بلند

در كـل بـا توجـه بـه كـاربرد      . رسـد  اين تعداد به چهار عـدد مـي  
ــوط       ــي خط ــي طراح ــوزه مهندس ــر در ح ــدل وينكل ــيع م وس

ــي ــي  ،ريل ــاي ب ــه نموداره ــر   ارائ ــدل وينكل ــد اصــلاح شــده م بع
ــه طر  ــاياني ب ــقكمــك ش ــي دقي ــر اح ــي راه  ت ــن  در مهندس آه

  .نمايد مي
  
  
  

 )m(طول ريل

ل 
ز ري

خي
)

m
m

(  

  )m(طول ريل

ل 
ز ري

خي
)

m
m

(  

ده باشخيز اصلاح   
حل دقيق رياضي  وينكلر باخيز    

احتساب بار مرده
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 فهرست علائم -7
EI سختي خمشي تير ، Nm  
k سختي بستر ،N/m  
p  ،بارچرخ N  
q  ،بار گستردهN/m  
R العمل بستر عكس N/m2  
y  خيز ريلm  

δ   1تابع دلتاي ديراك/m  
β  1 ضريب سختي/m  
  
  مراجع -8

[1] Wang, Y. H, Tham, L. G., Cheung, Y. K., 
"Beams and Plates on Elastic Foundations: A 
Review", Wiley Inter Science, May 2005, pp. 
174-182. 

[2] Coşkun, I., Engin, H., Özmutlu, A. 
"Response of a Finite Beam on a Tensionless 
Pasternak Foundation Under Symmetric and 
Asymmetric Loading", Structural 
Engineering and Mechanics, 2008, 1, 21-36. 

[3] Ma, X., Butterworth, J. W., Clifton, G. C. 
"Static Analysis of An Infinite Beam Resting 
on A Tensionless Pasternak Foundation", 
(2009) European Journal of Mechanics, 
A/Solids, 28 (4), pp. 697-703. 

[4] Zhang, Y, "Tensionless Contact of a Finite 
Beam Resting on Reissner Foundation", 
International Journal of Mechanical Sciences, 
2008, 50 (6), 1035-1041. 

[5] HE Fa ng-she, LIU Xiao-mei, JIANG Xu, 
"Galerkin Method Used to Solve the Bending 
Problem of Beams on Tensionless Winkler 
Foundations", Journal of Xi'an University of 
Architecture and Technology 2009, 41 (3), 
324-327. 

[6] Ma, X., Butterworth, J. W. Clifton, G. C. 
"Response of An Infinite Beam Resting on a 
Tensionless Elastic Foundation Subjected to 
Arbitrarily Complex Transverse Loads", 
Mechanics Research Communications, 2009, 
36 (7), 818-825. 

تدقيق تئوري وينكلر با حذف " ،.ع .، ممطيعيان نجار  ]7[
ي و حل معادلات آن به روش عددي ـرهاي كششــفن

(FEM) ي به شكل بستهــو رياض  
 (Closed Form Solution)"نامه دوره  ، پايان

دانشكده  - شناسي، دانشگاه علم و صنعت ايرانكار
 .1387مهر  ،آهن مهندسي راه

[8]  Tsai, N. C., Westmann, R. A., "Beam on 
Tensionless Foundation", Proc. ASCE, J. 
Struct. Div., 1966, 93, 1-12,  

[9] Adin, M. A., Yankelevsky, D. Z., 
Eisenberger, M., "Analysis of Beams on Bi-
Moduli Elastic Foundation", Computer 
Methods in Applied Mechanics and 
Engineering, 1985, 49, 319-330. 

[10] Scott. R., "Foundation Analysis", Prentice-
Hall, Inc., Englewood Cliffs, New Jersey, 
USA, 1981. 

 [11] Shokrieh, M., Rahmat, M.,  " Effects of 
Young’s Modulus on Response of Railway 
Sleeper", Applied Mathematical Modelling, 
2007, 31, 700-711. 

[12] Kjell Arne Skoglund, "A Study of Some 
Factore in Mechanistic Railway Track 
Design", Doctoral thesis, Norwegian 
University of Science and Technology, 
Faculty of Engineering Science and 
Technology, ISBN: 82-471-5450-1, 2002. 

[13] Weitsman, Y., "On Foundations That React 
in Compression Only", Journal of Applied 
Mechanics, 1970, 37, No.1, 1019-1030. 

[14] Hetényi, M., "Beams on Elastic Foundation. 
Theory with Applications in the Fields of 
Civil and Mechanical Engineering", The 
University of Michigan Press, Ann Arbor, 
1996. 

[15] MATLAB, The Language of Technical 
Computing, Version 7.0.4 365 (R14) Service 
Pack 2, 2005. 

[16] Maple 11.0, Maplesoft: a Division of 
Waterloo Maple Inc., 1981-2007. 

سنجي  حساسيت" ،.ع .، ممطيعيان ،.ع .، جذاكري ]17[
سختي بستر در مقابل بلندشدگي خطوط ريلي با مدل 

، تهران. آهن المللي راه ، همايش بين"اصلاحي وينكلر
 .1387شهريور 

 

 
 

 
 
 



  17/  ...مطالعه طول بلند                                                   66، پياپي 1391 بهار، 1شماره ، 42مهندسي عمران و محيط زيست، جلد  نشريه
  
  
 

 
 
 

Study on Lifted-up Length of Rail in Modified Winkler Model  
 
 

J.A. Zakeri *, M.E. Motieyan and M. Shadfar 

School of Railway Engineering, Iran University of Science and Technology 
 
 

Abstract 
Recently, various models have been widely used for analysis and design of the railway tracks. Since the rail 

is fixed to sleepers by fastening system and then track panel is installed directly on ballast, sub ballast and sub 
grade layers orderly without any bonding, so the superstructure is just embedded in the ballast and there are no 
adhesive or stuck layers. Many modeling for the purpose of analysis and design, railway track can be simulated 
by using linear or non-linear springs to represent the behavior of the rail on substructure. In the engineering 
society, the Beam on Elastic Foundation is the most well-known technique. Among these modelings and 
approaches like as Adin.et.al, Scott, Filonenko- Borodich foundation, Pasternak foundation, Reissner 
foundation, Vlasov and Leontiev approach, because of the simplicity of Winkler Model, this model hase been 
considered as one of the idealized models. Railway engineers and designers are most interested in choosing this 
modeling. Since in reality, the soil foundation does not sustain tensile stresses, the stiffness of tensioned springs 
should be set equal to zero in the Winkler model. In this work, regarding the advantages of simplicity and 
popularity of Winkler model in various engineering applications, the model has been developed by eliminating 
the limitations using Tsai and West Mann theory. In the modified Winkler model, the weight of rails and 
sleepers (self-weight) has been involved in the formulations and the springs in tensions have been disregarded 
during the calculations. Consequently, new set of beam-deflection differential equations have been written for 
each tension and compression segment and the closed form solution have been applied. Also sensitivity analysis 
is performed by using normalized variables. Specifically, it is shown that (i) the contact length is a sensitive 
function of the beam/rail profile type; (ii) also the non-contact length is depend on the magnitude of the load 
and that this function may change significantly regarding wheel-set load, (iii) sub grade modulus has a 
noticeable influence on the contact region consequently lifting-up zone length. Regarding the railway track 
conditions and traffic load in Iran, a case study presented, in which the length of no contact zone and the length 
of contact zone in the Winkler, Tsai and West Mann models have been compared. The result of rail deflections 
in the modified Winkler model shows that the length of no contact zone (2.5 times) and the height of track uplift 
due to the concentrated load (1.5 times) are greater than those obtained from the Winkler model including self-
weight. 
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