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Abstract 
In this study, accelerating motion of a sphere in incompressible fluid has been investigated by the  

Navier-Stokes equations. The motion is set in a small time interval, having the constant velocities out of it.The 
laminar and unsteady flow has been solved in various Reynolds numbers. In a short moment the Reynolds 
number is rised which cause large variations in the drag force. This method is applicable to other accelerating 
motions such as oscillation and also spherical submarines. 
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1 - ���B�  

 ;E �C�� 8��5       >��;5 �;+ 3-;4 ��;� Y��;Z� H�;��F ��

8;;<.=  J;;-�K� ����E�;;� � (#$�;;� �;;� #���;;9�) ��  [;;���

����\+  %�+��%     ,M�;N� \��;� �%�;9� I�F .6�� ��5 ����+

  .���;� ���G >��5C� ,�D H���F 6=�7% >��5 8+ �A+� % ��+

 ]����&�
���C�    H�;��F �%� �;+ J-�K� ����C ��$ �C�+ � ;+ 8

���� 6� � %   ]6;�� ��;5 ,;�-.1.[      ���+��;5 ��;�  ��;� �

Odar )19668;;=�(� (    8�;;��.� ���;;+ 8;;� � ���;;
�! ��

  �;� c�;= 1��� � ���+��5 ��� �+ ��% ��$%���  ]�;5�+2[.   �;+ %�

 �B� �+ ����� e�M� ��� 6E�� 8N��M� #���;G    �1��;� ,;2�

+ �M�D &'�(� 8.�%� 6�    ��B�;� 6;.�  ��f 8� ����� �

���F %�.� H���!�� �� %��� �5�+  ������%��;�$ � ;+ 8 H��;�E 

��N! #2�? % 8+��G ���� �+ ���R$ H���F  8+ ���� ��$��+ �

�� @�A� �%�9� I�F % ��
9 H����G �5.     �%�;9� I�;F ��B�;�

         ���;+ 0;$  ;�� % 6;�� ��;5  ;5%� \��;� ���+��;5 ��� �%�

�� g�4 *����� 0$ % c�= �������F ��.� .�5�+  ,��;5 &��

 % ��+ ��� Y��Z� H���F H���� � �C��;��   � I�;F T;�D  �%�;9

  �;+��+ ����M� ��� ���+5/0 8�;��.�   .6;�� ��;5    ��;�+ 8��;5

 T�D &����.� % ��
9    ������;�� � % ��;+ ��;� kA� �%�

   W�;�� �;+ ��E ���M� ���+� .6�� ��5 8�9�G �l4 H� C� �%

�� kA� � 62����� % ���! H���F �F% c��2 � �l4 �+��+ % �

�� H���� C� .�5�+  � �� 8<.= ��� 8+ �+��5 �� ��%   % ��;5

       �;;$��2 �D�;+ 6;+�B 6E�;;� 8;����% ���;�C �C�;;+  ;�� C� �;(+

����]4%3.[ �oR$  ��� )1966 (   ��;� ���+��5 6��7 ���+  �;+

�+��� S%�  %   8;A+�� 0;� C�=���� ��E� � ��;<�   % ���;
�!

;;+ �����;;U 8�%� 6;;�] 6%5 .[Bagchi  %Balachandar 

 ��p H���F��B��      ��;� Y��;Z� H�;��F� �;$%��� �%� 6;2�����

 ��$C�=���� � 3-410  ��300   �C�� 8��5 .���� ����+ ��

) ��EDNS    � ��;(+ 8;� 6;2�������p H���F ,7 ���+ (

 ]�;5 ��l��� ��.�� %  ��� ��� Y��Z�7  .[Chang   8��;5

����+ 0�M�N� ��E �C��    % &��;��.� ���;+ �;l�Z S%� W

        ���;.� H��;M�� H�;��F % �H�;�C �;�L�� � �;F�� &'�(�

]�� #���C� �� 3-4 ��� Y��Z�8  ���+��;5 H���F  ��oR$  .[

8<.= % ������     [;���� �;� 0;� C�=���� ��E� �%�.� � �� ��

  �s�;��� ���+��5 H���F � 8� � H�
� % �� ����+ ��� 1�7

��$C�=���� �+  8+ ����20   8;+��G H�;��F     8;+ ��;� 6;
! ��

�� �F%       .�;�9� �;R� g�;l��  ;�� �;��! 6=�7 � 8� ���Mei  %

 1�7 �?�� 8��� ������ H���F ��E ,7 S%� �+ H����R$

    H�;R$ 1�;(� �� �%�;9� I�F 3��U ���� .���� ����+ �� ���

  �;;�(� ��;;5 �;;��+ #�;;! ���;;M�5/0 ;;+ 8]�;;��%� 6;;�9 .[

Mohammed  1�� �2006     ��;.� ���;+� ��;�C &�M�M.�

 0���� 1��� � �%�� I�NF�  �+ �������%���$ �%���  ��(�

  &��f  �;+ �������%���$ �%���  ��oR$ %� .� I���� ��/!��

�%�� ��         ���;D 0t�;D �;� �;M9� &��;u+ [;2 �;� ����� � 8�

8;;�9�G �%� 6;;��+ �;;��]10 .[Lovalenti  %Brady  �%�;;��

�%���$  0<�;� ��p 6��7 �+ ��.�� 3-4 ��� �+ ��% ������

 ��        ��;E� � H�;�C 8;+ 8�;N+�% 1��;� H�;��F �;+ H��C 1�Z �

 .���� 8���.� �?�� C�=����Lovalenti  %Brady   H�;
�

    ���;+ �� ����;�� �;�%� *����� ����!�� H���F 1�� 8� ���

8<.= >��5 �� C� *! ���! H���F 8+ H���� �� H�
� ��  �;$ 

]4 .[  

  

2- 31�C DE)�F�  

    &'�;(� ��;��!  ;�� �;+ 0��7 &'�(�  ��%�;�-   *���;��

�� :C� ������E 8� ��5�+  

)1                                                         (. 0∇ =V  
)2(  2

e

1
( . . ) / 2

R
t p∂ + ∇ + ∇ = −∇ + ∇V V V VV V  

  ) �;?�� C�=���� ��E� � �5�2 H���F v�9 �+Re<<1 % (

      8;A+�� H��;� �;� *���;�� H���;D 8+ 8F�� �+
Re

24=DC  %

vDFD πµ3=    �;+ �;N! 3��U 8���.� S%� .�+ ��� 8+ ��

H���� C�=���� ���M� 8�-� � *����� 8=�(� .�+ �$��K� ��/!

    ��;� �;;+ ��% �%�;�� ,;;� ���;M�∑ iF   �;���� % ��;;+  �;;�C

�� 8���.� :�5  

)3(  21

2
i DF C u Aρ∑ =  

 8=�(�  �� � CD  � �N! 3��Uu     ��;.� ��;��� � 6E�;�x �

ρ  % 1��� �=�	?A   �;RE 8.l4 �%� �+ 0NF kA� ���u�

     �;+ �%\;E ���+��;5 6;��7 I�	�$ � .�5�+ �� H���F ��N� �+

�5 1��� I�F �0NF I�F H�+ 0��.6�� �B�� ��� �����G >�  

)4(  
( )i VM xF C M a′∑ =  

f sM Vρ′ =  

CVM  ��%�9� I�F 3��UM ′  ��%�9� I�FVs    0;NF 0;�7

 % �<� ���∑ iF     ��;��� � 0;NF �;+ ��% ��$%��� �����+

 ��.� H�R$ 8� >��5x �$ 8� ���	�$ .6��$  1��;� 8���G %

  8=�;N� ,7 ���+ ��5�+ 6��7 ���� �	��R$ 8+ 6�N� 0NF %

:�5 �$��2 8���.� ��N� 6E�� ���+�  

)5(  * * *
( )ru U V= −  

H�
� 8A+��  ��  ��;� 0NF % 1���  �+ 6E�� Y\�2� ���$

�� ��%��+ �� ��N� 6E�� ���M� 8� 6�� �<�    8;���� � ��;��

�C ,�5 8+ C�=���� �E�� 8���.� � :�5  
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)6(  *
Re /ru D υ=  

  [;+�%� C� �N! 3��U % 0NF �+ ��% �������%���$ �%��� ,�

�� 8���.� ��C :�5  

  

  

)7(  

  

2* 21
( )

2 2

D
D

f r

F
C

D
uρ π

=  

( )r r
s

F pe e dSθ θτ= − +∫  

) 8=�(� C� ��l��� �+8   8�;��.� �;�C ����� �%�9� I�F 3��U (

�� �5]1[:  

)8(  
3

4

D
M

C

C
C

A

∆
= , 2 1

1

Re Re

Re
CA

t

−
=

∆
 

 H� � 8�Re1  %Re2    8;+ e�;+�� 3���� 8+   % 8;�=%� ����E�;�

�� 8����B % �5�+t∆ �� �(+ �+ ����C �C�+ .�5�+  

  

3- (=0� G4/0�   ��H� ��-:�  

N�w+ 8= 8 6�F � ��(+ % &��4x-y     �6;�� ��;5 ,;7

F kA� ��$ 8��5 ��(�      ,�;5 % �;��� 0���;� ��;<� ��;� 0N

1�-�    ��;�+ 8��;5 � �;���+ ��� ��$������!  ���R�� C� �$

��  .�5�+ ]���� �+ �C�N=�� 6.4 C� H���RZ� ���+ ,4�7 ]����

 .6;�� ����G 8N��M� �$�	
���C�   �;+ =�-;����  �(-;U���? % 

 0����8��5   3-;4 ��;$���� Y��Z� ��     8;+ 8;F�� �;+  6;��7

 H���F Y��Z���E ]���� �����  ���� 6� 8+.6��   ,D��;7)

 8��;;5 ���;;+ ��;;�� 0�;;� �;;AD  �;;+ �;;+��+ ��;;�+D 50±=x 

��      ���;� H��;�E 8;+ 8;� 1��� ,2� ��� 8-7��  �� � .(�5�+

     �C�;� 8��;5 [���;5 �;��� � �6�� ��5 8�9�G �<� � 3-4

,�5 6�� 8�9�G ���D ��51  �;� H�
� �� 8���$  ��   � .�;$

,�5  ��$1%2 8��R� ��? 8��5 C� ���+     8;t��� 8;N��M� ���;+ �$

8��5 T�D ]���� 8+ H���� ���+) 6�� ��5 ���+  �l-�K� ��$

 �(-U���? % �x-x� ����� 6�� ��5 #���C�40×20  �60×30 

�80×40 %160×80     ��;5 ��l�;�� &��;��.� � �2� ��� 8�

Z� � ��
9 H����G �F% 6-E 8+ % 6��  ��;�+ 8��5 ��� Y��

��
9 6RND H� � (6�� ��5 8�9�G �<� � ��.   1%� S%� �

       �;+  % 6;�� ��;5 ,;7 J;-�K� C�;=����  ���? � �8��5 �$

 C� #�+ 8+ 8��5 #���9�160×80   ��$�;
� ��+��F � ����	R$

��  .�5� % 8���� �� 8��5 �$ I% S%� �   % 6;+�B C�=����

 ) �;5 �� ,7 ����
�    �;+��+ C�;=���� �;E50    ��;5 8;�9�G

(6��. �� ��$�
� 8��5 �$ ������� ��$��
9 ���R� �+ �+ �5

      .�;+ �;$��2 T;�A�� �	��;�� �;+ ��$ ��.�� ��=�-� #���9�

     S�;L= I�;E e�;5 ��;� kA� �%� �% % ���F �C�� [���5

6E�� �� 1�RE� ��
9 �+���%�+ �+ �$     [���;5 �% C�;� � .�;5

<�� �C� H���F.6�� ��5 ��  

  

  
 +��1- �x-x� ���+ 8��5  

  

  
 

 +��2-  ���=�-��+ ���+ 8��5 �(-U���?  

  

4-()�* I4���  

 % 3;���� 6D >�K��� �+      ]��;�� &'�;(� ,;7 ���;��

���� 6� 8���������. C�=���� ���+50  ����! H���F ,7 �

 C� �(+1000  �;� ����	R$ 8+ 8=�N� �����   �;��) ,�;53 .(

��  �9�G ���+ ���!�� H���F 8-7�� � ]��t∆   1�;RE� H�;�C

 C� �%�9� I�F 3��U % ��5 8-zN� ��%  >��5DC∆  �

���NG >��5 C� ���� 8���.� �$  H�+ �l�� �� 6�x� .�5

CA�� 6E�� H�+ �l�� �� 6�x� ���$ H�
�  ,�D .�5�+

 �;5C�  �;+��+ C�;;=���� ���	+��;;5 Q%50 �;;� 8;;�9�G  % �;;5

�C�+�0025.0=∆ t     8;+ % 8;�9�� #���;9� C�=���� �E

5/62 ��  ,�5) ���4.(  

   

  
 +��3- 8oK����� ����	R$  
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 +��4 -   C� C�=���� �E #���9�50  8+5/62  �

0025.0=∆t  

 
>��5 8-7�� C� �(+ % ,�D ���G AC=0    �C�;+� �;���%

�� ���L� ���	+��5 ����C  .���  

 ,�5 �5  %6  >��5 % ���+ �N! 3��U ���L� ���R�

8<.=       S�;! ��;�$ H�;
� 8;� 6;�� ��5 8t��� J-�K� ��

 �;� >��5 C�p� 8<.= � 3��U ����G��    ,�;5 � .�;5�+5 

 ���M�AC  �+��+ % 6�x�100      �;�oR$ 6;�� ��;5 8�9�G

8N��M�  L� C� ��     8;t��� H�;�C 3;N7 �;+ �� �N! 3��U &����

��  ,�5 � .�$ 6  ���M�  ��100-    ��;5 8;�9�G �<� �

8;;<.= >��;;5 8;;-7�� C� ,;;�D .6;;��  C�;;=���� � % ��50 �

8+��G ��$   8;+ ����N? % ��+ H��M�� &��4 8+ ��� 6
!

��� 8<.= >��5 8<.= � ���� �C�+ � ��    ���;N+ ���;�C ��$

� ��� 8=�N� �?��   � 8;N��M� ���;+ % 8�9�G ���D #���C

,�58 �� ��$�
� .6�� ��5 �� H�
�    C�;p� � 8;� �5

8<.= >��5 8+��G ���+� ��       6;5/G �;+ % ��;5 �;?�� �;$

 �;�  �+ C� 6���� � % ��5 �% ��� C� H��C    3���;U .�;�%�

��5 8���.� J-�K� #���C�  ���? � �%�9� I�F  8� ���

 1%�F1 ,�5 %7 �� ���� �� H�
�  .�$AC   J;-�K� ��$

 W��� �+ 8� 6�� C�=���� �E ���L� �	��	? ���$ H�
�

8<.= >��5 % 6E�� ���L� �� �� .�5�+   

  

  

  

  

  

  
  

  

  

  

  
  

  

 +��5 -   � >��5 C�p� 8<.= � �N! 3��U ���L� 8N��M�

100= AC |F�� �+  ]1[  

  

  

  

  

  

  

  
+��6  -  �5 C�p� 8<.= � �N! 3��U ���L� ���R�� >�  

 100- AC=  �%�9� I�F 3��U %499/0CM=   

  

  

  

  

  

  

+��7 -  �%�9� I�F 3��U�$� M.��T  |F�� �+ H� 8N��M� %

 �E 8�5/0 ��] .�5�+1[  

  

    1�;��� 0;�7 � I�;F #���9� �	����! �-� H���D T�Z

�% �+ �+��+  ]6;�� 1�;��� 0�7 8+ }=�2 I�F %5 %11 % [

�%�9� I�F 3��U 8�  �� 0�� 8����  8+ &�
���C� 8�-� �

 �E5/0CM= �� ,�� 1%�F .��� 2    6;+�B ��;�$ H�;
� 

     8;<.= >��;5 8;-7�� C� �/;G C� �;(+ �N! 3��U H�5  ��

�� �5�+.    >��;5 � �;N! 3��U ��$���R� � 8� ��A��R$

8<.=  ��$�
� �� ����C �C�+ � ��5restt∆   8;+ �N! 3��U

�� I% ������! �M� % ���.65� �$��2 ��+�B ��  
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2 ��1-  ���M� �+ �%�9� I�F ]����AC ,t�N� ,7 �  

100 AC=    20 AC=    2 AC=    20- AC=    AC 

499/0CM=  5011/0CM=  490/0CM=  5015/0CM=  CM 

  

2 ��2- 8<.= >��5 C� *! �N! 3��U H�5 6+�B H��C ]����  3N7�+ ��AC  

100 AC=    20 AC=    2 AC=    20- AC=    AC  

0027/0=restt∆ 0036/0=restt∆ 0018/0=restt∆ 0027/0=restt∆  restt∆  

  

  

  
t= 0.0004s  

  
 �� 8<.= >��5 8-7�� C� ,�Dt=0 

  
t= 0.0008s   

t= 0.0006s  

  
t= 0.002s 

  
t= 0.001s  

  

+��8-  8<.= >��5 � H���F e�A2 ��$������ �?�� ���N+ ����C ~C�+ � ��  

  

5- (0�L �����  

  ��U�7 #$%"!    3��;U ���;M� 8� �5 �� H�
� �;N!  �

8<.= >��5 + �� 8   ��;� ���;R� � ����G�� S�! �� &��4

�� 8<.= >��5 Q%�5 �+ % �5 8+��G ��     8;+ ��;� 6;
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