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   چکیده

اي بر لایه نظریهگسترده یکنواخت با استفاده از روش عرضی  لایه تحت بارهاي چسب یک ورق مربعی متقارن پنجدر این تحقیق، به بررسی آسایش تنش در لایه

- توسط دو لایه چسب ویسکوالاستیک به هسته همگن متصل شدهورق ساندویچی هاي مدرج تابعی ویهرها پرداخته شده است. برشی مرتبه اول ورق نظریهپایه 

هاي جابجایی اند. با استفاده از روش حل ناویر، میدانده و به فضاي لاپلاس تبدیل گشتهمجازي، معادلات حاکم بر مسئله استخراج ش کاراند. با استفاده از اصل 

انجام شده و مقایسه نتایج محدود مسئله نیز حل المان ،سنجیبراي صحتاند. به حوزه زمان بازگردانده شده ه و توسط روش لاپلاس معکوس عدديتعیین گشت

در راستاي ضخامت چسب تقریباً ثابت  صفحهصفحه و بروندرون هاي تنشلفهکه مؤ آنستبیانگر هر دو روش نتایج  تطابق خوبی را نشان داده است. دو روش،

ها و بستگی زیادي به مقادیر مدول الاستیک چسب، شاخص تابع توانی رویه ��τو  �σهاي درون صفحه علاوه، بیشینه تنشبوده ولی مقادیر قابل توجه دارند. به

 بنديفرمولباید در  اي چسب ویسکوالاستیکهلایهوجود ، نازكهاي ساندویچی لذا براي یک طراحی ایمن در ورقهاي چسب دارد. یسکوالاستیک لایهخواص و

  .ندلحاظ شده و قابل اغماض نیست

 .، روش المان محدودد سه پارامتريچسب ویسکوالاستیک، مدل جاممواد مدرج تابعی، اي، لایه نظریهورق ساندویچی پنچ لایه،  :کلیدي هاي واژه

 
Stress Relaxation Analysis in Viscoelastic Adhesive Layers of the Five-Layer Sandwich 

Plate with Functionally Graded Face Sheets 
  

Department of Mechanical Engineering, Shahid Chamran University of Ahvaz, Ahvaz, Iran M. Shishehsaz 

Department of Mechanical Engineering, Shahid Chamran University of Ahvaz, Ahvaz, Iran S. Haddad Soleymani 

Department of Mechanical Engineering, Shahid Chamran University of Ahvaz, Ahvaz, Iran R. Mosalmani 

  

Abstract  
In this study, the layerwise theory, along with the first-order shear deformation theory, was employed to investigate the relaxation of 
stresses in the adhesive layers of a symmetric five-layer square sandwich plate subjected to a uniformly distributed load. The 
functionally graded face sheets were bonded to the homogeneous core using two thin layers of viscoelastic adhesive. Using the 
principle of virtual work, the governing equations were derived and transformed into the Laplace domain. The displacement fields 
were then obtained by applying the Navier solution and converted back to the time domain using the numerical inverse Laplace 
transform. The results were verified through finite element analysis, showing good agreement between the two approaches. Both 
methods revealed that the in-plane and out-of-plane stress components remain almost constant across the adhesive thickness but have 
considerable magnitudes. Additionally, the maximum adhesive planar stresses σ� and τ�� are highly dependent on the magnitude of 

the adhesive elastic modulus, power index, and viscoelastic properties of the adhesive layer. Therefore, it was concluded that for a 
safe design in thin sandwich plates, the presence of viscoelastic adhesive layers must be considered in the formulation and their 
effect should not be ignored. 

Keywords: five-layer sandwich plate, layerwise theory, functionally graded materials, viscoelastic adhesive, three-parameter solid 
model, finite element method. 

 

  مقدمه  - 1

هاي ساندویچی در صنایع مختلف، به اهمیت و کاربرد زیاد ورق

دلیل مقاومت خمشی بالا و وزن پایین آنها بر کسی پوشیده نیست. لذا 

ي لایههاي تکنظریهي تحقیقات بسیار زیادي در این زمینه بر پایه

، )ZZ3(زیگزاگ  هاينظریه، )٢LW(اي لایه هاينظریه)، ESL1(معادل 

هاي المان محدود انجام شده سازيي دقیق و مدلستیسیتهحل الا

                                                             
1 Equivalent Single Layer 
2 Layer Wise 
3 Zig-Zag 

، صیاد و همکاران ]1,2,3[ است که مقالات مروري کاررا و همکاران

] به طور 9و گارگ [ ]8[، لی ]7[، گور و همکاران ]6[، تاي و کیم ]4,5[

اند. به بخشی از مطالعات اخیر در این زمینه مفصل به این امر پرداخته

  دد.گراشاره می

، به بررسی خمش پنل ساندویچی با ]10[شعبان و ملاعلی پور       

هسته موجدار با استفاده از یک حل تحلیلی مبتنی بر روش سري توانی 

ها در این بود که امکان حل مسئله با پرداختند. مزیت روش انتخابی آن

شرایط مرزي مختلف میسر گردید. در این پژوهش، پنل ساندویچی بر 

گاه الاستیک قرار دارد و تاثًیر پارامترهاي مختلف نظیر یهروي تک

گاه الاستیک ضخامت هسته، ضخامت روکش، طول گام، سختی تکیه

، به ]11[و... بر روي خیز ورق بررسی شده است. دارایی و همکاران 
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-هاي مرکب دو انحنایی با هسته مشبک و رویهمطالعه کمانش پوسته

هاي کربنی پرداختند. در این پژوهش، ههاي تقویت شده با نانو لول

معادله کمانش با استفاده از روش حداقل انرژي پتانسیل و نظریه مرتبه 

سوم ردي استخراج شده و بر اساس روش ناویر براي شرایط مرزي 

دهد که با انتخاب مختلف حل شده است. نتایج این تحقیق نشان می

با حداقل میزان نانو  توانمناسب پارامترهاي هندسی هسته مشبک می

مهندسی و  پوسته را بیشینه کرد.هاي کربنی، تحمل بار کمانشی لوله

اي ساندویچی با ، ارتعاشات غیرخطی پوسته استوانه]12[طالبی توتی 

هسته داراي ضریب پواسون منفی را مورد مطالعه قرار دادند و در نهایت 

هاي ي فرکانسها را بر رواثرات پارامترهاي هندسی هسته و رویه

  طبیعی و شکل مودها بررسی کردند.

هاي ساندویچی، به در اغلب تحقیقات انجام شده در زمینه ورق

شود و ورق ساندویچی به ها به هسته توجه نمیاتصال چسبی رویه

هاي بیش از که تنششود. نظر به اینصورت سه لایه در نظر گرفته می

گردد، ها میهسته از رویهي چسب، منجر به جدایش هاحد در لایه

 رسد.تر توزیع تنش در این ناحیه، ضروري به نظر میبررسی دقیق

در دو تحقیق مجزا، به بررسی توزیع تنش  ]13،14[رییسی و همکاران 

در لایه چسب یک ورق ساندویچی پنج لایه پرداختند. در این تحقیق، 

ها به رویه ي نازك چسب با رفتار الاستیک، اتصال هسته رادو لایه

برقرار کرده است. ورق تحت بار گسترده یکنواخت قرار دارد و از روش 

ي بر پایه چنیني تغییرشکل برشی مرتبه اول و هماي بر پایهلایه نظریه

- هاي تغییرشکل برشی مرتبه بالاتر، براي حل توزیع تنش در لایهنظریه

ابعی و هاي تها استفاده شده است. در نهایت اثرات خواص رویه

هاي چسب بر روي ي هسته و لایههمچنین خواص مکانیکی و هندسه

توزیع تنش در ورق ساندویچی پنج لایه مورد مطالعه قرار گرفته است. 

ها نشان داد که روش پیشنهادي در مقایسه با روش اجزاء نتایج آن

هاي چسب از دقت  صفحه در لایههاي درون ي تنشمحدود، در محاسبه

، از روش ]15[ساز و همکاران ی برخوردار است. شیشهبسیار خوب

ها در اي و روش اجزاي محدود براي تعیین تنشلایه نظریهتحلیلی 

لایه تحت بار اي پنجهاي چسب در یک ورق ساندویچی دایرهلایه

هاي مدرج یکنواخت استفاده کردند. دو لایه چسب، هسته را به رویه

هاي از نظریه ،ايلایه نظریهلی چسبانند. در روش تحلیتابعی می

و هذلولی استفاده شده و نتایج آنها با  تغییرشکل برشی مرتبه سوم

هاي  یکدیگر مقایسه شده است. نتایج نشان داده است که در مورد تنش

اي انطباق خوبی بین نتایج عددي با نتایج تحلیلی از هر دو روش صفحه

 نظریهه مستخرج از هاي برشی خارج از صفحوجود دارد اما تنش

کردونی و همکاران  .تر استنزدیک اجزاء محدود  به یافته هاي هذلولی

در دو تحقیق جداگانه، به بررسی اثر اتصال چسبی هسته به  ]16،17[

هاي مدرج تابعی بر روي خمش و ارتعاش آزاد یک ورق ساندویچی رویه

تحت اثر  ي الاستیک وینکلر قرار داشته ومستطیلی که بر روي پایه

 نظریهها از روش باشد پرداختند. در این پژوهشتغییرات دمایی می

ي تغییرشکل برشی مرتبه اول ورق استفاده شده است. اي بر پایهلایه

افزار بعدي با استفاده از نرمنتایج تحلیلی با حل المان محدود سه

ABAQUS تحلیلی مقایسه شده است و دقت و کارآمدي روش 

 است. واقع شدهرد تأیید پیشنهادي مو

هاي انجام شده در پژوهشمعدود شود همانگونه که مشاهده می

رابطه با ورق ساندویچی پنج لایه، تماما با فرض رفتار الاستیک چسب 

هاي پلیمري رفتار جایی که اکثر چسبانجام پذیرفته است از آن

هاي دهند، نیاز است تا پیگیري تنشویسکوالاستیک از خود نشان می

ي چسب در ورق ساندویچی پنج لایه، با در نظر ایجاد شده در لایه

گرفتن رفتار ویسکوالاستیک چسب انجام شده و اثر گذشت زمان بر 

ویسکوالاستیسیته بیانگر  ها مورد بررسی قرار گیرد.ي تنشروي بیشینه

سیالات است. رفتار  لزجتترکیبی از خاصیت الاستیسیته جامدات و 

الاستیک تحت تاثًیر آهنگ کرنش یا تنش قرار دارد، لذا مواد ویسکو

باشد. براي بیان رفتار خواص مهندسی این مواد در تابعی از زمان می

. 2و تست آسایش 1تست خزش :طول زمان، دو آزمایش وجود دارد

باشد و هاي ماده تحت تنش ثابت میخزش به معنی افزایش کرنش

یط کرنش ثابت براي ماده ها در شراآسایش به معنی کاهش تنش

ویسکوالاستیک است. از تست خزش، رفتار مدول نرمی مواد 

) E(t)) و از تست آسایش، رفتار مدول سختی (D(t)ویسکوالاستیک (

  شود.بر اساس زمان مشخص می

سازي حل مسئله در این تحقیق، از اصل تطابق آلفري براي شبیه

. روند تفاده شده استي روش حل الاستیک اسویسکوالاستیک بر پایه

برشی مرتبه اول براي هر  نظریهاي و استفاده از لایه نظریهحل، بر پایه 

انرژي  کمینهاصل باشد و استخراج معادلات حاکم بر اساس لایه می

و براي حل معادلات از روش ناویر استفاده  پتانسیل صورت پذیرفته

یابی ت دستجه گیري عددي. نهایتا از روش معکوس لاپلاساست شده

  .ي زمان استفاده گردیده استبه توابع تنش در حوزه

  

 حاکم  معادلات و مسئله فرضیات - 2

هاي ایجاد شده هدف از این تحقیق، بررسی تغییرات زمانی تنش

هاي چسب ویسکوالاستیک در یک ورق مربعی ساندویچی در لایه

رق این و باشد.ي یکنواخت می)، تحت بار گسترده1متقارن (شکل 

ي همگن آن توسط دو لایه نازك از باشد که هستهشامل پنج لایه می

) متصل شده است. FGMهاي مدرج تابعی (اپوکسی، به رویهچسب 

ها خواص هاي چسب رفتار ویسکوالاستیک خطی داشته و سایر لایهلایه

هاي ساده قرار گاهالاستیک خطی دارند. ورق از چهار طرف بر روي تکیه

، به صورت عرضی بر سطح فوقانی ورق qي یکنواخت گسترده دارد و بار

هاي چسب، با ضخامت ثابت در نظرگرفته شده و وارد شده است. لایه

مبدا مختصات  ها وجود ندارد.هیچگونه جدایشی بین چسب و سایر لایه

ي ورق درنظر گرفته شده بر روي صفحه میانی هسته و در یک گوشه

ها از بالا گذاري لایهباشد و شمارهورق می به سمت پایین zاست. محور 

از صفحه میانی  ��به پایین انتخاب شده است. براي هر لایه، مختصه 

طول و پهناي ورق  bو  aگیري میشود. همان لایه در جهت پایین اندازه

و  �hهسته به ترتیب  باشد. ضخامت رویه، چسب وضخامت آن می hو 

h�  وh� د.باشمی  

                                                             
1 Creep 
2 Relaxation 
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 ي متقارنورق ساندویچی پنج لایه -1شکل 

  

  
ورق پنج لایه ساندویچی  هاي مختلفجابجایی نقاط در لایه -2شکل 

  ی مرتبه اولطبق نظریه برش

  

از جنس سرامیک و فلز بوده که توزیع مواد  مدرج تابعیهاي رویه

کند. لذا مدول توانی در امتداد ضخامت تغییر می در آنها طبق توابع

) 2) و (1معادلات ( بوده و به صورت zها تابع مختصه الاستیک رویه

به ترتیب مدول یانگ فلز و  �Eو   �Eگردد. در این روابطبیان می

باشد. به دلیل تغییرات اندك شاخص تابع توانی می pسرامیک بوده و 

ب در راستاي ضخامت ثابت در نظر گرفته شده ضریب پواسون، این ضری

  است. 

)1(     
p

1
1 1 c m m 

1

z1
E z E E E

2 h

 
    
 

  

)2(     
p

5
5 5 c m m 

1

z1
E z E E E

2 h

 
    
 

  

خواص مکانیکی چسب همگن اپوکسی تابع زمان بوده و براي 

پارامتري در بیان توصیف رفتار ویسکوالاستیک آن، از مدل جامد سه

به پیوست ( به صورت جداگانه استفاده شده استرفتار برشی و حجمی 

ي اي براي ورق ساندویچی و بر پایهلایه نظریهمطابق با  .)شود وعرج

هاي جابجایی در )، میدان2مرتبه اول برشی براي هر لایه (شکل  نظریه

ي میانی ورق هاي صفحههاي اول تا پنجم، بر اساس جابجاییلایه

به  ك)-3الف) الی (-3به صورت روابط ( ساندویچی و شرط پیوستگی

  آیند.دست می

  )الف-3(         1 3 2 1 13 1
0 x 2 x x 1 x

h h
u u φ h φ φ z φ

2 2
      

  )ب-3(         1 3 2 1 13 1
0 y 2 y y 1 y

h h
v v φ h φ φ z φ

2 2
      

  )ج-3(       2 3 2 23 2
0 x x 2 x

h h
u u φ φ z φ

2 2
     

  )د-3(       2 3 2 23 2
0 y y 2 y

h h
v v φ φ z φ

2 2
     

  )ه-3(   3 3
0 3 xu u z φ   

  )و-3(   3 3
0 3 yv v z φ   

  )ز-3(       4 3 4 43 2
0 x x 4 x

h h
u u φ φ z φ

2 2
     

  )ح-3(       4 3 4 43 2
0 y y 4 y

h h
v v φ φ z φ

2 2
     

  )ط-3(         5 3 4 5 53 1
0 x 2 x x 5 x

h h
u u φ h φ φ z φ

2 2
      

  )ي-3(         5 3 4 5 53 1
0 y 2 y y 5 y

h h
v v φ h φ φ z φ

2 2
      

  )ك-3(         1 2 3 4 5
0w w w w w w     

براي تحلیل ویسکوالاستیک، کافیست ابتدا حل  طبق اصل آلفري

توابع (نظیر تنش، کرنش،  انجام داده سپس همهالاستیک آن را 

 ها در همان روابط جایگزین گردندلاپلاس آنجابجایی و ...) با تبدیل 

برابر  sهاي معادل خود که هاي الاستیک، با ثابت. همچنین ثابت]19[

 .]19[ باشد جایگزین شوندي (لاپلاسین) آن ضریب میتبدیل یافته

دهنده تبدیل یافته ) بر روي توابع، نشان�نویس (بالا شایان ذکر است(

)مت آنها در حوزه لاپلاس و علا باشد). لذا بیانگر ضریب معادل می ∗(

هاي جابجایی هاي مختلف را بر اساس میدانهاي کرنش در لایهمولفه

  :]20[ توان نوشتبه صورت زیر می

)4(  

 
x

k
y

xy

yz

xz

(k)
ε / x 0 0
ε u0 / y 0

γ  v    ,  k 1, ,5/ y / x 0

w0 / z / yγ

/ z 0 / xγ

    
                                 
          

  

براي هر لایه بر اساس ماتریس سختی آن لایه  کرنش-ارتباط تنش

  .]20[ شودته می) نوش6( و )5( معادلاتبه صورت 

)5(  

 

 

 

   

   

 

 

 

 

* k * kk k
x x11 12

* k * kk k
y y12 22

* kk k
66xy xy

Q Q 0σ ε

σ Q Q 0 ε        k 1, ,5

0 0 Qτ γ

    
    
    

      
    

    
    

  

 

)6(  
 

 

 

 

 

 

* kk k
yz yz44

* kk k
xz xz55

τ γQ 0
       k 1, ,5

0 Qτ γ

    
      
            

  

���Qي ماتریس سختی هر لایه شدههاي معادلمؤلفه
، به صورت (�)∗

  .]20[ گردندمی) تعریف 9) الی (7روابط (

)7(  
   

 

*
* k * k k
11 22 2*

k

E
Q Q                        k 1, ,5

1 ν

   



  

)8(     * k * k*
k12 11Q ν Q                                            k 1, ,5     

)9(       * k * k * k *
k5544 66Q Q Q G                          k 1, ,5      

ها و هسته که رفتار ضرایب مهندسی معادل براي رویه

- ویسکوالاستیک ندارند دقیقا برابر با همان مقادیر وضعیت الاستیک می

هاي هاي چسب در وضعیت ویسکوالاستیک، مؤلفهباشد. اما براي لایه
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  .]19[ خواهد شددر لاپلاس مدول مربوطه نتیجه  sمعادل با ضرب 

)10(     
* *

* k k
k k * *

k k

9K G
E s sE s                         k 2,4

3K G
  


  

)11(     
* *

* k k
k k * *

k k

3K 2G
ν s sν s                        k 2,4

6K 2G


  


  

G�∗  وK�∗ اند.معرفی شده در پیوست  

)، نیروها و گشتاورهاي منتجه بر 6( الی) 4با استفاده از روابط (

  .]20[ شودمینوشته ) 13( ) و12ها به فرم روابط (حسب کرنش

)12(  

 

 

 

 

 

 

   

   

 

 

 

 

 

 

k 0 k
x x

k 0 k
y y

k k
* *k 0 k

xy xy

k k k 1 k* *x x

k 1 k
y y

k 1 k
xy xy

N ε

N ε

A BN γ
  ,  k 1, ,5

M εB D

M ε

M γ

   
   
   
   

                 
      
                  

   
   
   
   
   

  

)13(  
 

 

 

 

 

 

* kk 0 k
y yz44

s * kk 0 k
x xz55

Q γA 0
k      , k 1, ,5

0 AQ γ

    
      
            

  

از روابط  Dو   Bو  Aهاي هاي ماتریسهریک از مؤلفهکه درجایی

  :]20[ آیددست میزیر به

)14(  
           

hi
* k * k * k * k k22

k kij ij ij ijhi
2

A ,B ,D Q 1,z ,z dz  

   ,   i,j 1,2,6



   
 



  

)15(       
hi

* k * k k2
ij ijhi

2

A Q dz                  ,          i,j 4,5


   

- سیل مینانرژي پتا کمینهبراي یافتن معادلات حاکم، مطابق اصل 

  :]20[ نوشتتوان 

        
        
        
         

k 0 k k 1 k
x x x x

k 0 k k 1 k5
a b y y y y

k 0 k k 1 k0 0 xy xy xy xyk 1

k 0 k k 0 k
y yz x xz

N δε M δε  

N δε M δε
qδw dxdy 0

N δγ M δγ

Q δγ Q δγ

 



 

 
 

 



  
  
  
  
  
  
  
    

   

)16(    

، معادلات هاها بر حسب جابجایینهایتا با جایگزینی کرنش  

) نتیجه 29) الی (17دیفرانسیلی حاکم بر مسئله، به صورت روابط (

 شود.می

شد. شرایط استفاده خواهد  1راي حل معادلات فوق از روش ناویرب

لبه در چهار  2گاه هاي سادهصورت تکیه مرزي ورق مستطیل شکل به

  ]:20گردد [که به فرم زیر تعریف می باشدمی ورق

)30(  
x 0, x a  @  w 0  و  

2

2

2

2

w
0

x

w
0

y

 


 

 

 

  

 y 0, y b  @  w 0  و  

- ي تبدیلچرخش در حوزه و هاي جابجاییمیداناساس بر این لذا 

  .]20[ گرددمی) بیان 35( الی) 31یافته، به صورت روابط (

)31(         mn m n

m 1n 1

u x,y,s U s cos λ x sin μ y

 

 

  

                                                             
1 Navier Solution 
2 Simply Supported 

)17(     
5

k k
x,x xy,y

k 1

:  (N N ) 0



 δu  

)18(     
5

k k
y,y xy,x

k 1

:  (N N ) 0



 δv  

)19(     
5

k k
x,x y,y

k 1

: (Q Q ) q



 δw  

)20(  
     

     

1 1 11
x,x xy,y

1 1 1
x,x xy,y x

h
:  (N N )

2

(M M ) Q 0

 

   

xδφ
  

)21(  
     

     

1 1 11
y,y xy,x

1 1 1
y,y xy,x y

h
:  (N N )

2

(M M ) Q 0

 

   

yδφ
  

)22(  
         

     

2 1 1 2 22
2 x,x xy,y x,x xy,y

2 2 2
x,x xy,y x

h
:  h (N N ) (N N )

2

(M M ) Q 0

   

   

xδφ
  

)23(  
         

     

2 1 1 2 22
2 y,y xy,x y,y xy,x

2 2 2
y,y xy,x y

h
: h (N N ) (N N )

2

(M M ) Q 0

   

   

yδφ
  

)24(  

         

       

     

3 5 5 4 43
x,x xy,y x,x xy,y

2 2 1 1
x,x xy,y x,x xy,y

3 3 3
x,x xy,y x

h
:  [(N N ) (N N )

2

(N N ) (N  N )]

(M M ) Q 0

  

   

   

xδφ

  

)25(  

         

       

     

3 5 5 4 43
y,y xy,x y,y xy,x

2 2 1 1
y,y xy,x y,y xy,x

3 3 3
y,y xy,x y

h
:  [(N N ) (N N )

2

(N N ) (N N )]

(M M ) Q 0

  

   

   

yδφ

  

)26(  
         

     

4 5 5 4 42
2 x,x xy,y x,x xy,y

4 4 4
x,x xy,y x

h
:   h (N N ) (N N )

2

(M M ) Q 0

  

   

xδφ
  

)27(  
         

     

4 5 5 4 42
2 y,y xy,x y,y xy,x

4 4 4
y,y xy,x y

h
:  h (N N ) (N N )

2

(M M ) Q 0

  

   

yδφ
  

)28(             5 5 5 5 5 51
x,x xy,y x,x xy,y x

h
:  (N N ) (M M ) Q 0

2
    xδφ  

)29(             5 5 5 5 5 51
y,y xy,x y,y xy,x y

h
:  (N N ) (M M ) Q 0

2
    yδφ  
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)32(         mn m n

m 1n 1

v x,y,s V s sin λ x cos μ y

 

 

 

)33(         mn m n

m 1n 1

w x,y,s W s sin λ x sin μ y

 

 

 

)34(  
           

kk
x m nxmn

m 1n 1

φ x,y,s Φ s cos λ x sin μ y

  ,k 1, ,5

 

 



 

 

)35(  
           

kk
y m nymn

m 1 n 1

φ x,y,s Φ s sin λ x cos μ y  

  ,k 1, ,5

 

 



 

  

μ  و  λmضرایب  ،روابطاین در 
n

 :]20[ شودبه صورت زیر تعریف می

)36(  λm =
mπ

a
  ,   μ

n
=

nπ

b
 

ي بار گسترده یکنواخت، در حوزه لاپلاس به همچنین فرم سري فوریه

  :]20[ شودمیوشته شکل زیر ن

)37(         mn m n

m 1n 1

q x,y,s Γ s sin λ x sin μ y

 

 

  

 :آنکه در 

)38(  
  فرد باشد. nو  mاگر 

 
 

2
mn

16 q / s

Γ s mnπ

0

        

          




 



  
  زوج باشد. nیا  mاگر 

) و قرار دادن توابع نظیر در 35) الی (31با استفاده از روابط (

معادلات حاکم، یک سري دستگاه معادلات در فضاي لاپلاس به فرم 

ها، ضرایب مجهول به صورت ) ایجاد خواهد شد که با حل آن39(رابطه 

  .به دست خواهد آمد mو  nتوابعی در حوزه لاپلاس به ازاء هر مقدار از 

)39(     
mn mnmn

R X Y                      m,n 1, ,        

  که:درجایی

)40(   
       

           

1 1 2 2
mn mn mn x y x yT mn mn mn mn

mn 3 3 4 4 5 5
x y x y x ymn mn mn mn mn mn

U ,V ,W ,Φ ,Φ ,Φ ,Φ ,
X

Φ ,Φ ,Φ ,Φ ,Φ ,Φ

 
 

  
 
 

  

)41(     T
mnmn

Y 0,0,Γ ,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0  

)بالانویس   دلالت بر ترانسپوز ماتریس دارد. وابط فوقر در �(

هاي کرنش را توان مؤلفهبر اساس روابط بین کرنش و جابجایی می

هاي مختلف در فضاي لاپلاس به دست آورد. همچنین روابط در لایه

ها را هوك در فضاي لاپلاس (با احتساب ضرایب مهندسی معادل)، تنش

-جاییجاب هد داد. براي محاسبهدر هر لایه در فضاي لاپلاس نتیجه خوا

براي تبدیل  MATLABافزار ها در یک زمان خاص، از نرم ها و تنش

  معکوس لاپلاس استفاده گردیده است.

  

  سنجی نتایجصحت - 3

سنجی نتایج روش تحلیلی پیشنهادي به دو صورت انجام صحت

به هاي چسب و رویه و میل دادن زمان پذیرفته است. ابتدا با ادغام لایه

هاي لایه با پاسخسمت صفر، نتایج حل الاستیک ورق ساندویچی سه

رق ساندویچی تحلیل شده در مرجع شده است. و] مقایسه 18مرجع [

 باشد که بر روي] می0/90/0]، یک سه لایه ارتوتروپیک با آرایش [18[

هاي ساده قرار دارد و یک بار گسترده یکنواخت بر سطح فوقانی گاهتکیه

) بوده و 42آمده است. ماتریس سختی هسته مطابق با رابطه ( آن وارد

) از آن تعریف شده است. Rها به صورت ضریبی (ماتریس سختی رویه

ضخامت کل  1/0سه لایه مورد نظر مربع شکل بوده و ضخامت رویه آن 

) نتایج خیز و تنش بدون بعد را در این مقایسه، 1باشد. جدول (ورق می

اختلاف  درصد بسیار کم دهد.نشان می Rتلف ضریب به ازاي مقادیر مخ

حاکی از اعتبار روش نیمه تحلیلی پیشنهادي در حل  1نتایج در جدول 

  مسئله مذکور دارد.

)42(  [Q]���� =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
0.999781 0.231192 0 0 0
0.231192 0.524886 0 0 0

0 0 0.62931 0 0
0 0 0 0.266810 0
0 0 0 0 0.159914⎦

⎥
⎥
⎥
⎤

 

)43(  [Q]���� ����� = R [Q]���� 

سنجی نتایج تحلیلی، بر اساس مقایسه با نتایج همچنین صحت

 APDLافزار انسیس بعدي در نرمحل عددي از روش المان محدود سه

این لایه در سازي ورق ساندویچی پنجبراي مدلنیز صورت گرفته است. 

 ر ایند استفاده شده است. 20node186افزار، از المان سه بعدي نرم

قسمت تقسیم بندي  40هاي مدرج تابعی به سازي، هر یک از رویهمدل

ورق  ربعها، از مدل شده است. همچنین براي کاهش تعداد المان

قسمت مساوي تقسیم  10طول و عرض ربع ورق به  شده است.استفاده 

- قسمت تقسیم 20چسب به  قسمت و هر لایه 40هسته به  شده است.

بندي با بندي چسب و هسته به صورت درجهشبکه است.بندي شده 

 هیبر پا کیسکوالاستیحل و يبر زمان برا یمبتن لیتحل به 1/0نسبت 

   است.  رفتهیانجام پذ یپرون يسر

  

 

  

 لایه با رفتار الاستیکنتایج خیز و تنش بی بعد در نقاط خاص از ورق ساندویچی مربعی سه -1جدول 

���/� ��/� ��/� ������(1,1)

ℎ�
بعدتنش بی   

� 
f e d c b d c b a نقطه 

983/1  341/5  67/17  67/17  21/22  54/28  54/28  02/36  58/688    ]18[ سریناواس 

1 006/2  403/5  52/17  52/17  06/22  44/28  44/28  93/35  65/688  حل حاضر 

16/1  16/1  85/0  85/0  67/0  35/0  35/0  25/0  28/0  درصد اختلاف 

268/3  364/4  16/6  10/30  49/38  34/9  62/46  35/60  97/258    ]18[ سریناواس 

5 380/3  376/4  02/6  11/30  53/38  30/9  50/46  30/60  89/258  حل حاضر 

43/3  27/0  27/2  03/0  10/0  43/0  26/0  08/0  03/0  درصد اختلاف 
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515/3  096/4  50/3  41/33  57/43  90/4  86/48  32/63  38/159 ]18[ سریناواس    

10 652/3  096/4  35/3  48/33  70/43  87/4  70/48  31/63  44/159 اضرحل ح   

90/3  00/0  28/4  21/0  30/0  61/0  33/0  02/0  04/0  درصد اختلاف 

577/3  964/3  49/2  96/34  42/46  24/3  30/48  79/66  72/121    ]18[ سریناواس 

15 720/3  961/3  34/2  05/35  61/46  21/3  11/48  77/66  80/121  حل حاضر 

00/4  07/0  02/6  26/0  41/0  92/0  39/0  03/0  07/0  درصد اختلاف 

a: صفحه میانی ورق ساندویچی b:  رویه فوقانیسطح بالاي  c: سطح پایین رویه فوقانی d: سطح بالاي هسته e:  صفحه میانی ورق f: سطح اشتراك رویه و هسته 

  

 نهایتاً سمت نواحی مرز چسب با رویه و هسته، ریزتر انجام شده است.

بندي، بارگذاري و شرایط مرزي مسئله را نمایش نحوه شبکه 3شکل 

  دهد.می

 
در مدل  هاي مختلف ورق ساندویچیبندي لایهنحوه المان -3شکل 

 ANSYSافزار در نرمربع ورق 

 

 24/0رن با پهناي ورق ساندویچی مربعی متقا در این مقایسه، یک

-که بر روي تکیه 100 ���متر تحت بار یکنواخت خارجی به میزان 

 .شده استهاي ساده در چهار طرف قرار دارد در نظر گرفته گاه

  ضخامت کل

، چسب و هسته به ضخامت رویه متر و 01/0ورق ساندویچی برابر با 

گرفته  ضخامت کل ورق ساندویچی در نظر 76/0و  02/0و  1/0ترتیب 

ها هاي چسب، همگن و ایزوتروپ بوده و رویهشده است. هسته و لایه

ها و هسته، (در راستاي ضخامت) دارند. رفتار رویه FGMساختار 

هاي چسب به صورت ویسکوالاستیک خطی الاستیک خطی و رفتار لایه

آمده  2هاي مختلف در جدول گردد. خواص مهندسی لایهبیان می

پارامتري الاستیک چسب، بر اساس مدل جامد سهضرایب ویسکو است.

همگرایی  4در شکل اند. (در پیوست) بیان شده 13مطابق با شکل 

بندي مدل ربع ورق نشان داده شده هاي شبکهپاسخ به ازاي تعداد المان

  است.

فوقانی، نقاط مرجعی از  ورق ي چسب ها در لایهبراي بررسی تنش

مختصات این نقاط را معرفی  3دول ساندویچی، انتخاب شده است. ج

  .کندمی

  

  

  

  

  

  

  

  هاي مختلفي لایهمواد و هندسه خصوصیات مهندسی -2 جدول

  خواص ویسکوالاستیک خواص الاستیک  لایه
 ضخامت

)mm(  

 هايرویه

 مدرج

 تابعی

cE 380GPa 
  

 -  1h 1   mE 70GPa 
  

1p 1, 0.3 ν 
  

هاي لایه

 چسب

 
 

2E 3.4GPa 

  

0G 1.236GPa 
  

2h 0.2 

  

1 0.309GPaG 
  

2 0.375ν 
 

7.73GPa.hour 

0K 4.533GPa
 

1K 6.8GPa
  

113.33GPa.hour 

  

 هسته
3E 2.8GPa 

   -  3h 7.6 

  
3 0.45ν   

  

  
نمودار همگرایی حل المان محدود در تعیین بیشینه تنش  -4شکل 

مدل ربع ورق هاي لایه چسب فوقانی، بر حسب تعداد المان

 ANSYSافزار در نرمی ساندویچ

  

  ي چسب فوقانیموقعیت نقاط انتخاب شده بر روي لایه -3 جدول

a  موقعیت b
x , y

2 2
   x a, y 0   

 4  3  2  1  شماره

2z  2h

2
  2h

2
  2h

2
  2h

2
  

     

  



 

 
99  

 

شر
ن

 هی
س

ند
مه

 ی
کان

م
ی

 ک
بر

ه ت
گا

ش
دان

ی
 ز،

ه پ
ار

شم
اپی

 ی
10

8
د 

جل
 ،

54
ه 

ار
شم

 ،
3

 پا
،

یی
 ز،

14
03

ه 
ح

صف
 ،

93 -
10

2
  

– 
ی

ش
وه

پژ
 

ل
ام

ک
 - 

حم
م

ش
د 

ی
 شه

ن
ارا

مک
 ه

 و
از

س
 

  
�در وسط ورق ( ��صفحه ري و عددي در تغییرات تنش عمودي دروننظنتایج حل  -5شکل  = �,� = در امتداد ضخامت ورق ساندویچی در  )�

  ساعت.  =0t زمان

  

  
�ي ورق (در گوشه ���صفحه غییرات تنش برشی درونري و عددي در تنتایج حل نظ -6شکل  = �,� = ) در امتداد ضخامت ورق ساندویچی در �

  ساعت.  =0t زمان

  

ي چسب فوقانی مد نظر قرار با توجه به تقارن مسئله، فقط لایه     

به منظور مقایسه نتایج حل المان محدود و حل تحلیلی  گرفته است.

ورق فوقانی  نیمهیع تنش در راستاي ضخامت حاضر، نمودارهاي توز

�در زمان ساندویچی  =  آورده شده است. 6و  5هاي ساعت در شکل 0

انطباق بسیار خوب نتایج نظري و عددي، نشان از مناسب بودن روش 

لایه پیشنهادي تحلیلی در حل ویسکوالاستیک ورق ساندویچی پنج

  دارد.

  

  نتایج - 4

 هانشبررسی تغییرات زمانی ت -1-4

به بررسی  ارائه شدهتحلیلی در این بخش، با استفاده از روش نیمه

لایه در گذر زمان هاي چسب ورق ساندویچی پنجتغییرات تنش در لایه

ها و هندسه مسئله مطابق با شود. مشخصات مهندسی لایهپرداخته می

مقادیر تنش به صورت قدرمطلق و  در نظر گرفته شده است. 2جدول 

 تأثیر آسایشبه ترتیب  8و  7هاي شکلدر شوند. ارائه می بدون بعد

در  ���و تنش برشی  2و  1در نقاط  ��روي تنش عمودي  چسب بر

  ي چسب فوقانی نمایش داده شده است. ، در لایه4و  3نقاط 

 

  
در سطوح بالا و  ��صفحه عمودي درونتغییرات تنش  -7شکل 

)  با گذشت 2 و 1ایین لایه چسب فوقانی در وسط ورق (در نقطه پ

  زمان

 
ي چسب اي در لایهصفحههاي درونمطابق این نمودارها، افت تنش     

در اثر خاصیت ویسکوالاستیک بسیار زیاد و قابل ملاحظه است. سطح 

ي چسب مقدار افت تنش بیشتري را در مقایسه با سطح بیرونی لایه

 %80میزان کند. بر اثر آسایش مدول برشی چسب به به میداخلی تجر

با خواص  (مطابق %40میزان و آسایش مدول بالک چسب به 

و  ��هاي عمودي بیشینه تنش )، افت2جدول  ویسکوالاستیک در

شده  % نتیجه93/80% و 66/75حدود در چسب، به ترتیب  ���برشی 

  است. 
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در سطوح بالا و  ��� صفحه برشی درونتغییرات تنش  -8شکل 

) با گذشت 4 و 3پایین لایه چسب فوقانی در گوشه ورق (در نقطه 

  زمان.

 
هاي تنشبه دست آمده از تحلیل ورق پنج لایه در مورد نتایج 

ها قابل ملاحظه است اگرچه میزان این تنش که صفحه نشان دادبرون

ها، اثر قابل ستیک چسب بر روي این تنشخاصیت ویسکوالا اما

هاي چسب با زمان، صفحه در لایههاي بروناي نداشته و تنشملاحظه

مانند. به همین جهت از ارائه تغییر نکرده و تقریبا ثابت باقی می

  نمودارهاي مربوطه چشم پوشی شده است.

  

  تحلیل پارامتري -2-4

ت زمان آسایش، بر در این بخش، اثر پارامترهاي مختلف در مد

شود. با توجه به ي چسب بررسی میي لایهصفحههاي درونروي تنش

بسیار ناچیز و قابل صفحه در چسب، تغییرات هاي بروناینکه تنش

اند. نتایج تنش، براي در این بررسی لحاظ نشده زمان دارند اغماضی با

مطلق و ي چسب فوقانی استخراج شده و به صورت قدرسطح بالایی لایه

بدون بعد ارائه گردیده است. در هر نمودار بجز پارامتري که به عنوان 

متغیر در نظر گرفته شده است، سایر خواص مکانیکی مواد و همچنین 

  باشد. می 2هندسه مسئله، مطابق با جدول 

) را  بر روي pي مدرج تابعی (هاتاثیر توان تابع رویه 9 شکل

نی لایه چسب بالایی با گذشت زمان ها در سطح فوقاي تنشبیشینه

هاي درون صفحه در لایه ، میزان تنشpدهد. با افزایش میزان نشان می

یابد. علت این امر افزایش اي افزایش میچسب به طور قابل ملاحظه

باشد ها میسهم فلز (با میزان سختی کمتر نسبت به سرامیک) در رویه

- هاي دیگر میزان تنش در لایهها کاسته و بر میکه از تحمل تنش رویه

افزاید. اما در عین حال نکته قابل توجه در این نمودارها این است که 

بیشتر  pهاي درون صفحه با گذشت زمان، براي مقادیر بالاتر افت تنش

باشد. به عبارت دیگر کاربرد چسب ویسکوالاستیک در کاهش میزان می

   ی مؤثرتر است.ي چسب، در شرایط بحرانهاي درون صفحهتنش

 
 

  
  (ب)

  
  )الف(

ي چسب فوقانی با گذشت هاي ایجاد شده در سطح بالایی لایههاي مدرج تابعی ورق ساندویچی بر روي تنشتوان تابع توزیع مواد در رویه تاثیر -9شکل 

  )3ي ورق (نقطه در گوشه ���تنش -)  ب1در وسط ورق (نقطه  ��تنش -زمان. الف

  
  (ب)

  
  )الف(

 ��تنش -ي چسب فوقانی با گذشت زمان. الفهاي ایجاد شده در سطح بالایی لایهالاستیسیته اولیه (زمان صفر) چسب بر روي تنش تاثیر مدول - 10شکل 

  )3ي ورق (نقطه گوشهدر  ���تنش -)  ب1در وسط ورق (نقطه 
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  (ب)

  
  )الف(

در وسط ورق (نقطه  ��تنش -ي چسب فوقانی با گذشت زمان. الفهاي ایجاد شده در سطح بالایی لایهي چسب بر روي تنشضخامت لایه تاثیر  -11شکل 

  )3ي ورق (نقطه در گوشه ���تنش -)  ب1

  

  
  )ب(

 
  )الف(

در وسط ورق  ��تنش -ي چسب فوقانی با گذشت زمان. الفهاي ایجاد شده در سطح بالایی لایهضخامت کل ورق ساندویچی بر روي تنش تاثیر  -12شکل 

  )3ي ورق (نقطه در گوشه ���تنش -)  ب1(نقطه 
  

ش در سطح بالایی لایه چسب فوقانی با تغییرات تن 10شکل در       

گذشت زمان و تحت تاثیرات تغییر مدول الاستیسیته زمان صفر چسب 

هاي درون است که تنشمشخص ترسیم شده است. از این نمودارها 

یه چسب از تغییر مدول الاستیک چسب بسیار تاثیر صفحه در لا

این لایه  اند و با افزایش سختی چسب، میزان تحمل تنش درپذیرفته

افزاید. با گذشت ي آن میهاي درون صفحهبالا رفته و بر مقدار تنش

بسیار محسوس است و اثر  هاي درون صفحهزمان افت تنش در تنش

تري در زمان ویسکوالاستیک چسب براي حالتی که چسب جنس سخت

  پیش از بارگذاري دارد، نمود بیشتري خواهد داشت.

هاي هاي چسب بر روي تنشمت لایهتاثیر تغییر ضخا 11شکل در 

ایجاد شده در سطح فوقانی لایه چسب بالایی در گذر زمان آسایش 

نشان داده شده است. افزایش ضخامت لایه چسب در این مسئله، تاثیر 

هاي درون صفحه دارد. زیرا ضخامت چسب به نسبت کمی بر روي تنش

افزایش اندك هاي دیگر کوچک بوده و افزایش آن، باعث ضخامت لایه

شود که سختی ورق ساندویچی را به میزان کم در ضخامت کل ورق می

گردد. در این هاي درون صفحه میافزایش داده و باعث افت اندك تنش

ي چسب تا چهار برابر افزایش داده شده است اما شکل، ضخامت لایه

درصد و تنش عمودي  26/5میزان درصد کاهش تنش برشی حدود 

رصد بوده است. این درحالی است که افت تنش ناشی از د 62/5حدود 

   اثر ویسکوالاستیک چسب به میزان بسیار قابل توجهی مشهود است.

تغییرات تنش در سطح فوقانی لایه چسب بالایی را بر  12شکل 

دهد. اثر تغییر ضخامت کل ورق ساندویچی و در گذر زمان نشان می

ر روي افزایش قابل ملاحظه ضخامت ورق تاثیر بسیار بالایی بکاهش 

که از سختی خمشی سازه در دلیل این دارد، به درون صفحه هايتنش

- شود. مجددا سهم کاهش تنشایجاد شده کاسته میهاي مقابل تنش

ي چسب در هاي درون صفحه در اثر خاصیت ویسکوالاستیک در لایه

جه تو موردهاي پایین ورق) بسیار هاي بحرانی (ضخامتاین وضعیت

  باشد.می
  

  گیري نتیجه - 5

هاي ها در لایهدر این تحقیق، به بررسی زمانی تغییرات تنش

لایه متقارن تحت بار گسترده عرضی یک ورق ساندویچی پنج چسب

هاي ورق ساندویچی به صورت مدرج تابعی هستند و پرداخته شد. رویه

 ي همگن متصلي نازك چسب ویسکوالاستیک به هستهتوسط دو لایه

سازي حل مسئله اند. از اصل تطابق آلفري براي شبیهشده

ي روش حل الاستیک استفاده شده است. روند ویسکوالاستیک بر پایه

برشی مرتبه اول براي هر  نظریهاي و استفاده از لایه نظریهحل، بر پایه 

انرژي پتانسیل  کمینهلایه و استخراج معادلات حاکم بر اساس اصل 

براي اي حل معادلات از روش ناویر استفاده گردید. صورت گرفت که بر

گیري عددي برگرداندن توابع به حوزه زمان، از روش معکوس لاپلاس

هاي ایجاد شده در چسب، با گذشت استفاده شده است. تغییرات تنش

ي زمان مورد بررسی قرار گرفت و اثر پارامترهاي مختلف مواد و هندسه

  ورق بر روي آن ارزیابی شد.

  نتایج کلی این تحقیق در زیر اشاره شده است:

 هاي چسب در در لایه )��� یا( ���و  ��هاي برون صفحه تنش

 مانند.گذر زمان تقریباً ثابت می

 صفحه هاي درونتحت تأثیر خواص ویسکوالاستیک، بیشینه تنش

 %66/75 میزانبه یب هاي چسب، به ترتدر لایه ��� و )�� یا( ��

 زمان کاهش داشته است. % در گذر93/80و 
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 هاي مدرج تابعی (افزایش شاخص تابع رویهp( مدول  و

همچنین کاهش ضخامت و ) E2الاستیسیته زمان صفر چسب (

صفحه هاي درون) سبب افزایش زیاد تنشhکل ورق ساندویچی (

هاي یهضخامت لا میزانکه درحالی ،گرددهاي چسب میدر لایه

 ها تاثًیر ناچیز دارد.) در تغییرات این تنشh2چسب (

 هاي چسب هاي درون صفحه و برون صفحه در لایهمقادیر تنش

قابل ملاحظه بوده و باید در تحلیل ورق ساندویچی مد نظر قرار 

 گیرد.

 هاي روش پیشنهادي در تحلیل ویسکوالاستیک تنش در ورق

، ها و هستهرویه واسطهاي چسب با احتساب لایه ساندویچی

 مناسب و کارآمد ارزیابی شد.
  

  پیوست - 6

هاي چسب در این تحقیق رفتار ویسکوالاستیک خطی لایه      

اپوکسی، بر اساس مدل جامد سه پارامتري براي تغییرات مدول برشی و 

 ηو  �Gو  �G  ) مشخص شده است.13مدول حجمی چسب (شکل 

 λو  �Kو  �Kمتري در تغییرشکل برشی و پاراهاي مدل جامد سهثابت

در این مدل،  �Kو  �Gباشند. هاي نظیر در مدل تغییرحجم میثابت

بالک چسب در زمان صفر (یا وضعیت  معادل مدول برشی و مدول

  باشند.  الاستیک) می

    
  )الف(  (ب)

براي  -ک جامد خطی استاندارد. الفمدل ویسکوالاستی -13شکل 

  .براي تغییر حجم چسب - رفتار برشی چسب.  ب
  

مطابق با این مدل، مدول برشی و مدول حجمی در حوزه لاپلاس      

  :]19[ شوندمیبه فرم زیر نتیجه 
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