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 چکیده

-یم شنهادیپ یدوخط ینسب لوفیکر يرفضایز يتکرار تمیمعادله برگرز توسط روش برش متعادل و الگور یمرتبه کاهش یدوخط بیتقر يبرا یمقاله روش نیا

 براي الگوریتم تکراري زیرفضاي کریلوف نسبیهمگرایی  شانس اولیه، حدس تصادفی انتخاببا  که شودکارلو مشاهده می مونت سازي شبیه از استفاده باکند. 

هانکل و  نیتک ریتوسط مفهوم مقاد افتهیکاهش  یمرتبه مدل دوخط اابتد يشنهادیدر روش پبنابراین . است ٪41  برگرز فقط معادله دوخطی مدل مرتبه کاهش

 یبرش متعادل دوخط افتیتوسط دو ره افتهیکاهش مرتبه  یدوخط ستمیاز س هیحدس اول کی. سپس شود یم نییشاخص انتگرال مربع خطا تع يساز نهیبا کم

 کی یروش برش متعادل دوخط د.ینما نیرا تضم یدوخط ینسب لوفیکر يرفضایز يتکرار تمیالگور ییتا همگرا دیآ یم دیآ یبدست م یو برش متعادل خط

با . طلبدزیادي را می حجم محاسبات ،افتهی میتعم اپانوفیبه حل معادلات ل ازین یول کند یارائه م تمیالگور ییهمگرا نیتضم يبرارا  داریمناسب پا هیحدس اول

حجم  شتریکاهش ب ي. برایابدمیحجم محاسبات کاهش  اپانوفیبه حل معادله ل ازین لیبه دل هیحدس اول نییتع يبرا یاز روش برش متعادل خط هاستفاد
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 سازي مونت کارلو. گوریتم تکراري کریلوف نسبی، شبیهمعادله برگرز، کاهش مرتبه مدل، سیستم دوخطی، برش متعادل، ال :کلیدي هاي واژه

  
 

A New Hybrid Method for Bilinear Order Reduction of Burgers Equation based on 

Balanced Truncation and Iterative Rational Krylov  Algorithms 

  

Department of Electrical Engineering-Control, Faculty of Technical & Engineering, Imam 
Khomeini International University, Qazvin, Iran  

H. Nasiri Soloklo 
Department of Electrical Engineering-Control, Faculty of Technical & Engineering, Imam 
Khomeini International University, Qazvin, Iran  

N. Bigdeli 

  

Abstract  
This paper proposes a hybrid method for order reduction of bilinear system model of Burgers' equation, via balanced truncation (BT) 
and bilinear iterative rational Krylov algorithm (BIRKA). The Monte Carlo simulations demonstrates that by choosing the initial 
guess randomly, the probability of convergence of the bilinear iterative rational Krylov subspace algorithm method to order 
reduction of the Burgers equation is only 41%. In the proposed method, at first, the order of the reduced model is determined by the 
concept of Hankel singular values and by minimizing the integral square of the error index. Then, an initial guess of the reduced 
bilinear system is obtained by two approaches of Bilinear Balanced Truncation (BBT) and Linear Balanced Truncation (LBT) to 
ensure convergence of the BIRKA. Output of BBT is a good stable initial guess for BIRKA, but imposes computational complexity 
of solving generalized Lyapunov equations to find its solution. LBT decreases the computational complexity by providing the initial 
guess via solving Lyapunov equations. To further decrease the complexity, condition number is replaced instead of eigenvalues in 
BIRKA. Finally, performance of the proposed method is compared with some classical methods. 

Keywords: Burgers equation, Model order reduction, Bilinear systems, Balanced truncation, Iterative rational Krylov algorithm, 
Monte Carlo simulation.  

  

   مقدمه - 1

معادله دیفرانسیلی جزئی بنیادي را معرفی  بتمن 1915در سال 

]. این معادله، معادله 2تحلیل شد [که بعدها توسط برگرز ] 1[نمود 

هاي ریاضیات اي در بسیاري از زمینهبرگرز نامیده شد و به طور گسترده

، و مسائل ]4[ گرما]، انتقال 3کاربردي از قبیل مکانیک سیالات [

قرار گرفت. معادله برگرز فرم ساده  مورد استفاده] 5[ جریان ترافیک

 . معادله برگرز یک معادله]6[ است استوکس- اي از معادله ناویرشده

است که به دلیل قابلیتش در مواجهه با بسیاري از هذلولوي  - سهموي

سازي مدل]، 7[ سازي جریان ترافیکهاي فیزیکی مانند شبیهپدیده

مورد  ]10[ تحلیل گذر، و ]9،8[ آکوستیک- هاي شوك ذره یونموج

هاي اخیر توجه بسیاري از پژوهشگران قرار گرفته است. در سال

هاي متنوعی براي کنترل و حل معادله برگرز توسعه داده شده رهیافت

  ]. 13- 11[ است

به طور غیر مستقیم توسط سیستم  توانمیرا معادله برگرز 

هاي ستماز سیاي دستههاي دوخطی ]. سیستم14[ دوخطی تقریب زد

هاي هاي خطی و سیستمغیرخطی هستند که پلی میان سیستم

هاي دوخطی به طور گسترده براي کنند. سیستمغیرخطی برقرار می

هاي مهندسی و دنیاي واقعی از قبیل سازي بسیاري از سیستممدل

]، و مدارهاي 16[ گرما]، سیستم انتقال 15هاي قدرت [سیستم

اند. یکی از کاربردهاي مهم قرار گرفته] مورد استفاده 17الکتریکی [

غیرخطی ضعیف با استفاده از هاي هاي دوخطی تقریب سیستمسیستم

هاي ]. با این وجود تقریب سیستم19،18سازي کارلمن است [دوخطی
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سازي معمولا منجر به یک مدل هاي دوخطیغیرخطی توسط روش

هاي دوخطی شود. بنابراین، کاهش مرتبه مدل سیستممرتبه بالا می

توسط محققان و پژوهشگران بسیاري به منظور تحلیل و کنترل این 

هاي کاهش مرتبه مدل ها مورد توجه قرار گرفت. اغلب روشسیستم

هاي خطی هاي کاهش مرتبه سیستمهاي دوخطی بر پایه روشسیستم

 (BT) 2]، برش متعادل20[ (POD) 1از قبیل تجزیه متعامد مناسب

  مبتنی بر زیرفضاي کریلوف استوارند. ] و روش هاي 21[

و همکارانش از روش برش متعادل براي کاهش مرتبه  هسو

] روش برش 21[ مرجع در. ]21هاي دوخطی استفاده نمودند [سیستم

رفت براي هاي خطی به کار میتر براي سیستممتعادل که پیش

هاي دوخطی تعمیم داده شد. مشکل اصلی این روش حجم سیستم

پذیري و هاي کنترلت بالا به دلیل نیاز به محاسبه گرامیانمحاسبا

پذیري است. در ادامه پژوهشگران بسیاري بر روي کاهش مرتبه رویت

سیستم دوخطی با استفاده از روش برش متعادل تمرکز نمودند و 

هاي دوخطی ارائه نمودند بهبودهایی براي روش برش متعادل سیستم

متعادل دوخطی هنوز از مشکلاتی از  ]. با این وجود، برش24- 22[

  برد. قبیل حجم محاسباتی بالا و صحت پایین رنج می

هاي کاهش مرتبه مبتنی بر زیرفضاي ]، روش25[ مرجع در

هاي دوخطی تعمیم داده شدند. هاي خطی به سیستمکریلوف سیستم

در این روش، براي سهولت در تعیین زیر فضاي تصویرساز فقط برخی از 

اي سیستم دوخطی اصلی و مدل کاهش مرتبه یافته تطبیق هممان

هاي ] کاهش مرتبه مدل سیستم27،26[ مراجع داده شدند. سپس در

چند خروجی مبتنی بر زیر فضاي کریلوف ارائه  - دوخطی چند ورودي

] چندین روش کاهش مرتبه مدل مبتنی بر 30- 28[ مراجع شدند. در

 مرجع خطی ارائه شدند. درهاي دوهاي تصویرسازي براي سیستمروش

هاي سیستم ]، یک زیر فضاي کریلوف جدید براي تطبیق ممان28[

] 29[ مرجع اش پیشنهاد شد. دردوخطی و مدل کاهش مرتبه یافته

هاي سیستم دوخطی اصلی و مدل کاهش مرتبه اثبات شد که ممان

ها ] یکسان هستند. علاوه بر این، آن25[ مرجع بدست آمده در یافته

] از نظر عددي پایدار 25[مرجع  شان دادند که روش ارائه شده درن

از تطبیق ممان دوجهتی براي کاهش مرتبه  ]30[ مرجع است. در

هاي یکی از الگوریتم هاي دوخطی مرتبه بالا استفاده شد.سیستم

پیشنهادي توسط بنر و بریتین که مبتنی بر حل معادلات سیلوستر 

 3تکراري زیرفضاي کریلوف نسبی دوخطیالگوریتم یافته بود تعمیم

(BIRKA)  است. اگرچهBIRKA  داراي سرعت و دقت بالایی است، هیچ

] براي کاهش 31[در مرجع تضمینی براي همگرایی آن وجود ندارد. 

 4برش یافته BIRKA، الگوریتم BIRKAالگوریتم حجم محاسبات 

(TBIRKA)  .تحلیل پایداري الگوریتم پیشنهاد شدBIRKA و 

TBIRKA هاي کاهش مرتبه یافته بدست آمده همچنین دقت مدل و

مورد بررسی قرار ] 33- 32[ مراجع دردقیق با سه حل کننده غیر 

   گرفته است.

هاي دوخطی مبتنی بر نرم ژانگ و لام کاهش مرتبه مدل سیستم

                                                             
1 Proper Orthogonal Decomposition (POD) 
2 Balanced Truncation (BT) 
3 Bilinear Iterative Rational Krylov Subspace Algorithm (BIRKA) 
4 Truncated BIRKA (TBIRKA) 

H2 هاي لازم براي بهینگی در این روش شرط .]34[ را پیشنهاد نمودند

H2 سازي نرم براي کمینه بدست آمد و سپس روش جریان گرادیانH2 

-دو الگوریتم براي کمینه خطا مورد استفاده قرار گرفت. بنر و بریتین

خطاي کاهش مرتبه مدل سیستم دوخطی پیشنهاد  H2سازي نرم 

یافته بنا ا بر پایه معادلات سیلوستر تعمیمه]. این الگوریتم35نمودند [

یک ، TBIRKAش وعلاوه بر ارائه ر] 31[ مرجع بودند. درنهاده شده 

هاي ولترا پیشنهاد شد و سپس روش جدید مبتنی درونیابی سري

تعیین شد. همچنین کاهش مرتبه   H2شرایط بهینگی براي نرم 

-پذیري و رویتهاي کنترلهاي دوخطی با محاسبه گرامیانسیستم

ورد بررسی قرار گرفت به پذیري در بازه فرکانسی از پیش تعیین شده م

  ]. 36خطا کمینه شود [  H2اي که نرم گونه

- سازي مونت کارلو نشان داده میدر این مقاله با استفاده از شبیه

شود که با انتخاب تصادفی حدس اولیه سیستم کاهش مرتبه یافته، 

براي کاهش مرتبه مدل دوخطی معادله برگرز  BIRKAشانس همگرایی 

است. با توجه به تحلیل حساسیت ارائه شده و براي تضمین  41٪

 ، یک روش جدید براي کاهش مرتبه مدل سیستمBIRKAهمگرایی 

دوخطی مرتبه بالاي معادله برگرز بر اساس ترکیب روش برش متعادل 

پیشنهاد شد. ابتدا مرتبه مدل دوخطی کاهش یافته با  BIRKAو 

 سازي انتگرال مربع خطاکمینه از مقادیر ویژه سیستم و بااستفاده 

(ISE)  تعیین شده است. سپس براي افزایش شانس همگراییBIRKA ،

دو رهیافت براي ایجاد یک حدس اولیه مناسب از سیستم کاهش مرتبه 

یافته پیشنهاد شده است. این دو رهیافت عبارتند از برش متعادل 

تبه . سیستم کاهش مر(LBT) 6و برش متعادل خطی (BBT) 5دوخطی

یافته بدست آمده توسط برش متعادل دوخطی دقت نسبتا پایینی دارد 

باشد.  BIRKAتواند یک حدس اولیه مناسب براي ولی پایدار است و می

یافته پیچیدگی از به حل معادلات لیاپانوف تعمیمبا این حال به دلیل نی

یک حدس اولیه  LBTیابد. از طرف دیگر روش محاسبات افزایش می

کند با این تفاوت که به دلیل نیاز فراهم می BIRKAدیگر براي مناسب 

هاي کاهش تر است. مدلبه حل معادله لیاپانوف حجم محاسبات پایین

به عنوان حدس  LBTو  BBTمرتبه یافته بدست آمده توسط روش 

به کار روند تا سیستم دوخطی کاهش مرتبه  BIRKAاولیه مناسب در 

شود. براي کاهش بیشتر حجم محاسبات،  یافته معادله برگرز تعیین

شود. در پایان، براي می BIRKAعدد حالت جایگزین مقادیر ویژه در 

نشان دادن کارایی و توانایی روش پیشنهادي، نتایج بدست آمده با 

هاي دوخطی همچون هاي کلاسیک کاهش مرتبه سیستمبرخی روش

BBT ،BPOD  وBIRKA .مقایسه شده است  

  نوآوري اصلی مقاله به صورت زیر خلاصه شده است: 

 ها و کاهش مرتبه مدل سیستم دوخطی تحلیل ویژگی

  معادله برگرز. 

 هاي معرفی روش کاهش مرتبه یافته ترکیبی براي سیستم

براي دستیابی  BIRKAو  BBTدوخطی مبتنی بر ترکیب 

 به مزایاي هر دو روش. 

  افزایش شانس همگراییBIRKA  با ارائه یک حدس اولیه

 مناسب. 

                                                             
5 Bilinear Balanced Truncation (BBT) 
6 Linear BT (LBT) 
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  کاهش حجم محاسبات یا به طور معادل مدت زمان مورد

نیاز براي کاهش مرتبه با استفاده از جایگزینی مقادیر ویژه 

 . BBTبا  LBTبا عدد حالت و روش 

 2شده است: در بخش  یسازمانده ریادامه مقاله به صورت ز

 یمعرف یمساله اصل به عنوان یدوخط هايستمیکاهش مرتبه مدل س

و  BBT هايروش یمبان بیبه ترت 4و  3 هايشده است. در بخش

BIRKA  روش کاهش مرتبه مدل  5ارائه شده است. در بخش

 6شده است. در بخش  انیب یدوخط هايستمیس يبرا يشنهادیپ

معادله برگرز با استفاده از روش کاهش  يمرتبه بالا یدوخط ستمیس

-یبدست آمده نشان م جیزده شده است. نتا بیتقر يشنهادیمرتبه پ

کاهش  هايروش گریبهتر از د يشنهادیکه روش کاهش مرتبه پ دهند

-جهینت انی. در پاکندیکار م BPODو  BBT ،BIRKA لیمرتبه از قب

  ارائه شده است.  7بخش  درمقاله  يریگ
 

   هاي دوخطیکاهش مرتبه مدل سیستم - 2

  زیر را در نظر بگیرید:یک خروجی  - سیستم دوخطی یک ورودي

)1(  �: �
�̇(�) = ��(�) + ��(�)�(�) + ��(�)

�(�) = ��(�)
 

,�که  � ∈ ��×�, �, �� ∈ هاي سیستم دوخطی، ماتریس ��

�(�) ∈ (�)�بردار حالت،  �� ∈ (�)�و  � ∈ به ترتیب ورودي و  �

 nخروجی سیستم دوخطی هستند. همچنین مرتبه سیستم دوخطی 

  است. 

) مرتبه بالا باشد. هدف از 1دوخطی معادله (فرض کنید سیستم 

دوخطی  هاي سیستمکاهش مرتبه مدل ایجاد سیستمی است که پاسخ

اصلی و تقریب کاهش مرتبه یافته تقریبا یکسان باشند یعنی 

�(�) ≈ . همچنین ساختار سیستم کاهش مرتبه یافته با معادله  (�)��

دل دوخطی کاهش ) یکسان باشد. مدل در نظر گرفته شده براي م1(

  مرتبه یافته در ادامه نشان داده شده است: 

)2(  ��: �
�̇�(�) = ����(�) + ����(�)�(�) + ���(�)

��(�) = ����(�)
 

,��که  �� ∈ ��×�, ��, ��
� ∈ هاي سیستم دوخطی کاهش ماتریس ��

(�)��اند و باید تعیین شوند. مرتبه یافته هستند که نامعلوم ∈ بردار  ��

,(�)�حالت و  ��(�) ∈ به ترتیب ورودي و خروجی سیستم دوخطی  �

�کاهش مرتبه یافته هستند. همچنین  ≪ مرتبه مدل کاهش مرتبه  �

یافته است. باید توجه نمود که اگر سیستم دوخطی اصلی پایدار باشد، 

  مدل کاهش مرتبه یافته نیز باید پایدار باشد. 
  

  دوخطی هايبرش متعادل براي سیستم - 3

) به صورت 1پذیري سیستم دوخطی معادله (هاي کنترلگرامیان

  :  ]37[زیر تعریف شده است 

)3(  � = � � ⋯ � ����
�

�

�

�

�

�

���

��� ⋯ ��� 

  که 

  ��(��) = ����� 
��(��, ⋯ , ��) = ���� ����� 

) به 1پذیري سیستم دوخطی معادله (هاي رویتهمچنین گرامیان

  شود: میصورت زیر تعریف 

  � = � � ⋯ � ��
���

�

�

�

�

�

���

��� ⋯ ��� 

  که 

  ��(��) = ����� 
��(��, ⋯ , ��) = ��������� 

را در نظر  A) با ماتریس پایدار 1سیستم دوخطی معادله ( .1قضیه 

) تعریف 3سیستم که با معادله ( Pپذیري کنترل بگیرید. اگر گرامیان

معادله  Pپذیري گرامیان کنترل داشته باشد، آنگاهشده است وجود 

  ]34[ کندیافته زیر را ارضا میلیاپانوف تعمیم

)4(  �� + ��� + ���� + ��� = 0 

توان نتیجه گرفت پذیري، میبراي گرامیان رویت 1تعمیم قضیه  با

وان با حل معادله لیاپانوف تپذیري سیستم را میکه گرامیان رویت

 یافته زیر تعیین نمود: تعمیم

)5(  ��� + �� + ���� + ��� = 0 

با استفاده از  توانمیرا ) 5) و (4یافته (معادلات لیاپانوف تعمیم

  . ارائه شده است حل نمود ]38[که در مرجع روش تکراري 

پذیري، مشابه با پذیري و رویتهاي کنترلپس از محاسبه گرامیان

استاندارد، مراحل زیر براي تعیین مدل دوخطی روش برش متعادل 

  شود: کاهش مرتبه یافته انجام می

پذیري و هاي کنترلتعیین تقریب رتبه ناقص از گرامیان گام اول.

�پذیري: رویت ≈ �و  ��� ≈ ��� .  

 : ���ماتریس  (SVD) 1محاسبه تجزیه مقادیر تکین گام دوم.

  ��� = �Σ� = [�� ��] �
Σ� 0
0 Σ�

� [�� ��]� 

  است.  ���مقدار ویژه بزرگ  rشامل  �Σماتریس 

   :��و  ��هاي تبدیل تشکیل ماتریس گام سوم.

  �� = ���Σ
�

�
�
� 

  �� = ���Σ
�

�
�
� 

) براي 1هاي تبدیل به سیستم معادله (ضرب ماتریسگام چهارم. 

   تعیین مدل دوخطی کاهش مرتبه یافته. 

  �� = ��
���� , �� = ��

���� , �� = ��
�� , �� = �� 

کاهش مرتبه مدل سیستم دوخطی مبتنی بر  - 4

  ��نیابی بهینه ودر
  

هایی است رهیافت دیگر کاهش مرتبه مدل بر اساس محاسبه مدل

  را ارضا کند.  ��که شرایط بهینگی 
  

   هاي دوخطیسیستم ��نرم  -1- 4

) به صورت زیر تعریف شده 1سیستم دوخطی معادله ( ��نرم 

  است: 

] اثبات 34[ مرجع ) است. در1نمایش تابع انتقال معادله ( ��که 

پذیري و هاي کنترلسیستم دوخطی بر اساس گرامیان ��شد که نرم 

  تواند به صورت زیر محاسبه شود: ) می1پذیري معادله (تروی

)6(  ‖�‖��

� = ��(����) = ��(����) 

 2نشان دهنده تریس ماتریس است. همان طور که در بخش  trکه 

                                                             
1
 Singular Values Decomposition (SVD) 

  ‖�‖��

� = � sup
����,⋯����

� ⋯ �‖��(�� + ���, ⋯ , ��

�

��

�

��

�

���

+ ���)‖�
� ��� ⋯ ��� 
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- هاي سیستم دوخطی اصلی و مدل کاهش مرتبه یافتهاشاره شد، پاسخ

هاي سیستم اش تقریبا باید یکسان باشند. به عبارت دیگر، پاسخ

دوخطی اصلی و سیستم دوخطی کاهش مرتبه یافته یکسان هستند 

  اگر شاخص خطاي زیر کمینه شود:  

)7(  � = ‖�(�) − ��(�)‖��

�  

بر است، به جاي سازي سیستم دوخطی اصلی زمانشبیه چون

)، معیار خطاي زیر در نظر گرفته شده است 7سازي معادله (کمینه

]39 :[  

  � = ‖���� ‖��

� = ‖� − ��‖��

�  

  خطا به صورت زیر تشکیل شده است:- ، سیستم����براي ایجاد 

)8(  ����: �
�̇���(�) = ��������(�) + (��������(�) + ����)�(�)

����(�) = ��������(�)                                                      
 

  که

  
���� = �

� 0
0 ��

� , ���� = �
� 0
0 ��

� , ���� = �
�
��

� , ����

= [� −��], ���� = �
�
��

� 

تواند به صورت زیر خطا می- سیستم ��)، نرم 6با توجه به معادله (

  محاسبه شود: 

  � = ‖���� ‖��

� = ��(������������
� ) = ��(����

� ��������) 

پذیري پذیري و رویتهاي کنترلبه ترتیب گرامیان ����و  ����که 

توان خطا، می- سیستم ��سازي نرم با کمینه سیستم خطا است.

-سیستم کاهش مرتبه یافته دوخطی را تعیین نمود. با این وجود کمینه

با توجه به مشخص نبودن سیستم کاهش مرتبه یافته  ��سازي نرم 

ن رو با تعیین شرایط بهینگی در امري پیچیده و غیر ممکن است. از ای

هاي دوخطی و ارائه یک الگوریتم براي ارضاي این شروط به سیستم

 هاي دوخطی پرداخته شده است.سیستم ��حل مسئله کاهش مرتبه 

در سیستم دوخطی، قضیه زیر مورد  ��براي تعیین شرایط بهینگی 

  .استفاده قرار گرفته است

ه ترتیب نشان دهنده سیستم ب ��و  �فرض کنید  .2قضیه 

) و سیستم کاهش مرتبه یافته دوخطی معادله 1دوخطی اصلی معادله (

) به صورت زیر 8خطاي معادله ( - سیستم ��) است. آنگاه نرم 2(

  : ]40[ شودتعیین می

  

� = ���(��)�([� −��] ⊗ [� −��])

× �− �
� 0
0 Λ

� ⨂ �
�� 0
0 ��

�

− �
�� 0
0 ��

� ⨂ �
� 0
0 ��

�

− �
� 0
0 ��

� ⨂ �
� 0
0 ��

��
��

× ��
�
��

� ⨂ �
�
��

�� ���(��) 

 Iعملگر بردارسازي،  vecنشان دهنده ضرب کرونکر،  ⊗که 

هاي حدس اولیه سیستم دوخطی ماتریس ��و  ��، ��ماتریس همانی، 

نشان دهنده تجزیه طیفی  ����Λکاهش مرتبه یافته است. همچنین 

��و  ��ماتریس  = �����  ،�� = ��و  �� =   هستند.  ������

است.  nسیستم دوخطی از مرتبه  �فرض کنید  .3قضیه 

 ��باشد. آنگاه  rاز مرتبه  ��تقریب بهینه  ��همچنین فرض کنید 

  : ]41[ کنداي زیر را ارضا میهاي ولترا چند نقطهشرایط درونیابی سري

 

��,⋯,��,���که 
���و  

, ���
, ⋯ , ���

هاي تابع ها و قطببه ترتیب مانده 

هاي مدل کاهش ها و ماندهاست. تعیین قطب ��مرتبط با  ���انتقال 

ناممکن است زیرا این مدل هنوز نامعلوم است. با این  ��مرتبه یافته 

قضیه  ��] یک الگوریتم پیشنهاد شد که شرایط بهینگی 35حال در [

وط به اینکه الگوریتم همگرا شود. این الگوریتم را تضمین کند مشر 3

BIRKA  نامیده شد. باید توجه نمود کهBIRKA  مدل کاهش مرتبه

  . ]42[آورد محلی را بدست می ��یافته 
  

  روش پیشنهادي  - 5

یک خروجی نشان داده  - فرض کنید سیستم دوخطی یک ورودي

) مرتبه بالا و پایدار باشد. تعیین مدل دوخطی کاهش 1شده در معادله (

مرتبه یافته با ساختاري مشابه با سیستم دوخطی اصلی نشان داده شده 

) هدف مساله است. براي این منظور، یک روش ترکیبی 2در معادله (

پیشنهاد  ��عادل و کاهش مرتبه مدل بهینه مبتنی بر روش برش مت

تر اشاره شد، روش برش متعادل شده است. همان طور که پیش

دوخطی داراي اشکالاتی از قبیل دقت پایین و حجم محاسباتی بالا 

است. با این حال این روش پایداري مدل کاهش مرتبه یافته را تضمین 

الا است ولی ب BIRKAکند. از طرف دیگر، اگرچه دقت روش می

چالش مهم دیگري در مساله کاهش مرتبه مدل  BIRKAهمگرایی 

است. بنابراین با ترکیب این دو روش از مزایاي هر دو روش سود جسته 

  ها حذف خواهند شد. و معایب این روش

در گام اول مرتبه مناسب براي سیستم دوخطی کاهش مرتبه یافته 

داد مودها با انرژي بیشتر باید بایستی تعیین شود. براي این منظور، تع

 1هاي غالب و مقادیر تکین هانکلهاي قطبمشخص شوند. روش

(HSV)  براي ارزیابی مودهاي با انرژي بیشتر مناسب هستند. مرتبه

مدل کاهش مرتبه یافته با تعداد مودهاي با انرژي بالا برابر است. در 

دیر ویژه روش پیشنهادي ابتدا با در نظر گرفتن بخش حقیقی مقا

)، یک حدس اولیه بدبینانه براي مرتبه مدل کاهش مرتبه 1معادله (

شود. در این روش حدس اولیه براي مرتبه مدل کاهش یافته تعیین می

شان به صفر نزدیک اي است که بخش حقیقییافته تعداد مقادیر ویژه

هاي دوخطی از هاي کاهش مرتبه سیستمباشد. سپس از یکی از روش

] استفاده نموده تا مدل کاهش مرتبه یافته اولیه با BPOD ]43قبیل 

مرتبه حدس زده شده تعیین شود. پس از آن مرتبه یکی یکی کاهش 

داده شده و در هر مرحله مدل کاهش یافته تعیین شده و معیار خطاي 

ISE یابد تا شاخص شود. این روند به طور تکراري ادامه میمحاسبه می

                                                             
1 Hankel Singular Values (HSV) 

  

� � ⋯ � ���,��,⋯,��
��

�

����

�−���
, −���

, ⋯ , −���
� =

�

����

�

���

 

� � ⋯ � ���,��,⋯,��
���

�

����

�−���
, −���

, ⋯ , −���
�

�

����

�

���

 and 

� � ⋯ � ���,��,⋯,��

�

����

��
�

���

��

�

���

�−���
, −���

, ⋯ , −���
��

�

����

�

���

= 

� � ⋯ � ���,��,⋯,��

�

����

��
�

���

���

�

���

�−���
, −���

, ⋯ , −���
��

�

����

�

���

 



 

 
83  

 

شر
ن

 هی
س

ند
مه

 ی
کان

م
ی

 ک
بر

ه ت
گا

ش
دان

ی
 ز،

ه پ
ار

شم
اپی

 ی
10

1
د 

جل
 ،

52
ه 

ار
شم

 ،
4

ن، 
تا

س
زم

 ،
14

01
ه 

ح
صف

 ،
79 -

88  
– 

ش
وه

پژ
 ی

ل 
ام

ک
 - 

ن 
س

ح
ص

ن
ری

 ي
ش

نو
و 

و 
کل

لو
س

ی
یب ن

دل
گ

ی
 

اي که توجهی افزایش یابد. بنابراین پایین مرتبهخطا به طرز قابل 

شاخص خطا قابل چشم پوشی است مرتبه مناسب مدل کاهش یافته 

  است. 

در گام دوم، یک حدس اولیه مناسب از سیستم کاهش مرتبه یافته 

بحث  بایستی تعیین شود. همان طور که پیشتر BIRKAدوخطی براي 

داده خواهد شد،  سازي نشانشد و در بخش بعدي توسط شبیه

به حدس اولیه از سیستم کاهش مرتبه یافته بسیار  BIRKAهمگرایی 

حساس است. بنابراین ارائه یک حدس اولیه مناسب از سیستم کاهش 

حیاتی است. براي این منظور، در این مقاله  BIRKAمرتبه یافته براي 

دو رهیافت براي تعیین حدس اولیه مناسب از سیستم کاهش مرتبه 

  ته پیشنهاد شده است. یاف

در رهیافت اول، روش برش متعادل دوخطی بر روي سیستم 

) به کار رفته است. مدل کاهش مرتبه یافته 1( معادله دوخطی اصلی

بدست آمده توسط روش برش متعادل دوخطی دقت نسبتا پایینی دارد 

یافته حجم محاسبات یاز به حل معادله لیاپانوف تعمیمو به دلیل ن

  دارد. بالایی 

در رهیافت دوم، به جاي استفاده از مدل کاهش مرتبه یافته بدست 

آمده توسط روش برش متعادل دوخطی، از روش برش متعادل خطی 

تعیین شود. در این  BIRKAاستفاده شده تا یک حدس اولیه براي 

مزیت رهیافت دوم نسبت به   دوخطی حذف شده است. جملهحالت 

ه جاي حل معادلات ات است زیرا برهیافت اول کاهش حجم محاسب

  یافته، معادلات لیاپانوف بایستی حل شود. لیاپانوف تعمیم

پس از تعیین حدس اولیه مناسب از سیستم کاهش مرتبه یافته 

با سیستم کاهش مرتبه یافته که در  BIRKAدوخطی در مرحله قبل، 

گام قبل حدس زده شد، براي کاهش مرتبه سیستم دوخطی معادله 

گیرد. همچنین براي کاهش زمان مورد نیاز مورد استفاده قرار می) 1(

از عدد حالت  ��براي کاهش مرتبه، به جاي استفاده از مقادیر ویژه 

-ترین مقدار ویژه به کوچکاستفاده شده است. عدد حالت نسبت بزرگ

  ترین مقدار ویژه است. 

  تواند به صورت زیر تشریح نمود: بنابراین روش پیشنهادي می

یک مرتبه اولیه براي سیستم کاهش مرتبه یافته بر گام اول: 

شود. ) در نظر گرفته می1اساس بخش حقیقی مقادیر ویژه معادله (

سپس این مرتبه یک به یک کاهش داده شده و در هر مرتبه، تقریب 

یک هاي کلاسکاهش مرتبه یافته از سیستم اصلی با یکی از روش

شود. این روند تا زمانی که تعیین می BPODکاهش مرتبه از قبیل 

یابد. مرتبه مناسب براي شاخص خطا افزایش قابل توجهی یابد ادامه می

اي است که شاخص ترین رتبهمدل کاهش مرتبه یافته دوخطی پایین

 خطا قابل چشم پوشی است. 

یافته تعیین یک حدس اولیه از سیستم کاهش مرتبه گام دوم: 

  هاي پیشنهادي زیر: با استفاده از یکی از روش BIRKAبراي 

اعمال روش برش متعادل دوخطی بر روي سیستم  رهیافت اول:

دوخطی اصلی به عنوان حدس اولیه از مدل کاهش مرتبه یافته مورد 

  . BIRKAاستفاده در 

اعمال روش برش متعادل خطی بر روي سیستم  رهیافت دوم:

نوان حدس اولیه از مدل کاهش مرتبه یافته مورد دوخطی اصلی به ع

دوخطی به صورت ماتریس  جمله. در این رهیافت BIRKAاستفاده در 

  صفر با ابعاد سازگار در نظر گرفته شده است. 

با حدس اولیه بدست آمده در گام دوم  BIRKAاعمال  گام سوم:

حالت  براي تعیین سیستم کاهش مرتبه یافته. همچنین استفاده از عدد

  . BIRKAبه جاي مقادیر ویژه براي کاهش حجم محاسبات 

سازي مدل کاهش مرتبه یافته بدست آمده و شبیه گام چهارم:

  هاي آن. بررسی مشخصه

پیشنهادي در بخش بعدي توسط  هاي روشعملکرد و ویژگی

  سازي نشان داده شده است. شبیه
  

  تحلیل همگرایی روش پیشنهادي - 1- 5

همگرا  BIRKA] نشان داده شده است که الگوریتم 44[ مرجع در

  است اگر شرط زیر برقرار باشد: 

)9(  �(−�� ⊗ � − Λ ⊗ �)������ ⊗ ���
�

< 1 

) به دلیل 10با این حال محاسبه مستقیم ماتریس معکوس نرم معادله (

��−)اینکه ابعاد  ⊗ � − Λ ⊗ �) ∈ ℝ��×�� منجر به  بسیار بالا است و

مشکلات حافظه خواهد شد غیر ممکن است. بنابراین براي اجتناب از 

) به صورت زیر تخمین زده شده 10محاسبه ضرب کرونکر، معادله (

  است: 

  �(−�� ⊗ � − Λ ⊗ �)������ ⊗ ���
�
 

   ≤ ‖(−�� ⊗ � − Λ ⊗ �)��‖������ ⊗ ���
�
 

   ≤ ‖(−�� ⊗ � − Λ ⊗ �)��‖��������
�

‖(�)‖� 

  توان نتیجه گرفت که اگربنابراین می

)10(  ‖(−�� ⊗ � − Λ ⊗ �)��‖��������
�

‖(�)‖� < 1 

  همگرا است.  BIRKAبرقرار باشد الگوریتم 

هاي خلوت هستند اغلب ماتریس �Nو  �هاي با توجه به این که ماتریس

بنابراین حاصلضرب نرم این ماتریس مقدار کوچکی خواهد شد. در 

��−)‖نتیجه  ⊗ � − Λ ⊗ تاثیر بسزایی در تعیین همگرایی  �‖��(�

  خواهد داشت.  BIRKAالگوریتم 

  : Mبراي ماتریس نرمال  .1لم 

  ‖���‖� =
1

������…�|��(�)|
 

��−)‖نتیجه زیر براي محاسبه  1با استفاده از لم  ⊗ � − Λ ⊗ �)��‖� 

  بدست آمده است. 

�براي ماتریس  .1نتیجه گیري  ∈ ℝ�×�  وΛ = ����(Λ�, ⋯ , Λ�) 

  داریم: 

  ‖(−�� ⊗ � − Λ ⊗ �)��‖� =
1

�
 

�که  = ������…�|����(−� − Λ��)|  ��� Λ� ∈ ℝ  .است  

��−)‖، �که با افزایش شود میمشاهده  ⊗ � − Λ ⊗ کاهش  �‖��(�

تري براي توان شرط مناسبمی �پایین  یابد. بنابراین با تعیین کرانمی

  تعیین نمود.  BIRKAهمگرایی الگوریتم 

به ترتیب نشان دهنده چگالی طیف و رتبه  mو  (�)�اگر . 4قضیه 

(�)�باشند آنگاه  Aماتریس  ≥
�

�
  ]. 45است [ |(�)��|

  θ = ����=1,…,� |����(−� − Λ��)| 

       = ������,…,� |����(� + Λ��)| 

        = ������,…,� |����(� + Λ��)| 

        = ������,…,� |�(� + Λ��)| 

)11(  θ ≥
1

�
|��(� + Λ��)| 
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توان نتیجه گرفت که عوامل تاثیر ) می11- 9(هاي همعادلبا توجه به 

راحی دارند طکه قابلیت تنظیم و  BIRKAگذار بر همگرایی الگوریتم 

�������عبارتند از 
�

�و  

�
��(Λ��)  .توان نتیجه گرفت که بنابراین می

 BIRKAانتخاب حدس اولیه از مدل کاهش مرتبه یافته در الگوریتم 

 1با بررسی در ادامه دارد.  BIRKAتاثیر مستقیم در همگرایی الگوریتم 

نشان داده خواهد شد که در صورت استفاده از الگوریتم برش مثال 

 BIRKAمتعادل دوخطی یا الگوریتم برش متعادل خطی الگوریتم 

  همگرا خواهد شد. 
  

  سازينتایج شبیه - 6

یک بعدي را به صورت زیر در نظر  تمعادله برگرز لزج :1مثال 

  ]: 14بگیرید [

)12(  

��

��
+ �

��

��
=

�

��
��

��

��
�    ���  (�, �)

∈ (0, �) × (0, �) 
�(�, 0) = �(�)    for � ∈ (0, �) 
�(0, �) = �(�)    for � ∈ (0, �) 
�(�, �) = �(�)    for � ∈ (0, �) 

نشان دهنده مختصات  tنشان دهنده مختصات فضایی،  �که  

,�)�زمانی،  سرعت سیال در مختصات فضایی و زمانی مشخص شده  (�

�است. همچنین  > یک ثابت  لزجتسیال است.  لزجتبیانگر  0

  هاي سیال است. فیزیکی است که از ویژگی

- ) گسسته12م یکسان معادله برگرز (ابتدا با استفاده از اندازه گا

سازي شده به صورت برگرز گسستهده است. سپس معادلات سازي ش

 شوند: سیستم فضاي حالت غیرخطی زیر تقریب زده می

)13(  

�

��

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
��

��

⋮
��

⋮
��⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡ −

����

2ℎ
+

�

ℎ�
(�� − 2��)

−
��

2ℎ
(�� − ��) +

�

ℎ�
(�� − 2�� + ��)

⋮

−
��

2ℎ
(���� − ����) +

�

ℎ�
(���� − 2�� + ����)

⋮

−
������

2ℎ
+

�

ℎ�
(−2�� + ����)

⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

+

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡−

��

2ℎ
+

�

ℎ�

0
⋮
0
⋮
0 ⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

� 

 

,0)در بازه  1تعداد نقاط داخلی kکه  اندازه گام است که به  h، و (�

ℎصورت  =
�

���
  در نظر گرفته شده است.  

سیال براي تقریب معادله برگرز با  لزجتتعداد نقاط داخلی و 

در نظر گرفته شده است.  3و  30سیستم کنترل غیرخطی به ترتیب 

است. تحلیل و  30بنابراین مرتبه سیستم غیرخطی معادله برگرز 

سیار پیچیده است. بنابراین هاي غیرخطی مرتبه بالا بطراحی سیستم

) اعمال شده تا مدل دوخطی 13سازي کارلمن بر روي معادله (دوخطی

از معادلات برگرز بدست آید. با توجه به تعداد نقاط داخلی در نظر 

                                                             
1 Interior points 

ب گرفته شده براي معادله برگرز و مرتبه سیستم غیرخطی، مرتبه تقری

��دوخطی معادله برگرز  + � = -است. همانطور که مشاهده می 930

سازي کارلمن مرتبه بالا مدل دوخطی بدست آمده توسط دوخطی شود

  است و باید کاهش یابد. 

با توجه به تمرکز مقاله بر روي مساله کاهش مرتبه، چند شرط 

 يپارامتر لزجتجهت سادگی در نظر گرفته شده است. ابتدا ضریب 

ثابت فرض شده است. همچنین شرایط اولیه سیستم صفر در نظر 

شرایط مرزي سمت راستی صفر در نظر علاوه بر این  گرفته شده است.

   ].14گرفته شده است [
  

 BIRKAتحلیل حساسیت  - 1- 6

هاي توانمند براي کاهش مرتبه یکی از روش BIRKAاگرچه 

واب مطلوب هاي دوخطی است با این حال در برخی موارد به جسیستم

دهد که انتخاب مناسب حدس شود. این بخش نشان میهمگرا نمی

به میزان قابل توجهی روي همگرایی الگوریتم اثر  BIRKAاولیه براي 

گذارد. براي این منظور، مدل دوخطی معادله برگرز با استفاده از می

BIRKA 1شود. شکل و با چندین حدس اولیه متفاوت تقریب زده می 

براي سه حدس اولیه که به صورت تصادفی انتخاب  BIRKAنتایج 

خطاي مطلق براي نتایج  2دهد. همچنین شکل اند را نشان میشده

دهد. با سه حدس اولیه مختلف را نشان می BIRKAبدست آمده توسط 

(�)�در این تحلیل ورودي مدل دوخطی از معادله برگرز  = exp (−�) 

شود که ه وضوح مشاهده می، ب2و  1هاي است. با توجه به شکل

به حدس اولیه از سیستم کاهش مرتبه یافته  BIRKAهمگرایی و دقت 

  بستگی دارد.
  

  
هاي مدل دوخطی معادله برگرز براي سه حدس اولیه پاسخ -1شکل 

  BIRKAمختلف براي 
  

سازي مونت کارلو براي ارزیابی درصد براي تحلیل بیشتر، از شبیه

هاي تصادفی استفاده شده است. با حدس اولیه BIRKAموفقیت روش 

اجرا انجام شده است. میانگین  500سازي مونت کارلو براي شبیه

نشان داده شده  3یافته در شکل هاي معادلات سیلوستر تعمیمجواب

- باند پایینی با پاسخشود. است. در این شکل دو باند جواب مشاهده می

شوند متناظر است در حالی که باند بالایی مرتبط به هایی که همگرا می

سازي مونت کارلو اند. با توجه به شبیههایی است که واگرا شدهپاسخ

است. این به این معنی است که  ٪41انجام شده، نرخ موفقیت الگوریتم 

با استفاده از در کاهش مرتبه مدل دوخطی سیستم معادلات برگرز 

BIRKA  شانس انتخاب حدس اولیه از مدل کاهش مرتبه دوخطی که

  است.  ٪41شود فقط  BIRKAمنجر به همگرایی 
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هاي دوخطی نمودار اندازه خطا برحسب زمان براي تقریب -2شکل 

  هاي اولیه متفاوتبا حدس BIRKAمعادله برگرز بدست آمده توسط 

 
 500یافته براي هاي معادله سیلوستر تعمیممیانگین جواب -3شکل 

  اجراي مستقل
  

با توجه به مشاهدات بالا، در ادامه مدل دوخطی معادله برگرز با 

استفاده از روش پیشنهادي کاهش داده شده است. این روند به صورت 

  گام به گام توضیح داده شده است: 

در این گام، مرتبه مناسب مدل دوخطی کاهش مرتبه  :1گام   

یافته تعیین شده است. ابتدا یک مرتبه اولیه با توجه به مقادیر ویژه 

ماتریس سیستم باید مشخص شود. باید به این نکته توجه نمود که 

هایی هستند که بخش حقیقی مقادیر مودهاي مهم و حیاتی سیستم آن

توجه به مقادیر ویژه ماتریس سیستم  شان نزدیک صفر باشند. باویژه

دوخطی معادله برگرز، یک حدس اولیه بدبینانه براي مرتبه مدل 

هاي دوخطی کاهش است. سپس مدل 10دوخطی کاهش مرتبه یافته 

توسط روش تجزیه متعامد  1، ... و 9، 10هاي مرتبه یافته با رتبه

اهش شوند. سپس براي هر مدل دوخطی کمناسب دوخطی تعیین می

 4شود. شکل محاسبه می ISEهاي متفاوت معیار مرتبه یافته با مرتبه

-زمانی که مرتبه مدل کاهش مرتبه یافته تغییر می ISEمقادیر شاخص 

انتخاب مناسبی  2شود که مرتبه دهد. مشاهده میکند را نشان می

  براي مدل دوخطی کاهش مرتبه یافته است. 

براي مدل دوخطی کاهش  مطابق با مرتبه مشخص شده :2گام  

مرتبه یافته، یک حدس اولیه از مدل کاهش مرتبه یافته توسط دو 

  شود. رهیافت پیشنهاد شده در بخش قبلی تعیین می

در رهیافت اول، روش برش متعادل دوخطی براي ایجاد یک حدس 

اولیه مناسب از سیستم دوخطی معادله برگرز استفاده شده است. 

  وسط این روش در ادامه ارائه شده است: حدس اولیه پیشنهادي ت

 
بر اساس مرتبه مدل دوخطی کاهش مرتبه  ISEتغییر شاخص  -4شکل 

  یافته معادله برگرز
  

  

�̇��(�)

= �
−7.4672 −2.7663
−1.3793 −77.7916

� ���

+ �8.6100 × 10�� 2.2408 × 10��

9.4358 × 10�� 2.4557 × 10��� ����

+ �3.0383 × 10�

3.3297 × 10�� � 

���(�) = [4.4136 × 10�� −2.46 × 10��]��� 
  

- ماتریس 2شود که نرم با توجه به مدل بدست آمده مشاهده می

کران است. از طرف دیگر  64/2×10-4و  931به ترتیب  ���و  �هاي 

) و نتیجه 10با توجه به معادله (. 59/2×106برابر است با  �پایین 

برقرار  BIRKAشود که شرایط همگرایی الگوریتم مشاهده می 1گیري 

  است. 

در رهیافت دوم، از روش برش متعادل خطی براي ایجاد حدس 

دوخطی مدل  جملهاولیه مناسب استفاده شده است. به این منظور 

�دوخطی معادله برگرز صفر در نظر گرفته شده است یعنی  = 0  .

فر با ابعاد سازگار در دوخطی حدس اولیه نیز ماتریس ص جملهبنابراین 

نظر گرفته خواهد شد. سپس روش برش متعادل دوخطی بر مدل خطی 

 معادله برگرز اعمال شده تا حدس اولیه به صورت زیر بدست آید: 

  
�̇��(�) = �

−3.909 11.06
−11.06 −34.23

� ��� + �
0 0
0 0

� ����

+ �
2.134
2.534

� � 

���(�) = [2.134 −2.534]��� 
مدل کاهش مرتبه یافته بدست آمده توسط هر یک از  گام سوم:

اعمال  BIRKAاولیه در آغاز  هاي پیشنهادي به عنوان حدسرهیافت

براي تعیین مدل کاهش مرتبه یافته سیستم  BIRKAشوند. سپس می

گیرد تا تقریب کاهش دوخطی معادله برگرز مورد استفاده قرار می

  مرتبه یافته به صورت زیر بدست آید: 

  

�̇��(�) = �
−40.9143 14.2829
−12.2869 −2.6459

� ���

+ �
0.0292 0.0164
0.0033 0.0019

� ����

+ �
−904.2622
−103.6879

� � 

���(�) = [−0.0020 0.0398]��� 
مبناي اصلی روش کاهش  BIRKAبایستی توجه نمود که چون 

کند، مرتبه است و تنها حدس اولیه مدل کاهش مرتبه یافته تغییر می

آمده در هر دو رهیافت یکسان خواهد بود. در این مدل نهایی بدست 

سازي و نرخ همگرایی کند زمان شبیهاي که تغییر میروش تنها مولفه

  است. 

پاسخ مدل دوخطی کاهش مرتبه یافته به ورودي  5در شکل 
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�(�) = هاي نشان داده شده است و با برخی روش (�−)���

مقایسه  BPODو  BBT ،BIRKAکلاسیک کاهش مرتبه یافته از قبیل 

نمودار اندازه خطا بر حسب زمان را نشان  6شده است. همچنین شکل 

هاي پیشنهادي تطابق یج روشها، نتادهد. در مقایسه با دیگر روشمی

هاي بیشتري با پاسخ سیستم اصلی دارد و در مقایسه با دیگر روش

  کاهش مرتبه خطاي کمتري دارد. 
  

 
هاي کاهش هاي مدل دوخطی معادله برگرز و تقریبپاسخ -5شکل 

  مرتبه یافته آن

 
هاي مرتبه خطا بر حسب زمان براي تقریبنمودار اندازه  -6شکل 

  کاهشی مختلف معادله برگرز

  

براي ارزیابی کمی و عددي، چند مشخصه مهم پاسخ از قبیل زمان 

کاهش مرتبه، مقدار اوج، مقدار حالت ماندگار، زمان نشست و شاخص 

ISE  به عنوان معیار مناسبی براي ارزیابی خطاي تقریب سیستم کاهش

اند. هاي کاهش مرتبه مقایسه شدهمرتبه بدست آمده و دیگر روش

  دهد. نتایج مقایسه را نشان می 1جدول 

شود که در روش مشاهده می 1علاوه بر این، با توجه به جدول 

LBT+BIRKA افته زمان کاهش مرتبه به طرز چشمگیري کاهش ی

هاي مدل کاهش مرتبه یافته بدست آمده است در حالی که ویژگی

رود که روش تقریبا یکسان است. از طرف دیگر انتظار می

BBT+BIRKA تري داشته باشد زیرا حدس اولیه مدل همگرایی سریع

بهترین انتخاب براي حدس اولیه است.  BBTکاهش مرتبه یافته توسط 

نیاز  BBTبا این حال زمان کاهش مرتبه نسبتا طولانی است زیرا روش 

یافته دارد. همچنین روش به حل معادلات لیاپانوف تعمیم

LBT+BIRKA  زمان کاهش مرتبه کمتري نسبت بهBBT+BIRKA 

ا نیاز به حل یافته تنهنیاز دارد زیرا به جاي حل معادلات لیاپانوف تعمیم

  معادلات لیاپانوف دارد. 

بهبود دیگري که در این مقاله پیشنهاد شده است استفاده از عدد 

است. با این تغییر زمان  BIRKAحالت به جاي مقادیر ویژه در روش 

نرخ  2مورد نیاز براي کاهش مرتبه مدل کاهش یافته است. در جدول 

تبه و زمان همگرایی همگرایی، مدت زمان مورد نیاز براي کاهش مر

  هاي پیشنهادي به طور مفصل ارائه شده است. روش

نشان داده شده است  1و جدول  6و  5هاي همان طور که در شکل

مدل دوخطی کاهش مرتبه یافته بدست آمده بهترین تقریب در میان 

هاي کاهش مرتبه اشاره شده است. بنابراین مدل پیشنهادي دیگر روش

کند در هاي سیستم دوخطی اصلی را حفظ میتقریبا تمام مشخصه

  است.   BIRKAتر از حالی که همگرایی روش پیشنهادي سریع

�معادله برگرز با ضریب لزجت : 2مثال  = زیر را در نظر  1

  بگیرید.

)14(  
��

��
+ �

��

��
=

���

���
   

�(�, 0) = �    
) به ورودي 14پاسخ مدل دوخطی ابعاد وسیع سیستم معادله (

�(�) = 2 exp(−20�)  نشان داده شده است.  7در شکل  

 
) در فضاي 10پاسخ مدل دوخطی ابعاد وسیع سیستم معادله ( -7شکل 

  سه بعدي

  

  

  

  

  

 هاي معادله برگرزهاي کاهش مرتبه براي تقریبهاي پاسخ روشمشخصه -1جدول 

  زمان کاهش مرتبه  ISE مقدار اوج  زمان نشست  مقدار نهایی  مرتبه  

  -  -  7310/0  3984/4  42/5×10- 5  930  سیستم اصلی

  61/5×10- 5  7323/0  3803/4  33/5×10- 5  2  روش پیشنهادي

(BBT+BIRKA)  
 2872/88  

(LBT+BIRKA)  
 3370/28  

  BBT 2  6-10×56/9  7656/2  6623/0  4168/0  86/84روش 

  BPOD 2  5 -10×09/3  1831/4  5185/0  0641/0  4804/8روش 

  BIRKA 2  6-10×33/9  9195/3  2035/0  2854/0  85/180روش 
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هاي کاهش مرتبه زمان کاهش مرتبه و نرخ همگرایی روش -2جدول 

 هاي معادله برگرزبراي تقریب

  روش

مجموع زمان 

کاهش مرتبه 

  (ثانیه)

زمان همگرایی 

BIRKA 
  (ثانیه)

نرخ همگرایی 

BIRKA 
  (تکرار)

BBT+BIRKA 2872/88  3685/3  25  

LBT+BIRKA  3370/28  4143/3  25  

BBT+BIRKA  با

  عدد حالت
5815/87  3165/3  27  

LBT+BIRKA  با

  عدد حالت
5274/26  9500/2  22  

  

نقطه داخلی  22، با انتخاب تعداد 1مشابه با روند ارائه شده در مثال 

است. بنابراین  506) برابر با 14دوخطی ابعاد وسیع معادله (مرتبه مدل 

بایستی تقریب کاهش مرتبه آن تعیین شود. با استفاده از روش 

  است.  35پیشنهادي، مرتبه مناسب مدل کاهش مرتبه یافته 

پاسخ سیستم دوخطی ابعاد وسیع و پاسخ سیستم کاهش مرتبه یافته 

(�)�پیشنهادي به ورودي  = 2 exp(−20�) نشان داده  8ر شکل د

شده است. براي نشان دادن کارایی روش پیشنهادي، نتیجه بدست 

مقایسه شده است. همچنین نمودار  BPODو  BBTهاي آمده با روش

  ارائه شده است. 9اندازه خطا در شکل 

 
هاي و تقریب 2هاي مدل دوخطی معادله برگرز مثال پاسخ -8شکل 

  کاهش مرتبه یافته آن

 
هاي مرتبه نمودار اندازه خطا بر حسب زمان براي تقریب -9شکل 

  کاهشی مختلف معادله برگرز

  

شود که روش پیشنهادي با مشاهده می 9و  8هاي با توجه به شکل

دقت بالایی سیستم دوخطی ابعاد وسیع را تقریب زده است. همچنین 

  تضمین شده است. 1همگرایی الگوریتم پیشنهادي مشابه با مثال 

  گیري نتیجه - 7

در این مقاله معادله برگرز به عنوان یک معادله دیفرانسیلی اساسی 

تواند به در مکانیک سیالات در نظر گرفته شده است. معادله برگرز می

صورت یک سیستم کنترل غیرخطی مدل شود که تحلیل و طراحی آن 

سازي کارلمن براي تقریب دوخطی پیچیده است. بنابراین دوخطی

ترل معادله برگرز مورد استفاده قرار گرفته است. مدل سیستم کن

سازي کارلمن مرتبه بالا است و دوخطی بدست آمده از روش دوخطی

باید کاهش داده شود. براي این منظور، یک روش ترکیبی مبتنی بر 

براي کاهش مرتبه سیستم دوخطی  BIRKAروش برش متعادل و 

براي تعیین  BPODوش و ر ISEپیشنهاد شده است. ابتدا از شاخص 

مرتبه مناسب براي مدل کاهش مرتبه یافته استفاده شده است. چون 

BIRKA  ،بسیار حساس به حدس اولیه از مدل کاهش مرتبه یافته است

پیشنهاد  BIRKAدو رهیافت براي تعیین حدس اولیه مناسب براي 

شده است. این دو رهیافت عبارتند از روش برش متعادل دوخطی و 

ش متعادل خطی. حدس اولیه از سیستم کاهش مرتبه یافته روش بر

- را تضمین می BIRKAها همگرایی پیشنهاد شده توسط این رهیافت

هاي اولیه پیشنهادي نرخ کنند. به عنوان یک نتیجه با استفاده از حدس

یابد. افزایش می BIRKAهمگرایی روش پیشنهادي نسبت به روش 

مدت زمان مورد نیاز براي  LBT+BIRKAعلاوه بر این، با استفاده از 

یابد. بهبود دیگر استفاده از کاهش مرتبه به طرز قابل توجهی کاهش می

است. درنتیجه  BIRKAعدد حالت به جاي مقادیر ویژه در الگوریتم 

  یابد.  زمان کاهش مرتبه کاهش یافته و نرخ همگرایی افزایش می

ي، سیستم دوخطی کاهش براي ارزیابی کارایی و قابلیت روش پیشنهاد

مرتبه یافته بدست آمده براي معادله برگرز با چندین روش کلاسیک 

مقایسه شده است. با  BPODو  BBT ،BIRKAکاهش مرتبه از قبیل 

توان نتیجه گرفت که روش پیشنهادي توجه به نتایج بدست آمده می

هاي کاهش مرتبه تري نسبت به دیگر روشموثرتر و عملکرد مطلوب

  د.دار
  

 مراجع -8
[1] Bateman H., Some recent researches on the motion of fluids. 

Monthly Weather Review, Vol. 43, No. 4, pp. 163–170, 1915. 
[2] Burgers J. M., A mathematical model illustrating the theory 

of turbulence, Advances in Applied Mechanics, Vol. 1, pp. 
171–199, 1948. 

[3] San O., Analysis of low-pass filters for approximate 
deconvolution closure modelling in one-dimensional 
decaying Burgers turbulence, International Journal of 
Computational Fluid Dynamics, Vol. 30, No. 1, pp. 20-37, 
2016.  

[4] Rashidi M. M, Erfani E., New analytical method for solving 
Burgers’ and nonlinear heat transfer equations and 
comparison with HAM, Computer Physics Communications, 
Vol. 180, pp. 1539–1544, 2009.  

[5] Yu L, Zhou B., The Burgers Equation for a New Continuum 
Model with Consideration of Driver’s Forecast Effect, 
Journal of Applied Mathematics, Vol. 2014, pp. 1-7, 2014.  

[6] Kuo C. K, Lee S. Y., A New Exact Solution of Burgers’ 
Equation with Linearized Solution, Mathematical Problems 
in Engineering, Vol. 2015, Article ID 414808, 7 pages, 2015.  

[7] Binatari N., A comparison between Cole-Hopf Tranformation 
and Homotopy Perturbation Method for Viscous Burger 
Equation in Traffic Flow, Journal of Physics: Conference 
Series, The 2nd International Seminar on Innovation in 
Mathematics and Mathemathics Education, Yogyakarta, 
Indonesia, 2018.   



 

 
88  

یه
شر

ن
 

دس
هن

م
 ی

کان
م

ی
 ک

یز
بر

ه ت
گا

ش
دان

، 
ه پ

ار
شم

اپی
 ی

10
1

د 
جل

 ،
52

ه 
ار

شم
 ،

4 ،
ن

تا
س

زم
 ،

14
01

ه 
ح

صف
 ،

79 -
88  

– 
ل

ام
 ک

ی
ش

وه
پژ

  - 
ص

ن ن
س

ح
ری

 ي
وش

و ن
و 

کل
لو

س
ی

یب ن
دل

گ
ی

  

[8] EL-Kalaawy O. H., Variational principle, conservation laws 
and exact solutions for dust ion acoustic shock waves 
modeling modified Burger equation, Computers & 
Mathematics with Applications, Vol. 72, No. 4, pp. 1031-
1041, 2016.  

ي نازل بر عملکرد آن در حالـت خـارج از   اثر هندسه, رفعی ر. .محمودي ع ]9[

 کی ـمکان یمهندس ـ. طرح در جریان داراي شـوك و جـدایش لایـه مـرزي    

 .  1400، 213- 205، ص 2، ش. 51. د. زیدانشگاه تبر

[10] Rahmani B, Moosaie A, Mansourian Tabaei A., Distributed 
control of nonlinear Burger’s equation, Modares Mechanical 
Engineering, Vol. 15, No. 4, pp. 214-220, 2015. 

 يها روش سهی, مقا.ن ياصغر .پور ح یامامعل .ج یشال ياحمد .ر. ا یقیحق ]11[

معادله برگـرز   يبرا افتهیبهبود  کلسونین - و کرانک انیآدوم هیتجز يعدد

، 67- 61، ص 2، ش. 49. د. زیــدانشــگاه تبر کیــمکان یمهندســ. يدوبعــد

1398  . 

[12] Singh B. K, Gupta M., A new efficient fourth order 
collocation scheme for solving Burgers’ equation, Applied 
Mathematics and Computation, Vol. 399, 126011, 2021. 

[13] Yang X, Ge Y, Zhang L., A class of high-order compact 
difference schemes for solving the Burgers’ equations. 
Applied Mathematics and Computation, Vol. 358, pp. 394-
417, 2019.  

[14] Breiten T, Damm T., Krylov subspace methods for model 
order reduction of bilinear control systems, Systems & 
Control Letters, Vol. 59, pp. 443-450, 2010. 

[15] Al-Baiyat S. A, Bettayeb M, Al-Saggaf U. M., New model 
reduction scheme for bilinear systems, International Journal 
of Systems Science, Vol. 25, pp. 631–1642, 1994.  

[16] Redmann M, Duff I. P., Full state approximation by Galerkin 
projection reduced order models for stochastic and bilinear 
systems, Applied Mathematics and Computation, Vol. 420, 
126561, 2022. 

[17] Benner P, Goyal P, Gugercin S., H2-quasi-optimal model 
order reduction for quadratic-bilinear control systems, SIAM 
Journal on Matrix Analysis and Application, Vol. 39, No. 2, 
pp. 983–1032, 2019.  

[18] Ahmad M. I, Baur U, Benner P, Implicit volterra series 
interpolation for model reduction of bilinear systems, Journal 
of Computational and Applied Mathematics, Vol. 316, pp. 
15-28, 2017. 

[19] Goyal PK, Ahmad MI, Benner P. Model reduction of 
quadratic-bilinear descriptor systems via carleman 
bilinearization, European Control Conference, Linz, Austria, 
pp. 1177-1182, 2015.  

[20] Nguyen V. B, Buffoni M, Willcox K, Khoo B. C., Model 
reduction for reacting flow applications, International 
Journal of Computational Fluid Dynamics, Vol. 28, No. 3-4, 
pp. 91-105, 2014.  

[21] Hsu C. H, Desai U. B, Crawley C. A., Realization algorithms 
and approximation methods of bilinear systems, Proc. 22nd 
IEEE Conf. Decision. Control, San Antonio, Texas, pp. 783-
788, 1983. 

[22] Duff I. P, Goyal P, Benner P., Balanced truncation for a 
special class of bilinear descriptor systems, IEEE Control 
Systems Letters, Vol. 3, No. 3, pp. 535-540, 2019. 

[23] Al-Baiyat S, Farag A. S, Bettayeb M., Transient 
approximation of a bilinear two-area Interconnected Power 
System, Electric Power Systems Research, Vol. 26, No. 1, 
pp. 11–19, 1993.  

[24] Zhang L. Q, Lam J, Huang B, Yang G. H., On gramians and 
balanced truncation of discrete-time bilinear systems, 
International Journal of Control, Vol. 76, No. 4, pp. 414–
427, 2003.  

[25] Philips J. R., Projection frameworks for model reduction of 
weakly nonlinear systems, Proceedings 37th Design 
Automation Conference, Los Angeles, California, USA, pp. 
184-189, 2000.  

[26] Lin Y, Bao L, Wei Y., A model-order reduction method 
based on Krylov subspace for MIMO bilinear dynamical 
systems, Journal of Applied Mathematics and Computing, 
Vol. 25, pp. 293-304, 2007.  

[27] Lin Y, Bao L, Wei Y., Order reduction of bilinear MIMO 
dynamical systems using new block krylov subspace, 
Computers & Mathematics with Applications, Vol. 58, pp. 
1093-1102, 2009.  

[28] Bai Z, Skoogh D., A projection method for model reduction 
of bilinear dynamical systems, Linear Algebra and its 
Applications, Vol. 415, pp. 406-425, 2006.  

[29] Feng L, Benner P., A note on projection techniques for model 
order reduction of bilinear systems, International Conference 
on Numerical Analysis and Applied Mathematics, Vol. 936, 
No. 1, pp. 208-211, 2007.  

[30] Benner P, Breiten T., Two-sided moment matching methods 
for nonlinear model reduction, SIAM Journal on Scientific 
Computing, Vol. 37, No. 2, pp. 239-260, 2015.  

[31]  Flagg G, Gugercin S., Multipoint volterra series 
interpolation and H2 optimal model reduction of bilinear 
systems, SIAM Journal on Numerical Analysis, Vol. 36, No. 
2, pp. 549-579, 2015.  

[32]  Choudhary R, Ahuja K., Stability analysis of Bilinear 
Iterative Rational Krylov Algorithm. Linear Algebra and its 
Applications, Vol. 538, pp. 56-88, 2018.  

[33]  Choudhary R, Ahuja K., Inexact Linear Solves in Model 
Reduction of Bilinear Dynamical Systems, IEEE Access. Vol. 
7, pp. 72297-72307, 2019.  

[34] Zhang L, Lam J., On H2 model reduction of bilinear systems, 
Automatica. Vol. 38, No. 2, pp. 205-216, 2002.  

[35] Benner P, Breiten T., Interpolation-based H2 model reduction 
of bilinear control systems, SIAM Journal on Matrix Analysis 
and Applications, Vol. 33, No. 3, pp. 859-885, 2012.  

[36] Xu K. L, Jiang Y.L., An Approach to H2,ω model reduction 
on finite interval for bilinear systems, Journal of Franklin 
Institute, Vol. 354, No. 16, pp. 7429-7443, 2017.  

[37] Benner P, Goyal P., Balanced truncation model order 
reduction for quadratic-bilinear control systems, Technical 
Report. https://arxiv.org/pdf/1705.00160.pdf April 2017. 

[38] Penzl, T., Numerical solution of generalized Lyapunov 
equations, Advances in Computational Mathematics, Vol. 8, 
pp. 33–48, 1998. 

[39] Yang P, Jiang Y. L, Xu K. L., A trust-region method for H2 
model reduction of bilinear systems on the Stiefel manifold, 
Journal of the Franklin Institute, Vol. 356, No. 4, pp. 2258-
2273, 2016.  

[40] Choudhary R, Ahuja K., Stability analysis of Bilinear 
Iterative Rational Krylov Algorithm, Linear Algebra and its 
Applications, Vol. 538, pp. 56-88, 2018.  

[41] Flagg G. M., Interpolation methods for the model reduction 
of bilinear systems, Ph.D. thesis, Virginia Polytechnic 
Institute and State University, Blacksburg, VA, USA 2012. 

[42] Goyal P., System-theoretic Model Order Reduction for 
Bilinear and Quadratic-bilinear Systems, Doctoral thesis, 
Otto von Guericke University Library, Magdeburg, Germany, 
2018.  

[43] Kerschen K, Golinval J, Vakakis A. F, Bergman L. A., The 
method of proper orthogonal decomposition for dynamical 
characterization and order reduction of mechanical systems: 
An Overview, Nonlinear Dynamic, Vol. 41, pp. 147–169, 
2005.  

[44] Bruns, A., Benner, P., Parametric model order reduction of 
thermal models using the bilinear interpolatory rational 
Krylov algorithm, Mathematical and Computer Modelling of 
Dynamical Systems, Vol. 21, No. 2, pp. 103-129, 2015. 

[45]  Horne, B.G., Lower bounds for the spectral radius of a 
matrix, Linear Algebra Appl., Vol. 263, pp. 261-273, 1997. 


