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 ياديار زيتوجه بس quadratic variation regularizationا ي smoothness priorsهموارساز  يلترهايفگنال، يز سيحذف نو يهاان روشياز م :دهیچک
که در آن از شود ين زده ميتخم يسازنهيک روش بهيگنال مطلوب با استفاده از يس ،هان روشيدر ا. گذشته به خود جلب کرده است را در دهه
د يمف (polynomial signals) يتوان يهاگناليسن يتخم يبرافقط ها ن روشيشود. اما اياستفاده مکننده مهيجرعنوان عامل هگنال بيمشتقات س

 يد برايکرد جديک روين مقاله، يدر ا ت،ين محدوديجبران ا يبراابد. ييکاهش م يرتوانيغ يهاگنالين سيها در تخمآن بازدهیجه يدر نتهستند. 
 ليفرانسيله داز معادگنال يمشتقات س يبه جاکرد، ين روي. در اباشديم يريل تاخيفرانسيه معادله ديکه بر پا شوديشنهاد ميپز لتر هموارسايف يطراح
استفاده  لتر هموارسازيف يدر طراح MA مدل يريل تاخيفرانسيد معادله از ،شود. به عنوان نمونهياستفاده مکننده مهيبه عنوان عامل جر يريتاخ
ک يکوچک اندازه پنجره، ريمقاد يبرا لترين فيکه اشود يداده مو نشان ز شده يآنال فرکانس حوزهدر  يشنهاديپ  MAلتر هموارسازيشود. فيم

 زيذف نوح يبرا يشنهاديساز پلتر همواري، فيعملک کاربرد يدهد. به عنوان يتوقف از خود نشان م يفرکانسگذر و بانديفرکانسرفتارخوب در باند
ج حاصل نشان ينتا .ه استشد شيآزما  PhysioNet PTBگاه دادهيموجود در پا يواقع يهاداده يرو ،ن روشيشود. ايکار گرفته مبه يقلب يهاگناليس
  کند.يعمل م، بهتر يقبل يهاسه با روشيدر مقا يشنهاديدهد که روش پيم

 .نيتخم، لتر هموارسازيف ،ريگنيانگيم، يريتاخ ليفرانسيدمعادله :يدیکل يهاواژه
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Abstract: Among the techniques that are used for signal denoising, smoothing filters have received significant attention during the 
past. However, these methods are particularly suited for polynomial signal smoothing. Therefore, their performance is significantly 
decreased for signals that cannot be well modelled with a polynomial function. To overcome this limitation, in this paper, we propose 
a new approach to smoothing filter design, which is based on the delay differential equation model. In this approach, we propose to 
substitute the derivative of the signal with a DDE model of the signal. As an example, a delay differential equation of moving average 
(MA) model is used as penalty term in the optimization problem. The results indicate that a better solution can be found by appropriate 
balancing a trade-off between the MA model of the signal and the minimum mean square error. The proposed MA smoothing filter is 
analyzed in frequency domain. It is shown that the proposed MA smoothing filter displays good properties within its pass-band and 
stop-band bands for small values of window length. As an application, the proposed MA smoothing filter was used for 
electrocardiogram (ECG) signal denoising. We tested the method over data from the PhysioNet PTB database. The results show that 
the proposed MA smoothing filter outperforms the original smoothness priors or QV regularization. 

Keywords: Delay differential equation, Smoothing filter design, estimation. 
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  مقدمه -1
شــوند که يآغشــته مز يمعمولا با نوها گنالي، ســيواقع يدر کاربردها

سيفيک شده را پا يهاگناليت  سألهن يبنابرا .آوردين مييثبت  ن يخمت م
 مسألهک يپژوهشگران  يهمواره برا يزينو يهاگنال مطلوب از دادهيس

  .بوده استز يو چالش برانگمهم 
سأله سيو باز زينوحذف  م سمت ي مطلوب،گنال يافت  عمده از ک ق
ــ ــت که بر پايپردازش س ــيگنال اس ــ ياتيه فرض  گنال ويبر اطلاعات س
ارائه   زينوحذف  يبرا ياديز يهاتاکنون روش. باشـــديم زياطلاعات نو

بالا و نامطلوب  يگذر که فرکانس هاانيلتر ميفشـــده اســـت از جمله: 
کــه عمــل  Savitzky-Golayلتر يف ؛]۱-۳[کنــديحــذف مرا نييپــا

ــاز ــتفاده از تخم يهموارس  ؛]۴[دهديانجام  م يان چند جملهيرا با اس
 و ]۵[ مربعات خطاســتن يانگين زننده ميک تخميکه   SUREروش 
به   siftingروشبااستفاده از  گنال رايس يکه به صورت وقف EMD روش
که عمل حذف   waveletروش ؛]۶[ کنديم ميتقس سان کنندهنو ياجزا
   .]۷[ دهديانجام م  waveletطيدر مح يريرا با استفاده از آستانه گ زينو

شدهيهاعلاوه بر روش شاره  ا ي  quadratic variation  (QV)روش ،ا
smoothness priors  ستوجه گنال و يسپردازش  نهيزمرا در  ياديزار يب

گنال يســـ هاتمين الگوريادر  .]۱۰-۱۵[ اندر به خود جلب کرده يتصـــو
ز ادر آن که شود ين زده ميتخم ينه سازيبه مسألهک يمطلوب با حل 

مه کننده) ي(جر کننده محدودعامل ک يگنال به عنوان يســـمشـــتق
ستفاده سازيک پارامتر بهيبه  مسألهجواب  شود.يم ا دارد  يبستگ ينه 

زده  نيتخمگنال يســـ يهموارزان يمن يتوازن ب ينقش آن برقرارکه 
   .باشديم نيتخم يخطا وشده 

 ينه ســازيکه پارامتر به شــده اســت ر نشــان دادهياخ اتقيتحقدر 
در در واقع  .]۱۶[ باشـــديم لتر مورد نظريفمتناســـب با فرکانس قطع 

ه يبر پا که شده استارائه  QV ياده سازيپ يد برايک روش جدي ]،۱۶[
شديم Bilinear Transformوش ر شهايدر مقان روش ي. ابا  يسه با رو

شديم impulse invarianceه  يقبل که بر پا در  دارد. يبالاتر ييکارا ،با
شان داديهمچن ]،۱۷و۱۶[ ست ن ن شده ا ارتباط افته يکه روش بهبود ه 

 ،يخط يلتر هايقابل ذکر اســـت که ف دارد. يخط يلترهايبه ف يکينزد
 آنها با استفاده يشده و سپس خروج ياده سازيفرکانس پحوزه ابتدا در 

قات ياگر چه در تحقگردد. يم محاسبهدر حوزه زمان از روش کانولوشن 
ک روش توانمند يبه عنوان  smoothness priorsا ي  QVر از روشياخ
ناليزســـيحذف نو يابر ما اشـــوديفاده ماســـت هاگ ها از ي، ا ن روشـــ

ـــت. از جمله ا ييتهايمحدود  يبرا فقط ن روشـــهاينکه ايبرخوردار اس
ساز در  ) کاربرد دارند.polynomial signals( يتوان يگنالهايس يهموار 

شها ]۱۸[ سترش ان نگذريلتر ميک في يطراح يبرا مذکور يرو ده دا گ
ا توان آنها ريوجود دارند که نم ياديز يگنالهايس تيعياما در واقشدند. 
سيتقر يتوان يسر يبا مدلها سيب زد. به عنوان مثال،  سيگنال  ا ي ينو

ا ب يک ســـريا يب زد يتقر يتوان يتوان با ســـريرا نم ييگنال نمايســـ
  از است. يبالا مورد ن يليدرجه خ

به بر ا يبرا له يدر ات، ين محدوديغل جدين مقا  يد برايک روش 
سازيپ ساز  يلتر هايف ياده  ه ه معادليکه بر پا شوديم شنهاديپهموار 
ه ب شــود کهيشــنهاد مي، پن روشيباشــد. در ايم  يريتاخ ليفرانســيد
ه ب يريتاخ ليفرانســيگنال، از معادله دياســتفاده از مشــتقات ســ يجا

سألهدر  محدودکنندهعامل عنوان  سازيبه م ستفاده  ينه  روش  .شودا
 يگنالهايســـ يم برايروش جامع اســـت که قابل تعمک ي يشـــنهاديپ

عدد تاخ يمت له  عاد نه از م به عنوان نمو  يبرا MAمدل  يرياســــت. 
ستفاده ميف يطراح ساز يشود. فيلتر هموارساز ا به طور  MAلتر هموار 
ــودکهيل قرار گرفته و نشــان داده ميه و تحليمورد تجز ييجز روش  ش

QV  لازم به ذکر اســت  باشـد.يم يشـنهاديک حالت خاص از روش پي
 يهموارساز يگر برايد يز روشين، total variation denoisingروش که 
 )piecewise polynomial smoothing( يقطعه قطعه ا يتوان يگنالهايس
ر يک روش غين مقاله يه شـده در ايسـه با روش ارايباشـد که در مقايم

  رجوع کنند.  ]۱۹[توانند به مقاله ياست. خوانندگان علاقه مند م يخط
 يدشنهايکه روش پ يياز آنجا ر است:يمقاله به قرار ز يه محتوايبق
 يمســاله هموارســاز در يريتاخل يفرانســيمعادله ده اســتفاده از يبر پا

 بخش سوم،شود. در يم يبازنگر يروش هموارسازبخش دوم، در است، 
 ليفرانســيک معادله ديه شــده و به عنوان نمونه يارا يشــنهاديروش پ

شــنهاد يپ ينه ســازيبه مســأله يســيبازنو يبرا ،MAمرتبه اول از مدل 
ـــاز يک في يگردد که منجر به طراحيم ن  يشـــتريبا ب MAلتر هموارس

معادلات  بخش چهارم،در  گردد.يدر قســمت باند توقف م يهموارســاز
ـــاز لتر همواريف يطراح يبرا MAل مرتبه بالاتر از مدل يفرانســـيد س

ستفاده  م  ، از روشيک کاربرد عملي بخش پنجم، به عنواندر  گردد.يا
ستفاده ECGوگرام(يالکتروکارد گناليس زيحذف نو يبرا يشنهاديپ  ) ا
  رد.يگيمورد بحث قرار م يکلنکات ان، يو در پا شوديم
 
  :نهیش زمیپ -2 

ن يتخم ،هموارســاز يلترهايف يطراحهدف از  :يســازمســاله هموار
  ]:۱۱ ،۱۰[باشدير ميدر مدل زx(t)  گناليس

)۱(  y t =x t +v t  ,      t [a.b] 
شاهداتزينو v(t)که در آن  شد کهيم م س با ستقل از    x(t)گناليم

گنال مطلوب را با حل ياســت که ســيتميالگور QVتم يباشــد. الگوريم
  زند:ين مير تخميز ينه سازيساله بهم

)۲(  x t = arg min
x(t)

y τ -x τ 2
b

a
τ +  λ Dpx(τ) 2 τ

b

a
 

Dpxکه در آن  t = dp

dtp
 x t  مشتق مرتبهpگناليام سx و λ پارامتر 

سازيبه شده است  ]۱۷،۱۶[باشد. همانطور که در يم ينه   نشان داده 

λ ر گر ديلتر هموارســاز متناســب اســت. به عبارت ديبا فرکانس قطع ف
ب متناســب با فرکانس يبه ترت pو  λدو پارامتر  QVمســاله هموارســاز 

ن است که ي) ا۲( يتهايداز محدو يکيگنال هستند. يس قطع و مشتقات
است  نيل آن ايکاربرد دارد. دل يتوان يگنالهاين سيتخم ين روش برايا

باشــد. اما يصــفر م p-1مرتبه از  يک تابع توانيام  pکه مشــتق مرتبه 
ــ ــريت وجود دارند که نميدر واقع ياديز يگناهايس  يتوان آنها را با س
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هاد شـــنيپن مقاله، يدر ات، ين محدوديغلبه بر ا ياب زد. بريتقر يتوان
س يه جابشود يم شتق  سياز معادله د ،)۲در ( گناليم  يريتاخ ليفران

به عنوان نمونه مدل  به عنوان عامل محدود کننده اســـتفاده شـــود.
  شود.يلتر هموار ساز استفاده ميف يطراح يبرا MA يريتاخ

  :يشنهادیروش پ -3 
  م:يريگينظر م ر را دريز يرياخل تيفرانسيمعادله د

)۳(  d
dt

x(t)+α0x(t)+ αi

m

i=1

x(t-Ti)=0, 

ــرا αi ها وريتاخ Tiکه درآن   ن مقاله،يدر ا باشــند.يب معادله ميض
ساز از (يف يکه در طراح شوديشنهاد ميپ ) به عنوان عامل ۳لتر هموار 

گنال مطلوب از حل ين صــورت، ســيکننده اســتفاده شــود. در ا محدود
  د:يآير بدست ميمعادله ز

)۴(  
x(t)=argmin

x(t)
y(τ)-x(τ)]2dτ

b

a

λ
d
dτ

x(τ)+α0x(τ)+ αi

m

i=1

x(τ-Ti)
2

dτ
b

a

 

  ش داده شود:ير نمايتواند به شکل زي) م۴(معادله 
)۵(  x=argmin

x
y(t)-x(t) 2+λ f(t)*x(t) 2 

 هستند و يدوسيو نرم اقلب کانولوشن يبه ترت |.|و  *که درآن 

)۶(  f(t)=
d
dt
δ(t)+α0δ(t)+ αi

m

i=1

δ(t-Ti) 

δ(t) ـــد. جواب بهيراک ميتابع د ـــت ۵( ينه برايباش ) عبارت اس
    ]۱۷،۱۶[از

)۷(  x(t)= δ(t)+λf(-t)*f(t) ⨂*y(t), 
و ) ۷اثبات رابطه ( .باشــديم  deconvolutionانگر عملگريب ⨂ که

در ادامه به شــده اســت.  گنجانده وســتيپدر قســمت  نه بودن آن يبه
ک ي يطراح يبرا يشنهاديپ يريل تاخيفرانسيمعادله دعنوان نمونه، از 

سازيف ستفاده م لتر هموار سيمعادله داز به عنوان نمونه،شود. يا ل يفران
نشان  .شوديمه کننده استفاده ميبه عنوان عامل جر MAمدل  يريتاخ

ــوديمداده  ــود و هم يم MAلتر يهم باعث بهبود ف ،ن روشياکه  ش ش
  گردد.يم QVباعث بهبود روش 

 يکيگذر، نييلتر پايک فيبه عنوان  MAلتر يف :MAلتر یف -3-1
 تاليجيد يگنالهايساست که در پردازش ييلترهاين فيتراز معمول
 يا جداسازيو  يهموارساز يلتر معمولا براين فيشود. اياستفاده م

کند) رات کم (ييبا تغ يگنالهاياد (تند) و سيرات زييبا تغ يگنالهايس
از جمله پردازش  يفراوان يلتر در کاربرد هاين فيشود. اياستفاده م

 يشکزپ يهاگناليقدرت، ارتباطات، کنترل، گفتار و صوت، س يستمهايس
 .]۲۰-۲۶[گردد ير استفاده ميو تصو

xيو خروج y(t) يبا ورود MAلتريک في t  له پ عاد ته يبا م ـــ وس
  :گردديف ميرتوصيدرزمان ز

)۸(  x t =
1
T

y τ dτ
t+T

2

t-T2

 

 ،)۸(از دو طرف رابطه يري. بامشتقگباشديپنجره ماندازه Tدرآن که
  د:يآير بدست ميرابطه ز

)۹(  d
dt

x t =
1
T

[y t+
T
2

-y(t-
T
2

)] 

  عبارتست از MAلتريفيفرکانسپاسخ

)۱۰(  ψ ω =
sin ωT

2
ωT
2

 

ــکلموردنظر يفرکانســپاســخ  ي. درطراحباشــديم sincتابع به ش
ست يلتريدنبال ف ا به، ملآدهيا سمتيه و  ۱دامنه  يگذر دارام که در ق

دن يرس ،يعمل يما درکاربردها. اباشدصفر دامنه  يدر قسمت قطع دارا
 آلدهيلترايف شــده و يلترطراحيســت و فيچندان آســان نهدف ن يبه ا

در  MAلتر يک في يپاســخ فرکانســبه عنوان مثال،  باهم اختلاف دارند.
شده ) ۱( شکل شان داده  ست ن شخص ا شکل م ست. همانطور که از  ا

ســخ پاآن از  يپاســخ فرکانســ گذر اســت کهنييلتر پايف کي MA لتريف
ــ ــت. يليخ آلدهيلتر حالت ايک في يفرکانس همانطور که گفته  دور اس

سيلتر ايک فيشد  س ۱گذر يده آل در باند فرکان قطع  يو در باند فرکان
  باشد.يصفر م

ند ازايمشـــکلات د بارت که يگر ع بهيفن ندلتر  ناح يک ه ب گذرهياز
دارد. از جمله مشـکلات  قطع، فيلتر نوسـانو درناحيه روديقطع مناحيه

  ند. کطع سيگنال باطول پنجره تغيير ميقاست که فرکانسنيگر ايد
ـــاز از معادله ديفرانســـيل طراح در ،مقالهدرادامه ي فيلتر هموار س

  .شوديم ستفادها MAتاخيري مدل 

  :MAلتر هموارساز یف -3-2
ــود مي يوريادآ ،ن بخشيدر ا با معادله  MAک مدل يکه چطور ش

  سپس معادله .شوديمتوصيف مرتبه اول تاخيري ل يفرانسيد

  
 Tرمختلف یمقاد يبرا MAلتر یک فی یپاسخ فرکانس :1شکل 

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1
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ــيد ــت آمدهليفرانس ــاله کننده  محدودعامل ک يبه عنوان  بدس در مس
  گردد.يمستفاده ا يسازنهيبه

له د -3-2-1 عاد ــیم به اول برایفرانس  :MAمدل  يل مرت
کهيگرفتن ابادرنظر طه MAمدل يخروج ن از  بيک تقري )۸( در راب

  ر را درنظرگرفت:يتوان رابطه ز يم ،گنال مطلوب استيس

)۱۱(  x t = x t +e(t) 

ال گنيس يبرارا ر يمدل زتوان يمن يبنابرا .باشديمدل م يخطا e(t)که 
  :در نظرگرفت

)۱۲(  Dx t =
1
T x t+

T
2 -x t-

T
2 +w(t) 

عامل محدود کننده ک ين يبنابرا .باشـــديم v(t)و e(t)از  يتابع w(t)که 
  ف شود:ير تعريتواند به صورت زيم ،راه حل يد برايدج

)۱۳(  Dx t -
1
T

x t+
T
2

-x t-
T
2

2b

a
τ 

س ميدهيم شنهاديپما  ستفاده ازگنال مطلوب بايکه  ن يتخم ريروش زا
  :شود زده

)۱۴(  
x t = arg min

x(t)
y τ -x τ 2b

a τ+λ Dx tb
a

1
T

x t+ T
2

-x t- T
2

2
τ   

جاد ياک يعنوان  تواند بهيم) ۱۴(، رابطه ينه ســـازيبه مســـألهن يدر ا
 گنال مشــاهدات وين ســيب يو خطا MAمدل  ين خطايبکننده توازن 

 يسيبازنور يورت زبص توانديم) ۱۴(ر شود. رابطه ين تفسيگنال تخميس
  شود:

)۱۵(  x t = arg min
x(t) y t -x t 2+λ f1 t *x t

2
 

   و

)۱۶(  f1 t = Dδ t -
1
T
δ t+

T
2

-δ t-
T
2

 

شد.يم راکيتابع د که درآن  صورت  )۱۵( ينه برايجواب به با به 
  ر است:يز

)۱۷(  x t = δ t +λf1 t *f1 -t ⨂*y(t) 
  عبارت است از يشنهاديلتر پين پاسخ ضربه فيبنابرا

)۱۸(  g1 t = δ t +λf1 t *f1 -t ⨂ 

نال -2 -3-2 کانس: یآ بدز در حوزه فر مال ت  يل لاپلاس برايبا اع
ر بدســت يبه صــورت ز يشــنهاديپ MAلتر يل فيتابع تبد) ۱۸( لهمعاد

  د:يآيم

)۱۹(  G1 s =
1

1+λF1 s F1 -s
 

  در آن که

)۲۰(  F1 s =s-
e

sT
2 - e-sT

2

T
 

  شود:يف ميتوص ريدر حوزه فرکانس به شکل ز )۱۹(معادله 

)۲۱(  G1,T jω =
1

1+λ ω- 2
T sinωT

2
2 

ک يباشــد. چنانچه يفازصــفر ميدارا يک پاســخ فرکانســي )۲۱(رابطه 
توان پارامتر  يمطلوب باشــد م dB 6-ســاز با فرکانس قطع رموالتر هيف
  ر بدست آورد:يرا از معادله ز  

)۲۲(  
1

1+λc ωc- 2
T sinωcT

2
2 =

1
2
 

ωc=2π  که درآن fc
fs

  گردد:يم  يبرا ريز نهيبهجواب به  ن منجريا .

)۲۳(  λc=
1

ωc- 2
T sinωcT

2
2 

  د:يآير بدست ميزصورتبه يشنهاديپلتريفيفرکانسپاسخ ،سرانجام

)۲۴(  
G1,T jω =

1

1+
ω- 2

T sinωT
2

ωc- 2
T sinωcT

2

2 

 شکلدر   ر مختلف يمقاد يبه ازا لتر هموارسازيپاسخ فرکانس ف
خاص از ک حالتي QVکه روش يدرحال نشـــان داده شـــده اســـت. )۲(

در  Tتر کرکوچيمقاديبرا ،يشــنهاديپروشباشــد، يم يشــنهاديپروش
  کند.يل ميمبه صفر توقف در باند و ۱به گذر باند

  افته:یمدل بهبود -4
 معادلات ،ن بخشيدرا ،يشـــنهاديپ لتريف شـــتريبدادنبهبودبه منظور

گردد. ياسـتفاده م ينه سـازيبه مسـالهدر  MA مرتبه بالاترليفرانسـيد
مدل  ير برايل زيفرانسيمعادله د ،)۸(معادله ام از pمرتبه  يريگبامشتق

MA ديآيبه دست م:  

)۲۵(  Dpx t =
1
T

Dp-1[y t+
T
2

-y(t-
T
2

)] 

  م:يدار تم ارائه شده در بخش قبليبا توجه به الگور

)۲۶(  Dpx t =
1
T

Dp-1 x t+
T
2

-x t-
T
2

+w t  

ــألهدر کننده مه يجر عاملعنوان بهرا  )۲۶( معادلهاگر ــازيبهمس  ينه س
ر يم به راه حل زيکنراحل ينه ســازيبه مســألهم و ســپس يکناســتفاده

  :ميرسيم

)۲۷(  x t = δ t +λfp -t *fp t
⨂

*y t  

  :ر استيبه صورت ز  MAسازلتر همواريف pمرتبه  يپاسخ فرکانس
)۲۸(  gp t = δ t +λfp -t *fp t

⨂
 

  لتر عبارت است ازيل فيتابع تبد ،ن حالتير اد

)۲۹(  Gp,T s =
1

1+λFp s Fp -s  

  که درآن
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)۳۰(  Fp s =sP-1 s-

sT
2- -sT

2

T
 

  باشد:ير ميه به شکل زيدر حوزه فور )۲۹( رابطه

  
)۳۱(  

Gp,T ω =
1

1+λ ωp-1 ω-
sinωT

2
T
2

2 

  عبارت است از:    ژهيوک فرکانس قطع ي يبرا مقدار پارامتر 
  

)۳۲(  
λc=

1

1+ ωc
p-1 ωc-

2sin(ωcT/2)
T

2 

و  p=   10 ,2,5 ,1و    يراب يشــنهاديپلتر يف يپاســخ فرکانســ
 ش داده شــده اســت.ينما )۳( در شــکل) Tر مختلف طول پنجره (يمقاد

ـــت که  ـــح اس ک و در يبه لتر در باندگذر يپاســـخ ف، pش يبا افزاواض
لتر يف يگر پاســخ فرکانســيبه عبارت د .کنديل ميتوقف به صــفر مباند
 يبرا .شوديک ميآل نزددهيبه حالت ا pر بزرگ يمقاد يبرا يشنهاديپ

ر يل زبه شکل يتابع تبد ت بزرگ باشد،ينهايکه ب يوقت Tر بزرگ يمقاد
  :است

)۳۳(  G1.∞ ω =
1

1+ ω
ωc

2p 

سته در زمان طراحي و  شنهادي در حالت پيو ساز پي اگرچه فيلتر هموار
آناليز شـد ولي براي پياده سـازي و اسـتفاده در کامپيوترهاي ديجيتال، 

ـــت.   لتريف بخش، نيا درحالت گســـســـته در زمان آن مورد نياز اس
ساز سته زمان حوزه در يشنهاديپ هموار س ست شده يساز ادهيپ گ . ا

گســســته  يها نمونه yk=y(kTs) م کهيکنيما فرض م منظور نيا يبرا
مشـــاهدات  زينو   نظرو مورد گناليســـ y(t) ، xkگنال يدر زمان ســـ

  باشد.يم
)۳۴(  yk=xk+vk, k=1, ,L. 

 گرعمل يتفاضــل بيتقر يبرا ميتوانيم که دارد وجود يمختلف يهاروش
ــتق ــتفاده مش ــتق بخش، نيا در. ميکن اس ــتفاده با را مش  فرمول از اس
ـــل ـــليدر ا. ميزنيم بيتقر يمرکز تفاض  مدل ين حالت معادله  تفاض

MAشودير نوشته مي، بصورت ز:  
)۳۵(  (z-z-1)p-1 z-z-1-

1
q

(zq-z-q) xk=wk, 

 با توان يم را xk نيتخم وسته در زمان،ي. مشابه حالت پ        دوره تناوب و  ،     آن  که در
  :کرد دايپ ريز يساز نهيبه مسئله حل

  

)۳۶(  
xk=argmin

xk

(
L

j=1

yj-xj)
2+

λ (
L

j=1

(z-z-1)p-1 z-z-1-
1
q

(zq-z-q) xk)2,

 

 
  

   

  
 Tرمختلف یمقاد يبرا يشنهادیپ MAلتر یفیپاسخ فرکانس :2شکل 
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ب در شکل بالا سمت چپ یر اندازه پنجره به ترتی. مقادTرمختلف یومقادp رمختلفیمقاد يبرا يشنهادیپ MAلتر یفیپاسخ فرکانس :3شکل 

  .ن سمت راست یی، شکل پان سمت چپ یی، شکل پا، شکل بالا سمت راست 
  
  ر نوشته شود:يز يسيتواند به فرم ماتريمعادله، من يا

)۳۷(  =argminx   ,  
 

=x که در آن x1,x2,…,xL
T ،y= y1,y2,…,yL

T عنوان به ,و 
  شود: يم فيتعر  ,  يه هايبا درا Toeplitz سيک ماتري

)۳۸(  
d0=[1. 0.-1]

d1.q=[-
1
q

. 0.….0
q-2

.1.0. 0.….0
q-2

.
1
q

]

dp.q= dp-1.q*d0

 

  جواب عبارت است از
)۳۹(  x̂ = (I+λDp,q

T Dp,q)
-1

y 
  باشد.يم يس همانيماتر Iکه در آن 

  ج:ینتا-5

ــب – 5-1 ــازهیش ــنوع يس قت روش  يابيارز يبرا :یداده مص د
 دهديد که به ما اجازه  مياستفاده گرد يمصنوع ياز داده ها يشنهاديپ
ستقطوربه صورتن رايتخميخطام يم سبه کن يکمبه  ن م. به عنوايمحا
استفاده  يقلبيگنالهايز سينوحذف يلترموردنظر برايف يک کاربردواقعي

  رد. يگيمبعد موردبحث قراربخششدکه در

ـــنوعيگنالهايماســـ ،ن منظوريا يبرا  بااســـتفاده ازروشرا  يمص
  :ميکرد يه سازيگردد شبيف ميرتعريصورت زکه به ينوسيس

)۴۰(  x(t)= cicos(2πfit+ϕi)
   
i=0

 

 يم ام i ينوســـيب دامنه، فرکانس  و فاز تابع ســـيبه ترت f , ci ϕi, که
ــد ــب . باش ــازيدر  ش در نظر  N( ۱۰) تعداد جملات (۴۰(فرمول  يه س

  گرفته شد.
 يفرکانس ها .ميدکرديه توليثان  ۲۰سيگنال مصنوعي با طول  ۲۵۰۰ما
fi صفر تا به ط صادفي بين   fs = 600 Hz و ديردهرتز انتخاب گ ۴۹ور ت

شد. بين يفرکانسمحدوده  يگنال دارايس ،گريدبه عبارت در نظر گرفته 
شيمهرتز   ۵۰صفر و  س نويزمرحله بعد  در د.با ضافه گرديبه  . ديگنال ا

د يتول دسيبل ۴۰هاي مختلف از صفر تا  SNRاضافه شونده با  يها نويز
 دند.يگرد

س يم نويز س يگناليتواند هر  هرتز  ۵۰شتر از يب يبا محدوده فرکان
ـــد. ند توايم 50Hzن گذر با فرکانس قطع ييلتر پايک فيجه يدر نت باش

ر لتيکه ف ييگنال مورد نظر اســـتفاده گردد. از آن جاين ســـيتخميبرا
ــاز پ ــنهاديهموارس ــتييلتر پايک في يش ا جد يتواند برايم ،ن گذر اس

 يرارا ب يشنهاديما روش پ استفاده گردد. نويزگنال مطلوب و يس يساز
ستفاده کرده و با روش  نويزحذف  صه ا م.يسه کرديمقا  QVا از  يخلا

  است.نشان داده شده) ۴(در شکل  يمصنوع يداده ها يج برروينتا
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 (ج)

 
  (ب)

 
  (الف)

 QVبا روش  يشنهادیروش پ سهی:مقایگنال مصنوعیز سیحذف نو :4شکل 
دهد که هرچه يمش يرا نما SNRمتوســـط بهبود  )الف ۴(شـــکل

سير باشد نشانگر اشتين بمقدار آ شيتخمگنالين است که  ده به ن زده 
 ۴(شکل در  ج آنينتاکه  NSRکه يدر حال کتر است.ينزد يگنال واقعيس
  :باشد ين ميتخم يانگر خطاينما) نشان داده شده است ب

)۴۱(  NSR=
xk-xk

2
k

xk
2

k

   12
 

  باشد.ين ميتخمگناليس  و يگنال واقعيس  که در آن 
ـــد نشـــان دهنده اييپا NSRهر چه مقدار ـــت که ين تر باش ن اس

  .گنال بهتر عمل کرده استين سيتخم تم مورد نظر دريالگور
سوم که برا ستفاده قرار  يشنهاديپيسه روشهايمقا يپارامتر  موردا

 يخطاز) مشاهدات به ي(نو يخطاانگر نسبت يکه ب باشديم impگرفت 
 :ن استيتخم

)۴۲(  imp= 0 log10
xk-xk

2
k

yk-xk
2

k

   12
 

)نشــان داده شــده ج ۴در شــکل (ن روش ير بدســت آمده با ايمقاد
ح داده شــده يتوضــ ]۲۸-۲۷[ روش در منابع ســه ن يات ايجزئ اســت.
ــت ــکل ( .اس ــاهده م۴همانطور که از ش ــود روش ي) مش  يدارا QVش
سبت به روش پ يشترين بيتخم يخطا ست. بخصوص در  يشنهادين ا

شان ميتخم يانگر خطايکه ب NSRب) پارامتر ۴شکل ( دهد ين است ن
سبت به روش  ين کمتريتخم يخطا يدارا يشنهاديکه روش پ  QVن
ســـه با يج مقاينتا ابد.ييکاهش م Tش پارامتر ين خطا با افزاياســـت و ا

ش پارامتر يکه با افزا از آن اســت يگر هم حاکياســتفاده از دو پارامتر د
Tگنال ســگنال ين ســيو تخم يدر بازســاز يشــنهادي، راندمان روش پ

ــل ــکل (د. ياييش ميافزا ياص  يبرا impپارامتر  Tش يبا افزا ج)،۴در ش
شان ميبزرگتر م QVاز روش  يشنهاديروش پ  يدهد خطايباشد که ن
ج ينتان، يبنابرا .دياييکاهش م Tش يبا افزا يشـــنهادين روش پيتخم

بهتر عمل   QVت به روش بســن يشــنهاديدهد که روش پينشــان م
  کند.يم

 ويکارد گنال الکترويس :ECGگنال یس زینوکاربرد در حذف  - 5-2
نال بيک ســـي (ECG)رام گ عالباشــــديک ميوالکتريگ هايکه ف  يت 

 ســتســطح  پو يکه بررو ييکه بااســتفاده از الکترودهاقلب،  يکيالکتر
ه ياگنال پيک سيگنال به عنوان ين سي. ازادهديمرا نشان ،شوديمثبت 
ستفاده ميهايينارساصيتشخ يبرا ک تواند به پزشيکه م گردديقلب ا

 ECGگناليســن ثبتيمتاســفانه درح کند.نه کمکيص و معايدرتشــخ
قلب يچه ايماهيت هايمربوط به فعالمعمولا که گر يد يهاگناليســـ

ن يد. انجاد کنيتداخل ا ECGگنال يســ د ممکن اســت در ثبتنباشــيم
ضينامبرده م زيبه عنوان نو يکيرر الکتيغ يهاگناليس از  يشوند که بع

ها که حذف آن ياچهيگنال ماهيا ســـيس گنال تنفيآنها عبارتند از ســـ
ست. يضرور يامر  يراب يشنهاديپ لتريف ،يلمک کاربرد عيبه عنوان  ا

شد ECGگنال يس  زينوحذف  ستفاده  د يجد يکه روش QVبا روش  و ا
ست  ECGگنال يس زينوحذف يبرا از  ياخلاصه د.يه گردسيمقا] ۱۱[ا
شکل ] PhysioNet ]۲۸ يهاداده يج برروينتا شده ) ۵(در  شان داده  ن

   است.

  
با استفاده از پارامتر   ECGگنالیز سیسه حذف نویج مقای:نتا5شکل 

correlation coefficient   
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 (ج)
 

  (ب)
 

 (الف)

  QVو روش  يشنهادی: روش پ  ECGگنالیز سیسه حذف نویج مقاینتا :6شکل 
 
 

 
 (ج)

 
   (ب)

  (الف)
   QVبا روش  يشنهادیسه روش پی:مقاECGگنالیس یز گوسیحذف نو :7شکل 

  

شده از  ECG يگنالهايس شدند. يابتدا پ PhysioNetدانلود  ش پردازش 
 ۵۰و۰,۵با فرکانس قطع انگذريلتر باترورث ميک فيب که با ين ترتيبه ا
 ينالهاگيدند. سپس به سين حذف گردييفرکانس بالا و پا يزهاينو هرتز

ECG  ز با ينوSNR ـــافه گرد يها علاوه بر پارامترهاي  د.يمتفاوت اض
شده  با استفاده از پارامتر  يروشهاقبل،    correlation coefficientذکر 
 )۵(در شـــکل  ECGز يمربوط به حذف نو جينتا ســـه شـــدند.يمقا هم

اله مق نيا شده در شنهاديپروش که  کند يم دييگزارش شده است و تا
ت در صورد که يدر نظر داشته باش کند. يبهتر عمل م يقبل يروشهااز 

که در  باشــد ۱ ديبا correlation coefficient گنال،يکامل ســ يبازســاز
  .شودنزديک مي ۱به  Tمورد روش پيشنهادي با افزايش پارامتر 

شکل ( جينتا ) نشان داده شده است که ۶مقايسه با پارامترهاي قبل در 
ست  سيگنال  يشنهاديلتر پيکه فحاکي از آن ا  ECGبراي حذف نويز 

عدي روش پيشـــنهادي  کند.يعمل م QVبهتر از روش  در آزمايش ب
استفاده شد. براي اين منظور  ECGبراي حذف نويز تصادفي از سيگنال 

را به  دســيبل ۴۰هاي مختلف از صــفر تا  SNRبا ما نويزهاي تصــادفي 
ضافه کرديم.  ECGسگنال  و روش پيشنهادي براي  QVسپس روش  ا

) ۷ل (در شکتخمين سگنال مطلوب به کار گرفته شدند. نتايج مقايسه 

0 20 40
-15

-10

-5

0

5

10

15

0 20 40
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0 20 40
20

30

40

50

60

70



 ... يک رويکرد جديد براي طراحي فيلترخيراتی رونيزی،                                     ۱۴۰۰، بهار و تابستان ۱شماره  ،۵جلد ، پردازش سيگنال پيشرفته مجله/ ۱۷

Journal of Advanced Signal Processing, vol. 5, no. 1, Spring and Summer 2021                                                                                               Serial no. 7 

شود در اين مورد هم روش نشان داده شده است. همانطور که ديده مي
  است. QVپيشنهادي داراي خطاي کمتري نسبت به روش 

  نتیجه گیري -6 
شد که هموارساز ارايهجديد براي طراحي فيلترهايمقاله يک روشدراين

مدل ديفرانســـيل معادله  ، ازکردين رويدر اباشـــد. مي MAبرپايه مدل 
MA ساز در سأله به عنوان يک عامل هموار ستفاده يسازنهيبهم . شدا
ب بين خطاي مدل و ناســبااســتفاده از يک توازن مکه  دادج نشــان ينتا

دست يافت (به عنوان نمونه ک جواب  بهتر توان به يمي تخمين، خطاي
ــب بين خطاي مدل  ــد با يک توازن مناس و خطاي  MAنشــان داده ش

ــد QVو هم روش  MAر تخمين، هم فيلت لتر يفمــا  .)بهبود ميــاب
آناليز کرده و نشان داديم  حوزه فرکانسدر را  يشنهاديپ  MAهموارساز

، يک رفتار خوب در باند ر کوچک اندازه پنجرهيمقاد يبرا که اين فيلتر
  دهد.از خود نشان ميتوقف باند فرکانسيگذر و فرکانسي

  پیوست الف
  ) ۷ثبات فرمول (ا

  :ر نوشته شوديتواند به شکل زيم )۵( معادله

)۴۳(  x t =argmin
x(t) y t -x t 2+λ f

∞

-∞
θ-τ x τ dτ

2∞

-∞
 

 
ساو شتق معادله  يبا م سبت به  )۴۳(قراردادن م xن t  صفر، رابطه با 

  :ديآير بدست ميز
)۴۴(  -2 y t -x t +2λ f

∞

-∞
θ-t f

∞

-∞
θ-τ x τ dτdθ=0 

  گر با داشتن رابطه ياز طرف د
)۴۵(  r θ =f θ *x θ = f

∞

-∞
θ-τ x τ dτ 

  م:يآوريدست مبه  )۴۴(معادله آن در  يگزاريو جا
)۴۶(  -2 y t -x t +2λ f

∞

-∞
θ-t r θ dθ=0 

  با در نظر داشتن 
)۴۷(  f

∞

-∞
θ-t r θ dθ=f -t *f(t) 

  :ديآير بدست ميرابطه ز )۴۶(آن در فرمول  يگزاريو جا
)۴۸(  -2 y t -x t +2λf -t *f t *x t =0 

  :ميآوريمعادله بالا ما بدست م يبعد از ساده ساز
)۴۹(  δ t +λf -t *f t *x t =y t  

  .ديآيبدست م )۷(گنال مطلوب ازرابطه يجه سيدر نت

  ب وستیپ
ر يالت زح يکه با معادله فضــا يگنالين ســيتخم ينر برايونه يبهلتر يف

  م: يريگيشود را در نظر ميف ميتوص
)۵۰(  f(t)*x t =w t

y t =x t +v t  

)Fکه در آن ـــده با يتوصـــتابع  f(t) ،f(t)تابع  لاپلاسل يتبد ( ف ش
 نرينه ويلتر بهيفتوان نشــان داد که يم يبه آســان. باشــديم) ۶معادله (

  ر است:يز ل لاپلاسيتبد يدارا )،۵۰معادله ( يبرا

)۵۱(  G(s)=
1

1+ σv
2

σw
2 F(s)F ( )

 

σvکه در آن 
σwو  2

ز اباشند. يزمشاهدات و مدل ميانس نويب واريبه ترت 2
سخ گر يطرف د ر يز ل لاپلاسيتبد يدارا) ۷( يشنهاديروش پضربه پا

  است:
)۵۲(  G(s)=

1
1+λF( )F (- )

 

گرفته  جهينر نتيلتر ويو ف يشـــنهاديروش پل لاپلاس يتبدســـه يبا مقا
ست وقت يشنهاديک حالت خاص از روش پينر يلتر ويشود که فيم  يا

  :ميداشته باش

)۵۳(  λ =  

 يبرا نريلتر ويباشــد. فيبه حالت گســســته آســان مح بالا ينتاتوســعه  
سيتخم ضا يگنالين  صيحالت ز يکه با معادله ف ر شود را ديف مير تو

  م: يريگينظر م
)۵۴(  fk*xk=wk

yk=xk+vk
        

مثلا  روش دلخواه( کي با f(t) زمان در ن گســســتهيتخم fکه در آن 
پاســـخ  ينر دارايلتر ويف ،ن حالتيدر ا باشـــد.ي)م يتفاضـــلات مرکز

  ر است:يز يفرکانس

)۵۵(  G( )=
1

1+ σv
2

σw
2 F( )F ( )

 

 در حوزه فرکانس يشنهاديروش پ يگر چنانچه پاسخ فرکانسياز طرف د
به عنوان مثال معادله (يريرا در نظر بگ مدل ي) توصـــ۳۹م ( ف کننده 

(MA م:يرسير ميبه جواب ز  
)۵۶(  G( )=

1
1+λF( )F ( )

 

ک حالت ينر ينه ويز، روش بهيدهد در حالت گســســته نيکه نشــان م
  .) برقرار باشد۵۳اگر رابطه ( است يشنهاديخاص از روش پ
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