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  چکیده 

حسگر دینامیک  ،در تحلیل ها معمولاًگردد. بررسی می حسگرعملگر و  کنترل کننده، مختلفی نظیربا حضور اجزا سیستم حلقه بسته یک در این مقاله، عملکرد 

و حسگر از آنجایی که سرعت عملکرد و عملگر ایده ال فرض می گردد و از آن صرفنظر می شود، در صورتی که این اجزا نیز در عمل داراي دینامیک هستند. 

ه معادلات کند بحسگر معادلات سیستم حلقه بسته را در حضور عملگر و  کهمنطقی است لذا ، باشدسرعت عملکرد سیستم دینامیکی  ید سریعتر ازعملگر با

) تفکیک نمود. در این مقاله به بررسی این موضوع و مدلسازي سیستم حلقه بسته در قالب حسگر) و معادلات تند (معادلات عملگر و دینامیکی (معادلات سیستم

پایداري و پایدار سازي سیستم حلقه بسته شود همچنین قضایایی در حوزه تحلیل هاي عملکردي تند و کند پرداخته میتکین با تفکیک مد اختلالهاي سیستم

باید به اندازه کافی از حسگر دینامیک عملگر و نشان داده شده است که و  هانجام گردیدبراي یک مثال مکانیکی هایی  ارائه شده است. در انتها نیز شبیه سازي

   .تا نتایج مطلوب حاصل گردد سریعتر باشد دینامیکیسیستم 

  .تحلیل پایداري، کنترل کننده، حسگرتکین، عملگر، اختلال سیستم  :کلیدي هاي واژه

  

   

Modeling and Control of Dynamical Systems in Presence of Actuator and Sensor Based 
on Singular Perturbations Systems Approach 

 
Department of  Electrical and Electronic Engineering, Shiraz University of Technology , Shiraz,  Iran S. M. Hosseini 

Department of  Electrical and Electronic Engineering, Shiraz University of Technology , Shiraz,  Iran T. Binazadeh  

  

Abstract  
In this paper, the performance of a closed-loop dynamical system is investigated in the presence of controller, actuator and 

sensor. Usually, in analysis, the dynamics of sensor and actuator are assumed to be ideal and they are ignored however these 
components have dynamic practically. Since, the function speed of the sensor and the actuator must be more than the speed of 
dynamic system, it is reasonable to separate the equations of the closed-loop system, in the presence of the actuator and sensor, into 
slow equations (the dynamical system’s equations) and fast equations (equations of actuator and sensor). This paper focuses on this 
issue and the modeling of the closed-loop system in the structure of singular perturbation systems with the breakdown of fast and 
slow operating modes. Some theorems in the area of stability analysis and stabilization of the closed-loop system are given. Finally, 
simulations have been carried out for a mechanical example and it has been shown that the dynamics of the actuator and sensor 
should be faster than the dynamic system to achieve the desired results. 

Keywords: Singular perturbation system, Sensor, Actuator, controller, Stability analysis. 

 

 

   مقدمه - 1

تکین به عنوان راه حل اختلال از ابتداي قرن بیستم مدلسازي 

سنتی در مدلسازي دینامیک سیالات مطرح شده است و کاربرد آن 

فیزیکی و مهندسی با الفاظ مشترك  هايبه سرعت به دیگر زمینه

اختلال . مدل ]1[ هاي داخلی انتشار یافتهاي مرزي و لایهلایه

هاي دینامیکی با بعد محدود توسط ریاضیدانان در تکین سیستم

در این  .]3- 2[ گرفتمقالات و مکتوبات ریاضی مورد بررسی قرار 

و کند  روش متغیرهاي حالت سیستم به دو دسته متغیرهاي تند

براي سیستم هایی که متغیرهاي حالت تفکیک می شود. این تفکیک 

از  با سرعت عملکردي متفاوت دارند، کاربردهاي فراوانی دارد.

تکین خاصیت چند زمانه اختلال هاي هاي سیستممهمترین ویژگی

در مسائل عملی متعدد نظیر باشد که از این ویژگی ها میبودن آن

هاي . روش]4[ه استگردیدبهینه سازي دینامیک پرواز استفاده 

هاي خطی سیستم براي حل دقیق کنترل بهینه درکاربردي و مؤثر 

 .]7- 5[ حققان زیادي مورد بررسی قرار گرفتتوسط متکین اختلال 

یک روش کنترل تطبیقی بر اساس مدل  یزن ]9 و 8[ در مراجع

که با استفاده از نظریه لیاپانوف براي تکین ارائه گردیداختلال 

مسیر مورد براي ردیابی  تکین شرایط کافیاختلال هاي سیستم

اختلال از روش مدلسازي  ]10[در مرجع  .گرفته استبررسی قرار 

سیستم مفصل انعطاف  تشدیدتکین در کنترل سرعت و جلوگیري از 

براساس  ]11[ د. در مرجعشپذیر به همراه فیلتر کالمن استفاده 

تکین، یک کنترل کننده مقاوم براي پایدار سازي لال اخت نظریه

(با مفصل انعطاف پذیر طراحی شد، که در این کار یک ربات مرکب 

مدلسازي گردید.  ،در نظر گرفتن عوامل ایجاد کننده عدم قطعیت)

هاي تکین در سیستماختلال از کاربرد مدلسازي  ]12[در مرجع
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کننده مد لغزشی همچنین کنترل  .الکترونیکی قدرت استفاده شد

تکین در حضور اختلال هاي غیر خطی براي ردیابی سیستممقاوم 

بر روي و گردیده طراحی تحلیل و خارجی خطاي مدل و اغتشاش 

تکین اختلال مدلسازي  .]13[ شده استادراتور پیاده سازي یک کو

ارائه گردیده و از  ]14[ همرفت حرارتی در مرجع براي یک سیستم

در پایدارسازي آن بهره با تحلیل لیاپانوفی کنترل کننده پس گام 

  . گرفته شد

تکین در اختلال  نظریهاگر چه عمده کارهاي انجام شده در 

کنترل بهینه  ،]15[هاي پیوسته بوده است، در مرجعسیستم

مطالعه زمان -مدل گسسته بر اساستکین اختلال هاي سیستم

یک کنترل کننده مبتنی بر لیاپانوف با  ]16[گردید. در مرجع

 پهپادکنترل تکین مطرح گردید و از آن در اختلال استفاده از تئوري 

جدید  طبقهبراي یک  اي نیز کنترل کننده بهینهشد.  هاستفاد

 ]18[در مرجع. ]17[تکین ارائه شداختلال هاي خطی ازسیستم

تکین براي اختلال رویکرد تفکیک مدهاي تند و کند و مدلسازي 

ردیابی گشتاور در یک سیستم سیستم چند عاملی استفاده گردید. 

تکین و تفکیک اختلال اساس مدلسازي هیدرولیک بر -الکترو

مورد  ]19[ متغیرهاي حالت به زیر سیستم هاي تند و کند در مرجع

معادلات  ،]20[و در مرجع در مقالات مورد بحث بررسی قرار گرفت.

  باشند. هاي تند و کند میسیستم دینامیکی داراي زیر سیستم

تکین را در ساختاري جدید اختلال حاضر، بحث مدلسازي مقاله 

به  ،یک سیستم کنترلی حلقه بسته درمورد مطالعه قرار داده است. 

عملگر و  اجزا دیگري نظیر، جز سیستم دینامیکی و کنترل کننده

اکثر مقالاتی که به موضوع طراحی کنترل  نیز وجود دارد.حسگر 

دینامیک  کننده براي سیستم هاي دینامیکی مختلف می پردازند،

، در (با تابع تبدیل واحد) در نظر گرفته اندایده آل  راحسگر عملگر و 

نجاییکه از آ. صورتی که دینامیک این اجزا در عمل ایده ال نیستند

باید سریعتر از سرعت عملکرد حسگر سرعت عملکرد عملگر و 

باشد، لذا در این مقاله نگرشی جدید ارائه شده دینامیکی سیستم 

و عملگر به عنوان معادلات حسگر است که با در نظر گرفتن معادلات 

سریع و معادلات سیستم دینامیکی اصلی به عنوان معادلات کند، 

تکین براي یک سیستم حلقه بسته عملی ل اختلامدلسازي ساختار 

-گردد. این امر اساس تحلیل و طراحی این مقاله را شکل میارائه می

در این راستا قضایایی مطرح گردیده و تحلیل پایداري انجام  .دهد

بر روي یک سیستم  نظريشده است. همچنین دستاوردهاي 

  شده است. ارائهاعمال گردیده است و نتایج شبیه سازي  یمکانیک

  

  مساله مطرح در این مقاله -2

)را در نظر بگیرد که ورودي آن  یک سیستم  دینامیکی )pu 

)خروجی عملگر بوده و خروجی آن  )py  گیري اندازهحسگر توسط

معادلات  نشان داده شده است. 1شود. این ساختار در شکل می

  ) آمده است.3) تا (1در روابط (حسگر دینامیکی سیستم، عملگر و 

  ساختار سیستم حلقه بسته -1شکل 

  

  معادلات سیستم دینامیکی:

)1(  0 ( , )p

p p

x g x u

y C x







 

  

  معادلات عملگر:

)2(  
  0

a a a

a
p a

z A z B u

u C z




 





   

    

  

  :حسگرمعادلات 

)3(  
0

s s s p

s

s

w A w B y

y C w




 






 

nxکه  R  ،به عنوان بردار حالت سیستمp
pu R ورودي  بردار

mسیستم ، 
py R  ،بردار خروجی سیستمsz R  بردار حالت

pu، عملگر، R  ،بردار ورودي عملگرlw R  و حسگر بردار حالت
my R هاي باشند. ماتریسمیحسگر خروجی  بردار

, , , ,s s a a aB A C B A  وsC هاي ثابت با ابعاد مناسب هستند. ماتریس

0 ( , ) : n p n
pg x u R R R  .است  

اعدادکوچکی sو  a) اسکالرهاي مثبت 3) و (2در رابطه (

 کنند.را مشخص میحسگر هستند که سرعت عملگر و 

  شود:هایی در اینجا درنظر گرفته میفرض

0 )1فرض  (0,0) 0g  تضمین کننده این است  است. این فرض

 مبدأ، نقطه تعادل سیستم دینامیکی است.که 

s,هاي شود ماتریسفرض می )2فرض  aA A  هرویتز هستند به

s,عبارت دیگر ثوابت  ak k   ثوابت مثبت وجود دارد به نحوي که 

 

 

Re( ) 0

Re( ) 0

a a

s s

A k

A k





  

  
  

و حسگر این فرض اشاره به این دارد که دینامیک حلقه باز 

-و عملگر دینامیکحسگر عملگر پایدار مجانبی است که در عمل نیز 

  .هاي پایداري دارند

در اکثر مقالات، از آنجایی که دینامیک عملگر و  )1تذکر 

)شوند، لذا مستقیماً ورودي آل فرض میایدهحسگر  )pu  براي

nxهاي حالت سیستم دینامیکی بر مبناي متغیر R  یا خروجی
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( )py گردد. نکته در نظر گرفته خود سیستم دینامیکی طراحی می

- شده در این مقاله که به پیچیدگی روال تحلیل و طراحی منجر می

واقع، قانون کنترلی است. در حسگر شود وجود دینامیک عملگر و 

شود و اطلاعات ورودي قانون طراحی شده به عملگر اعمال می

است باید بتواند رفتار مطلوب حسگر کنترلی که بر مبناي خروجی 

و عملگر تضمین حسگر هاي سیستم دینامیکی را با وجود واسطه

با هم متفاوت  1کند. از طرفی چون سرعت عملکرد اجزاء در شکل 

هایی در تحلیل و ت در سرعت عملکرد، خود چالشاست. این تفاو

  شود. طراحی به همراه دارد که در این مقاله به آن پرداخته می

  

هاي تحلیل پایداري سیستم در ساختار سیستم - 3

  تکیناختلال 

)حالت  پسخوردفرض کنید قانون کنترلی  , )u x y  به نحوي

انبی سیستم حلقه بسته زیر با طراحی گردد که منجر به پایداري مج

 1و عملگردر قالب ساختار شکل حسگر در نظر گرفتن دینامیک 

  گردد:

  

)4(  

  
  

0 ( , )

( , )

a

a a a

s s s p

s

x g x C z

z A z B x y

w A w B C x

y C w

 






 


 
 






   

) و با در نظر گرفتن 3) تا (1) بر اساس روابط (4روابط (

قابل استخراج  1ارتباطات بین ورودي و خروجی هر بلوك در شکل 

  است.

n) بردار  4در معادلات حلقه بسته ( s l

x

q z R

w

 

 
   
  


بردار حالت  

(0,0)کل سیستم حلقه بسته بوده و 0  .است  

باید عملکرد بسیار سریعی حسگر در عمل دینامیک عملگر و 

هاي حالت در این دو سیستم باید تغییرات داشته باشند، لذا متغیر

سیستم اصلی دارا باشند. بر این مبنا معادلات سریعتري نسبت به 

توان به صورت دو زیر سیستم کند و تند تفکیک ) را می4سیستم (

  نمود:

)5(  

  
  0 1( , ) ( , )ax g x C z f x z 

   

)6(  
  2

3

( , ) ( , , )

( , )

a a a s

s s s P

z A z B x C w f z x w

w A w B C x f w x

 



  


  




   

با تعریف بردار 
z

w


 
  
 

aو با فرض   s    ،  آنگاه

  شود:) به صورت زیر باز نویسی می6) و (5معادلات (

)7(    ( , )x f x    

)8(  

  

( , )h x  

)، 6) و (5که در آن با درنظر گرفتن معادلات (

1( , ) ( , )f x f x z   2و

3

f
h

f

 
  
 

در ادامه مباحث مربوط به  است. 

 1تکین. براي ساختار ارائه شده در شکل اختلال هاي سیستمتحلیل 

  گیرد.در قالبی جدید توسعه داده شده و مورد تحلیل قرار می

0اگر   از حالت دینامیکی خارج و 8آنگاه رابطه ( ،باشد (

)منجر به معادله جبري  , ) 0h x   زیر به شود و لذا معادلات می

  آیند:دست می

  

)9(  

0  

2

3

( , ) 0
( , ) 0

0

a a s

s s P

f A z B x C w
h x

f A w B C x




  
  

   

بودن  با حل دستگاه معادلات جبري بالا و به دلیل ناویژه

s,هاي ماتریس aA A  هاي زیر به دست می) پاسخ2(رجوع به فرض-

  آیند:

  1

1

( )0

1
0

( , ) ( , ) 0

( )

s s s s P

a a s a a s s s P

x

a a

A w B Cx w A B C x

A z B x C w A z B x C A B C x

z A B x



 









    

     

  


 

فوق به صورت زیر از حل معادلات  دو پاسخ به دست آمده

  شود:نوشته می

)10(  1
0

1

( )
( )

a a

s s P

A B xz
g x

w A B C x








  
    
    

 

)لذا  )g x   پاسخ دستگاه معادلات جبري( , ) 0h x   می -

   باشد.

0از آنجایی که در عمل   لذا  ،بوده و یک عدد کوچک است

)و مقدار  انحرافی بین مقدار اصلی  )g x این انحراف  .وجود دارد

  کنیم:به صورت زیر تعریف می yرا با تغییر متغیر 

( ) ( )y g x y g x       

)  با توجه 10) و (9بر اساس این تعریف،  معادلات دینامیکی (

  :شوندبازنویسی میبه صورت زیر  yبه متغیر

( , ( ))x f x y g x       )11(  

y g          )12(  

( , ( )) ( , ( ))
g

y h x y g x f x y g x
x

 


   


  

)شود که فرض می ) ( ( ) )g x x  براي همهxx D  باشد

)بوده و نگاشت  Kیک تابع کلاس  که،  )y g x   پایداري

) پایداري مجانبی است 8) و (7کند. لذا مبدأ سیستم (را حفظ می

 ) پایدار مجانبی باشد.12) و (11اگر و فقط اگر سیستم (

  

هاي سیستم تحلیل عملکرد سیستم به ازاي زیر - 3-1

  خطی

)0با فرض اینکه  , )p p P pg x u A x B u   باشد آنگاه ساختار

  شود:)  به صورت زیر می1معادله (

p P px A x B u      )13(  

p) و جایگذاري 2با توجه به رابطه ( au C z  و همچنین رابطه

p) و جایگذاري 3( py C x ) معادلات زیر حاصل 3در معادلات ،(

  شود:می
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


  

11
12

22221

0

0 0

0 0

0 0

p a
p

A
A

a a

s p s

BAA

B C z
x A x

w

Az z B
x u

B C Aw w



 



   
     

  

        
          

       











  )14(  

  هاي فوق به صورت زیر است:ابعاد ماتریس

( )
11 12

( ) ( ) ( )
21 22

,

,

n n n s l

s l n s l s l

A R A R

A R A R

  

    

 

 
 

  ) داریم:14با بازنویسی رابطه (

11 12

21 22 2

( , )

( , , )

x A x A f x

A x A B u h x u

 

  

  


   




  )15(  

  ورودي کنترلی است. uکه درآن 

کنیم ورودي کنترلی صفر بوده و شرط پایداري ابتدا فرض می

-براي سیستم حلقه باز، بر اساس موقعیت مقادیر ویژه زیر سیستم

پس از حصول شرایط پایداري،  گردد.هاي تند و کند بررسی می

  شود.قانون کنترلی پایدار ساز در گام بعد طراحی می

  ) را در نظر بگیرید:16سیستم ( :1قضیه

)16(  

  
11 12

21 22

x A x A

A x A



 

 


 




 

هاي حالت زیر سیستم کند (معادلات متغیر  xکه در آن 

) و دینامیکی سیستم
z

w


 
  
 

هاي حالت زیر سیستم تند متغیر 

شرط پایداري مجانبی  و عملگر) است.حسگر معادلات شامل (

 هاي سیستم فوق آن است که تمامی مقادیر ویژه ماتریس

11 12( )A A L  22و 12( )A LA  سمت چپ صفحهS  باشند که

  کند.صدق می زیرماتریسی است که در رابطه  Lدر آن 

21 22 11 12( ) ( ) 0A A L L A A L     

  اثبات:

Lx، فرض کنیم براي مقادیر کوچک    پاسخ زیر

Hباشد. اگر  سیستم کند Lx :فرض شود، پس داریم  

)17(  

  

0H H     

)، 16و جایگذاري معادلات () 17با مشتق گیري از معادله (

  شود:رابطه زیر نتیجه می

)18(  

  
21 22 11 12[( ) ( )] 0A A L L A A L x     

  از حل معادله زیر حاصل می گردد: Lلذا ماتریس

)19(  21 22 11 12( ) ( ) 0A A L L A A L     

  ) داریم:19که با توجه به رابطه (

)20(  11 12 21 22( )L A A L A A L     

Lxدقیقاً بر روي منحنی  و  xشود می حال فرض  

 قرار نداشته باشند. فاصله انحراف با این منحنی را با تعریف متغیر 

  شود: به صورت زیر مشخص می

)21(  ( )Lx Lx        

) را در دستگاه جدید بر حسب 16حال معادلات سیستم (

( , )x  آوریم:به دست می  

)22(  11 12 11 12 12( ) ( )x A x A Lx A A L x A        

  

)23(  22 12( )A LA     

  شود:) به صورت زیر بازنویسی می23) و (22روابط (

  

)24(  

11 12 12

22 12

( )

1
0 ( )

A

A A L A
x x

A LA 


 
             







  

 ) باید مقادیر ویژه ماتریس24آنالیز پایداري سیستم ( براي

مقادیر ویژه  باشند. sسمت چپ صفحه در رابطه فوق،  Aسیستم 

  آیند:از حل معادله زیر به دست می

11 12 12

22 12

( )

( ) 01
0 ( )

I A A L A

A I A
I A LA




 


  

    
 

  

دترمینان آن به صورت عبارت بالا به فرم بلوك قطري بوده لذا 

  گردد:زیر محاسبه می

11 12 22 12
1

( ) ( ) ( )A I A A L I A LA  


        

11هاي معادله ریشه 12( ) 0I A A L     مقادیر ویژه ماتریس

11 12( )A A L  دهد که با توجه به ابعاد زیر سیستم میتشکیل را

هاي معادلهریشه همچنیندارد.  مقدار ویژه nکند، 

22 12

1
( ) 0I A LA 


    22مقادیر ویژه ماتریس 12( )A LA  

sدهد که با توجه به بعد، زیر سیستم تند را می l  دارد. مقدار ویژه

)به تعداد  Aمقادیر ویژه کل ماتریس  )n s l   مقدار ویژه شامل

هاي مقادیر ویژه ماتریس
11 12( )A A A L   و

22 12( )A A LA  

باشد. لذا شرط پایداري مجانبی منوط به آن است که تمامی می

  ■باشند.  Sسمت چپ صفحه  Aو  Aهاي مقادیر ویژه ماتریس

0uاز آنجایی که در سیستم اصلی  :2تذکر   لذا شرایط

  گردد. عملکردي سیستم در حضور ورودي بررسی می

  باشد:معادلات سیستم در حضور ورودي به صورت زیر می

11 12

21 22 2

( , )

( , , )

x A x A f x

A x A B u h x u

 

  

  


   




  )25(  

0u) به ازاي 25اگر معادلات (: 1نتیجه  ،در نظر گرفته شود 

uآنگاه اگر قانون کنترلی  Ky    که در آنp mK R   بوده که بر

sy)، 3اساس رابطه ( C w  است، طراحی گردد به نحوي که شرایط

  براي سیستم حلقه بسته زیر محقق شود: 1قضیه

11 12

21 22 2 21 22 2 s

x A x A

A x A B Ky A x A B KC w



  

 

     




 )26(  

 21 22 20 s
z

A x A B KC
w

 



 
      

 



 

)با ابعاد  0در معادله فوق  )s l s   2و ابعاد sB KC ،

( )s l l   است. ماتریس  یک ماتریس مربعی با ابعاد

( ) ( )s l s l   توان آن را به صورت زیر بازنویسی کرد:است که می  
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  1

2
2

0
0

0
s

B
B KC

B

 
   

 
   )27(  

s) صفر بالا ابعاد 27در رابطه ( s  و صفر پایین با ابعادl s 

است. 
1B  و

2B  آیند:به صورت زیر به دست می  

1
2

2

S

B
B KC

B

 
   

 
 

  شود:حال معادلات سیستم حلقه بسته به صورت زیر حاصل می

22

11 12

1
21

20
a

s

A

x A x A

A B
A x

A B



 

 

 
   

 








 

uکنترل کننده  Ky  به پایداري مجانبی ساختار شکل  منجر

 هايگردد به شرط آنکه ماتریسمیحسگر در حضور عملگر و  1

11 12( )A A L  و
22 12( )A LA 22 و 12( )A LA هرویتز باشند. در  

ماتریس  ،به اندازه کافی کوچک  حالت کلی به ازاي

22 12( )A LA  هرویتز بودن ماتریس
22A دهد.را نتیجه می  

  معادلات زیر را در نظر بگیرید: :2قضیه

)28(  

  
  11 12

21 22 2 ( )

x A x A

A x A B u t



 

 


  




   

nxکه در آن  R ،s lR   وpu R هاي است. اگر ماتریس

11 12( )A A L  22وA  هرویتز باشد و ورودي محدود به سیستم داده

  ماند.) محدود می28هاي سیستم (شود، آنگاه پاسخ

  اثبات: 

   کنیم:میرا به صورت زیر تعریف  Xابتدا بردار 

   

)29(  
  

( ) ( )

X x H

X x H Lx I HL x H

 

    

 

     
   

از معادله فوق  X) و رابطه 21از معادله ( بر اساس رابطه 

  توان عبارت زیر را نوشت:می

)30(  
  

X I HL H x

L I

 

 

      
     

     
   

- لحاظ کردن ورودي به صورت زیر به دست میبا  )23رابطه (

  :آید

)31(  22 12 2( ) ( )A LA B u t    
  

  آید:به صورت زیر به دست می Xهمچنین معادلات

  

11 12 11 12

22 12 12 2

,

( ) [ ( )

( ) ] ( )

X x H x X H

A A L X A A L H

H A LA A HB u t

   



 

   

   

   

 

  

  کند در معادله زیر صدق  Hزمانی که 

11 12 22 12 12[ ( ) ( ) ] 0A A L H H A LA A       

  آنگاه

)32(  
11 12 2( ) ( )X A A L X HB u t    

)) در دستگاه 32) و (31بنابراین با بازنویسی معادلات ( , )X  

  شود:به صورت زیر حاصل می

)33(  

  
11 12 2( ) ( )X A A L X HB u t   

)34(  22 12 2( ) ( )A LA B u t      

  

هاي خطی پایداري مجانبی دانیم در سیستمهمانطور که می

) با هرویتز بودن 33گردد لذا در معادله (میBIBOمنجر به پایداري 

11ماتریس  12( )A A L  پایداريBIBO بنابراین  شودنیز حاصل می

نیز محدود خواهد بود.  Xبا دامنه محدود دامنه  uبه ازاي ورودي 

یک ماتریس هرویتز باشد آنگاه  22A) اگر 34در رابطه (

22 12( )A LA  نیز به ازايهرویتز  هاي به اندازه کافی کوچک

به  نیز مقدار  22Aبنابراین با هرویتز بودن ماتریس  ،خواهد بود

) 30( با توجه به رابطه خطی. ماندمحدود می ،uازاي ورودي محدود 

گشته و  و  xر به محدود ماندن منج و  Xمحدود ماندن 

  ■ گردد.حکم قضیه ثابت می

  

  مثال عملی - 4

در این بخش، مباحث بیان شده در قالب یک مثال عملی مورد 

  بررسی و تحلیل قرار گرفته است.

  :]15[ شودنظر گرفته می درآونگ به صورت زیر معادلات 

)35(  sina b cT        

  :شوندبه صورت زیر تعریف میآن ب یکه ضرا
2

0 , , 1a g l b k m c ml   

  اند.تعریف شده 1در جدول آونگ پارامترهاي 

  

  آونگمعرفی پارامترهاي  -1جدول 

l :طول میله m  : جرم میله  

kضریب اصطکاك :  
0g : ثابت گرانش  

  

زاویه    وضعیت تعادل ناپایدار براي آونگ است و هدف از

راحی کنترل کننده، تبدیل آن به وضعیت تعادلی پایدار مجانبی، ط

تعریف متغیرهاي حالت، با بنابراین  براي سیستم حلقه بسته است.

  ورودي کنترلی و خروجی به صورت زیر داریم:
)36(  1

2

p

x

x

u T

 



 





  

   

، معادلات حالت زیر حاصل می )36( ) و35( ابطوبا توجه به ر

  :گردد

)37(  1 2

2 1 2sin( )

x x

x a x bx cu



    




  

1 مبدا و همگرایی پایداري مجانبی

2

0

0

x

x

   
   

  
معادل  

همگرایی 
0

 



   
   

   


در معادلات پاندول است که منجر به  

پایدارسازي نقطه تعادل ناپایدار شده به نحوي که همگرایی و قرار 

علی رغم جابه جایی  –گرفتن پاندول کنترل شده در وضعیت وارون 

 مدل) را می توان با 37را نتیجه می دهد. معادلات ( - از این وضعیت

  مبدا تقریب زد: خطی زیر حول
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)38(  



0 1 0
,

cos

1 0

0 1

p

p

pp

pC

BA

x x u
a b c

y x



   
        

 
  
 







  

  

ترتیب به  )3و ( )2در ساختار معادلات (حسگر و معادله عملگر 

  :) لحاظ شده است40) و (39معادلات (صورت به 

)39(  



 


1

2

1

2

5 0 1

0 8 1

1 0

a

p

aa

C

BA

z
z u

z

z
u

z


      

          


  
   
  




  

  

)40(  1 1

2 2

1

2

4 0 4 0

0 2 0 4

1 0

0 0.5

A Bs s

s

Cs

w x
w

w x

w
y C w

w


        

              



       
   





 



  

  شود:هاي زیر استفاده میها از دادهدر شبیه سازي

  

آونگ مقدار داده - 2جدول  

0 9.8g   1l    

0.05k   0.2m   

  

ماتریس  1بر اساس نتیجه با توجه به مثال عملی مطرح شده و 

K  براي پایداري  1انتخاب گردیده است که شرایط نتیجه به نحوي

در شبیه سازي از قانون  .مجانبی سیستم حلقه بسته را احراز نماید

suکنترلی  Ky KC w     و گین  استفاده شده استK  به

  شود:صورت زیر انتخاب می

 2 5K   

هدف اصلی این مقاله قرار دادن دو جز با سرعت هاي متفاوت 

عملگر و  معادلات سریع ( انتخاب ضریبدر کنار یکدیگر است پس 

نکته مهمی است که اگر به درستی انتخاب نگردد سیستم ) حسگر

 ها به ازاي مقادیر مختلف شود که در شبیه سازيناپایدار می

  شده است. و مقایسه بررسی 

  
)1پاسخ زمانی متغیر -2شکل )z t 0.01به ازاي    

  
2پاسخ زمانی متغیر - 3شکل ( )z t 0.01به ازاي   

  
1پاسخ زمانی متغیر - 4شکل ( ) ( )x t t   به ازاي

0.01    

  
2پاسخ زمانی متغیر -5شکل ( ) ( )x t t  0.01به ازاي    

  
)1پاسخ زمانی متغیر -6شکل )w t 0.01به ازاي   
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2پاسخ زمانی متغیر - 7شکل ( )w t 0.01به ازاي   

  

  
1به ازاي 1xپاسخ زمانی متغیر -8شکل   

  
1به ازاي 2xپاسخ زمانی متغیر -9شکل   

  

حسگر عملگر و متغیرهاي حالت پاسخ  ،7و  6، 3 ،2نمودارهاي 

0.01را به ازاي   .همانطور که در شکل ها  نشان می دهند

 هاي اند. شکلبه پایداري رسیده سریعاًحسگر مشخص است عملگر و 

سیستم آونگ وارون متغیر هاي حالت در مدلسازي پاسخ  5و  4

  را نشان می دهند.کند پایداري مجانبی معادلات سیستم است که 

سازي هاي دیگري جهت بررسی تاثیر سرعت همچنین شبیه  

صورت پذیرفته است که نتایج آن براي متغیرهاي حسگر عملگر و 

با توجه به مشاهده می شود.  9و  8در شکل هاي  2xو  1xحالت 

 کند باشدحسگر عملگر و اگر سرعت این نتایج مشخص است که 

به قدر کافی به صفر نزدیک   مثبت پارامتر اینکه(معادل با 

براي سیستم حلقه بسته محقق نمی گردد و  1شرایط قضیه )،نباشد

  رود.به سمت ناپایداري میدینامیکی آونگ سیستم پاسخ ها 

  نتیجه گیري -5

گر، در این مقاله، پس از ارائه معادلات سیستم دینامیکی، عمل

و کنترل کننده، سیستم حلقه بسته با توجه به سریع بودن حسگر 

هاي حالت سیستم و کند بودن متغیرحسگر هاي عملگر و متغیر

تکین مدلسازي گردید. اختلال دینامیکی در قالب مدلسازي سیستم 

سپس قضایایی ارائه شد و در قالب آن قضایا، مباحثی مانند تحلیل 

رودي و تحلیل پایداري ورودي به حالت در پایداري حالت در غیاب و

همچنین شرایط پایداري سیستم حلقه حضور ورودي بررسی شد. 

استخراج گردید. سپس حسگر استاتیک خروجی  پسخوردبسته با 

نظر الب ساختار مورد بحث در این مقاله در قیک مثال عملی در 

  اند. د دستاوردهاي مقاله بودهمؤیها سازي نتایج شبیه .گرفته شد
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