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  چکيده

لزوم  ورنیها است. از ادر رودخانه یطیمحستیز یهامسائل و چالش نیتراز مهم یکیناشناخته،  ندهیتابع شدت منابع آلا یابیو باز ییبحث شناسا

 ریناپذاجتنابدر رودخانه  ندهیاز منابع آلا یآلودگ یو زمان رهاساز یاطلاعات مربوط به شدت زمان یابیجهت باز قیمطمئن و دق یهااز روش یریگبهره

است  ازیموردن یروش نیوجود دارد، بنابرا یو نقاط ضعف هاتیدر رودخانه، محدود یپراكندگ -ییجاحل معکوس معادله جابه یهااست. در هركدام از روش

 نیقرار دهد. بر هم یمورد بررس ندهیو منابع آلا انیجر طیاز لحاظ شرا زیرودخانه را ن یواقع طیشرا یهایدگیچیپ ها،تیكه علاوه بر دقت و كاهش محدود

مدل به  نیشده است. ا ارائه ینهحاصل از اصل برهم جیو نتا خونفیت میروش تنظ هیمعکوس برپا سیماتر یاضیر کردیبر رو یمبتن یمدل عدد کیاساس 

تا  یثاانملا ستگاهیرودخانه كارون در فاصله ا یواقع یهاپرداخته و با استفاده از داده دهیچیپ در حالت ندهیمنابع چندگانه آلا یتوابع شدت زمان یابیباز

 دهدیمحاسبات نشان م جیعلاوه بر ارائه چارچوب، نتا انیشده است. در پا یسنجصحت رماندگاریغ انیجر طیو شرا یبعدکیدر حالت  اتیفارس ستگاهیا

هر نقطه  در ندهیتوابع شدت منابع آلا یمرتبه اجرا تمام کیو تنها با  دستنییپا داتاطلاعات مشاه نیترقادر است با كم یخوبكه مدل معکوس مذكور به

 كند. یاز رودخانه را بازساز
 

 .رودخانه كارون ،یپراكندگ -ییجامعادله جابه ،ینهاصل برهم خونف،یت میشناسایی منابع آلاینده، مدل معکوس، روش تنظها: کليدواژه

 

 دمهمق -5

به  یامروزه بحث كمبود منابع آب خصوصاً منابع آب سطح

انسان بدل شده است.  اتیو ح ستیزطیمح یبرا یجد یدیتهد

 ،یمقدار محدود منابع آب سطح نیهم یآلودگ گرید یاز طرف

كنندگان محققان و وضع یرو شیپ یهاشدن چالش تریباعث جد

 ترقیباعث تسلط بهتر و دق یكنترل نیشده است. وضع قوان نیقوان

جمله  از یبه منابع آب سطح یكردن آلودگبر نحوه اضافه

نتوانسته از مشکل  ییتنهابه نیقوان نیاما ا؛ شودیها مرودخانه

كند. اكثر  یریگجلو عیها توسط صناروزافزون رودخانه یآلودگ

 یاند، پسماندهاها قرار گرفتهرودخانه ریكه در مس یدیتول عیصنا

از  یاری. در بسكنندیم یرهاساز هارودخانهخود را در  یصنعت

 یازرهاس ندهیدر الگو و مقدار آلا رییو تغ نیاز قوان یچیموارد سرپ

موجب وارد آمدن  ،یصنعت یواحدها نیشده در رودخانه توسط ا

                                                                        
1. Simulation optimization method 

و  ستیز طیبر مح یریناپذو اغلب جبران بارانیزی هاخسارت

 .شودیها مانسان یزندگ نیهمچن

در رودخانه حدود سه دهه  یمکان و زمان انتشار آلودگ افتنی

ه را ب طهیح نینظران ااز محققان و صاحب یاریاست كه توجه بس

 درانجام شده  قاتیاز تحق یاریخود معطوف كرده است. در بس

و  اتینوع فرض ، از لحاظندهیمکان و زمان منابع آلا افتنی هنیزم

خاص  یهایدگیچیو پ طیشرا یهركدام دارا، حل مسئله یهاروش

 کردیمحققان سه رو نیشیپ قاتیتحق ،تریكل یبوده است. در بررس

اند هاستفاده قرار داد معادله انتقال مورد یحل مسئله برگشت یرا برا

 است: ریبه صورت ز كه

-یسازهیمسئله شب کیبه صورت  یحل مسئله برگشت -1

 1یسازنهیبه

 و یاحتمالات یهابا استفاده از روش یحل مسئله برگشت -9

 9یآمارنیزم

2. Geostatistical approach 
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 3یاضیر یهابا استفاده از روش یحل مسئله برگشت -3

 متیالگور کی بیاز ترك توانیاول م کردیرو اتیدر خصوص

معادلات انتقال و  یحل عدد یهاروش ریبا سا یسازنهیبه

 یقو ندهپردازبا  یهاكامپیوتربه  اجیاحت نیهمچنو  هیدرودینامیک

 بیع ،ها نام برد كه به تناسب آنروش نیجهت حل مسئله در ا

 کتایریغ نیچنهم .را به دنبال دارد یمحاسبات یهانهیبالا بودن هز

 روش است نیا بیمعا گریاز د یحل بازگشت یهابودن جواب

(Mazaheri  ،9012و همکاران). 

Mahinthakumar  وSayeed (9002) منابع  صیجهت تشخ

كردن  دایمربوط به پ یسازنهیبه یهاروش بیاز ترك ندهیآلا

دند، كار برهرا ب یدیروش جد کیژنت تمیبا الگور ینسب ممینیم

 دند. كر یسنجروش خود را صحت وتریها با استفاده از سوپركامپآن

Singh  وDatta (9006) یازسنهیبا به میمدل مستق بیاز ترك 

را  ینیرزمیبا آب ز ندهیمنابع آلا صیمسئله تشخ ،کیژنت تمیالگور

غلظت را در  یو زمان یمکان یهایریگها اندازهحل نمودند. آن

 یفمختل یوهایسنار قیتحقاین ها در بردند. آن كارهب یسازنهیبه

 .در نظر گرفتند یو نقاط مشاهدات ندهیآلا نابعلحاظ تعداد م را از

از روش تمام منابع  ندهیمحاسبه مکان منابع آلا یبرا نیهمچن

 . استفاده كردند 8لیپتانس

Nardo ( 9012و همکاران) یرا برا یک بعدیمدل  کی 

 .در رودخانه ارائه كردند ندهیآلا یزمان و مکان رهاساز صیتشخ

)كه نوعی از انواع  2عاتحداقل مرب مدل بر اساس روش نیا

 نیكه در ا یبیارائه شد؛ اما عشود( های تنظیم محسوب میروش

 یانقطه مشاهده یادیروش وجود دارد لزوم استفاده از تعداد ز

 .عملکرد بهتر مدل است یبرا

 یاحتمالات عیدوم استفاده از كاربرد توز کردیرو اتیدر خصوص

به  توانیروش م نیا در نیموردنظر است. همچن یآمارنیزم

با  یمسئله بازگشت یهاكاهش حجم محاسبات منتج به جواب

 Mazaheri) اشاره كرد تیعنوان مز به هایسازهیكاهش تعداد شب

 .(9012و همکاران، 

Neupauer  وWilson (9001) به نام روش  یاضیروش ر کی

 طیو شرا یمرز طیجهت اثابات معادلات حاكم، شرارا  6یجزء كمک

ا ر یمدل احتمال بازگشت هاكار بردند. آنهدر حل معکوس ب هیاول

 انیجر طیدر شرا یدامنه چندبعدی و برا بعدییک دامنه  یبرا

 .ماندگار ارائه كردند

Cupola  مدل  سهیدر رابطه با مقا یپژوهش (9012)و همکاران

 یهابر روش یبا مدل مبتن یبر روش احتمال بازگشت یمبتن

 یآمارنیپژوهش روش زم نیا جیدر نتا .ددنانجام دا یآمارنیزم

دارای  ندهیمنبع آلا یمکان و تابع شدت بارگذار افتنیجهت 

                                                                        
3. Mathematical method 
4. All potential sources 
5. Least squares approach 

 یآمارنیدر روش زم یاساس یهااما از فرض مناسب است؛عملکرد 

 است كه احتمال یاندهیمشخص بودن مکان و تابع شدت منابع آلا

مکان منبع ها وجود دارد. در هر دو روش از آن ندهیآلا یرهاساز

قاط به تعداد ن ازیاما در رابطه با ن شود؛یم یابیخوبی بازبه ندهیآلا

به حداقل  یو تناوب مشاهدات، روش احتمال برگشت یامشاهده

 یعنیدارد؛  ازین یآمارنیبا روش زم سهیدر مقا مورددو  نیا زانیم

 یبرا یاطلاعات مشاهداتبه حداقل  یدر روش احتمال برگشت

 .است ازین ندهیاطلاعات منبع آلا یابیباز

Ghane ( 9016و همکاران) را جهت  یروش احتمال بازگشت

در رودخانه  ندهیو زمان انتشار آلا ندهیمکان منبع آلا ییشناسا

 یمبتن انتقالها یک مدل عددی را كه در آن معادله كار بردند. آنهب

بر پایه آنالیز الحاقی بود توسعه دادند. این  یبر احتمال بازگشت

قرار  یبررس ها نیز مورداز رودخانه یادر شبکه نیروش همچن

رودخانه  یواقع یهابه علت استفاده از دادهها آن گرفت. روش حل

ت دق یدارا ،مدنظر است انیبستر جر یعیكه در آن مشخصات طب

 . و كاربرد مطلوب است

Lee ( 9014و همکاران )7یبا استفاده از مدل جنگل تصادف 

 ها در حالتاز رودخانه یادر شبکه ندهیمکان منابع آلا یابیبه باز

نابع م یهامکان یابیدرصد باز قیتحق نیپرداختند. در ا یبعدکی

قرار گرفت، در  یمورد بررس یمختلف یوهایسنار یبه ازا ندهیآلا

حسگر ثابت اطلاعات  کی ندهیهر منبع آلا یبه ازا ویسنار کی

ر در نظ یاآن به عنوان نقطه مشاهده دستنییدر پا ندهیمنبع آلا

كل شبکه رودخانه تنها  یبه ازا یگرید یویگرفته شد، در سنار

ها درصد آن جیچند حسگر ثابت اطلاعات لحاظ شد. در نتا

 یتعداد حسگرها یشده به ازا یابیباز ندهیمنابع آلا یهامکان

درصد در حالت  نیقبول و مطلوب است؛ هرچند كه اقابل زیاندک ن

دارد اما به عنوان  یریچشمگ شیمتعدد افزا یوجود حسگرها

شود. عدم ارائه چارچوب  یتلق تواندیروش م یكاربرد تیمحدود

ها به پژوهش آن یهاتیاز محدود عیوس یدانیو لزوم مشاهدات م

 .دیآیحساب م

عی بر این است كه س مسئله معکوس، در حلسوم  کردیدر رو

 .در چارچوب ریاضی حل شوند و مجهولات مسئله به صورت معین

در روش  میحل مسائل بدخ یبرا میتنظ یهااستفاده از روش

ریاضی موردنیاز است. كاستن از تعداد تکرارها و یا حذف كامل 

 كاهش زمانی و سازنهیبه -یسازهیشبتکرارها در مقایسه با روش 

 حل مسئله معکوس یهایدگیچیو پ ایمحاسبات از مزا نهیو هز

 Mazaheri) است دیگر از معایب روش ریاضیی هاروشنسبت به 

  (.9012و همکاران، 

El Badia  در نظر گرفتن  با یک بعدی (9002)و همکاران

6. Adjoint state method 
7. Random forest model 
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پارامترها )ضریب پراكندگی، گرفتن سایر معادله انتقال و ثاابت 

اول( روشی را برای پیدا  واكنش درجه و ضریبجریان سرعت 

. رودخانه ارائه نمودند كردن مکان و تابع شدت یک منبع آلاینده در

اثابات نمودند كه برای تعیین منبع آلاینده به صورت یکتا،  هاآن

 نبعدست میکی در بالادست و دیگری در پایین یادو نقطه مشاهده

 یهااثابات بحث یکتایی، مقوله پس از هاآن .باید معلوم باشد

ند و برای اثابات پایداری و الگوریتم محاسباتی را نیز ارائه كرد

 . فرضی استفاده نمودند یهادرستی روش ارائه شده از مثال

Zhang  وChen (9007 )معکوس را  سیماتر هیبر پا یروش

 )داخل یگاز ندهیمنبع آلا یبه دست آوردن تابع شدت زمان یبرا

 .ندارائه كرد یا( با استفاده از غلظت در نقطه مشاهدهمایواپاتاقک ه

 یگاز ندهیمشخص بودن مکان منبع آلا روش نیا یفرض اساس

  است.

Wang  وLiu (9019 )منبع ییشناسا یرا برا یلیتحل یروش 

روش  نیارائه كردند. در ا یبعدیکدر رودخانه و در دامنه  ندهیآلا

  .است ازیبه مشاهدات غلظت در دو نقطه در طول بازه رودخانه ن

Mazaheri ( 9012و همکاران )معکوس را با استفاده  مسئله

حل  یكه خود نوع نیو روش تابع گر 4خونفیت میاز روش تنظ

ها است حل كردند. روش آن یپراكندگ -ییجاهمعادله جاب میمستق

ها در و مکان آن ندهیمنابع آلا یشدت زمان یمربوط به بازساز

  .رودخانه بود

Zhang ( 9012و همکاران )معکوس و مدل  سیمدل ماتر

( و امیهواپ تاقک)داخل ا ندهیمکان آلا صیتشخ یرا برا یاحتمالات

 یاهیكردند. از ورود بیهم ترك با ،هاآن یتابع شدت زمان یبازساز

غلظت در دو نقطه  ریمقاد ،قیتحق نیحل مسئله در ا ازیموردن

 .بود مایداخل اتاقک هواپ یمختلف در فضا

Lei ( با استفاده از 9014و همکاران )ز ا یبیروش كه ترك کی

 یابیو روش حداقل مربعات است، به باز خونفیت میدو روش تنظ

)در حالت ساده(  ییگرما ندهیمنبع آلا کی یتابع شدت زمان

اثار  مشاهده ی( كه برایا)نقاط مشاهده یها در نقاطپرداختند. آن

 ریمقاد یریگاندازه یابر ییحسگرها ،منبع در نظر گرفتند

حل مسئله  كهنیكردند. با وجود ا هیگرما تعب یزمان یهایسر

 ی( انجام گرفته است اما سطح بالایبعدهوا )سه طیمعکوس در مح

 ینفماز نکات  یکیدرصد( به عنوان  یاز س شیمحاسبات )ب یخطا

 ندهیعدم استفاده از منابع آلا نی. همچنشودیم یها تلقروش آن

 ت.ها اسآن قیتحق یهایكاست گریاز د دهیچیپ یبا الگو ییگرما

انجام شده حل معکوس  نهیزم دریی كه تاكنون هاپژوهش

و سهم  بوده ینیرزمیز یهاآب طیمحمربوط به اكثراً  است،

از تر است. مراتب كمبه یسطح یهاشده در آب انجام یهاپژوهش

شرایطی  هركدام ،شده در رودخانه انجام یهاپژوهشسوی دیگر 

                                                                        
8. Tikhonov regularization method 

ارائه  نیاند؛ بنابراگرفتهاز جریان، بستر و منبع آلاینده را در نظر 

 طیراش یهایدگیچیمسئله را به سمت پ طیكه بتواند شرا یروش

اساس  نیخواهد بود. بر هم یمطلوب و كاربرد، سوق دهد یعیطب

 هصرفو دقت ی استفاده دارا مورد کردیرو با توجه بهپژوهش حاضر 

محاسبات )كاهش اجراها به تنها یک  لحاظ زمان از مطلوب هم

رساندن مشاهدات و  قل)به حدا یلحاظ اقتصاد ازهم  واجرا( 

همچنین در  حل معکوس است. نهیزم ( دریدانیم یهابرداشت

نظر  از)در رودخانه  ندهیبع آلاامن طیشرا یهایدگیچیپنظر گرفتن 

به همدیگر و  نسبت هاآن، فواصل و آرایش ندهیتعداد منابع آلا

از دیگر نقاط مثبت مدل ارائه شده  (یامشاهدهنسبت به نقاط 

ی از عناوین اخلاصهلازم است قبل از طرح مباحث جدید به  است.

( به معرفی هاروشرو اشاره شود. در بخش دوم )مواد و پیش

معادلات حاكم بر مسئله در هر دو حل مستقیم و معکوس پرداخته 

. همچنین به علت گستردگی روش حل معکوس، شرحی شودیم

ی مربوطه ارائه هایسازحل معادلات و گسسته نحوهفشرده از 

شده در این  ارائه( روش و بحث جینتاخواهد شد. در بخش سوم )

سنجی شده فرضی و واقعی صحت مثالپژوهش با استفاده از دو 

 ندهیمنبع آلا کی یتابع شدت زمان یابیباز نحوه مثال اولاست. در 

بعدی بررسی یک ی در دامنهفرض طیدر حالت ساده تحت شرا

 ی تحتبعدکی در مثال دوم، روش ارائه شده در دامنه .شودیم

سنجی شده است. در بخش صحت رودخانه كارون یواقع طیشرا

ی( نیز شرحی از نتایج كلی در رابطه با یافتن ریگجهیتنچهارم )

تابع شدت زمانی منابع آلاینده در شرایط واقعی )شرایط جریان 

 غیرماندگار و تعداد نامحدود منابع آلاینده( ارائه شده است.

 

 هامواد و روش -2
به در قسمت مبانی نظری، هركدام از مراحل حل مسئله 

ی حاكم بر هاروشجداگانه و با در نظر گرفتن معادلات و  صورت

. مراحل حل مسئله كه در مبانی ردیگیم، مورد بررسی قرار هاآن

ی عددی مستقیم و معکوس است هاحل شودیمنظری به آن اشاره 

 طوربه. شودیمپرداخته  هاآنكه در ادامه به بررسی هركدام از 

است كه ابتدا با استفاده از حل  ی روال حل مسئله به این صورتكل

عددی مستقیم دو دسته از معادلات هیدرودینامیک و انتقال جرم 

. شودیمماده آلاینده در یک بعد، مرحله اول محاسبات انجام 

رحله ـی مهایورودرحله، ـآمده از این م به دستج ـسپس نتای

رحله دوم محاسبات همان ـ. مكندیم نـیتأمدوم محاسبات را 

 عددی معکوس معادله انتقال جرم ماده آلاینده است كه لـح

نتایج نهایی )تابع شدت زمانی منبع آلاینده(  آوردن به دستجهت 

 .شودیمانجام 
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 انتقال جرممستقيم معادلات هيدروديناميک و  حل -5 -2

 ماده آلاينده

چون  یعوامل ریدر رودخانه تحت تأثا ندهیماده آلا توده

و جذب به سمت  نشینیتهجایی، واكنش، هپراكندگی، جاب

عوامل به نوع ماده  نیاز ا یسر کی. شودیمنتقل م دستنییپا

وامل از ع گرید یسر کیآن و  یکیزیو ف ییایمیو خواص ش ندهیآلا

 یشپوبا چشم نیاست؛ بنابرا انیجر طیو مح انیمتأثار از خواص جر

 انیمربوط به جرعوامل ، به ندهیاز عوامل مربوط به نوع ماده آلا

و  هیدرودینامیکدو دسته از معادلات  نجای. در اشودیپرداخته م

معادله بقای جرم آب )معادله بخش اول . شودیم یانتقال معرف

)معادله اندازه  آب 8معادله بقای مومنتم جریان( و پیوستگی

معروف است  10ونانت -به معادلات سنتحركت( است كه 

(Chaudry ،9004 ؛)معادله یا  معادله انتقال مبخش دو و

 (آلاینده بقای جرم ماده)معادله  11یپراكندگ -ییجاهجاب

(Chapra ،1887) ،(Ghane  ،9016و همکاران .) یک در حالت

 انیب ریبه صورت زاست كه  ماندگارریغ انیجر طیو شرا بعدی

 :شودیم
 

{

𝜕𝐴

𝜕𝑡
+

𝜕𝑄

𝜕𝑥
= 0                                               

𝜕𝑄

𝜕𝑡
+

𝜕

𝜕𝑥
(

𝑄2

𝐴
) + 𝑔𝐴

𝜕𝑧𝑤

𝜕𝑥
+ 𝑔𝐴𝑆𝑓 = 0

(1)                      

 
𝜕(𝐴𝐶)

𝜕𝑡
= −

𝜕(𝑄𝐶)

𝜕𝑥
+

𝜕

𝜕𝑥
(𝐴𝐸𝑥

𝜕𝐶

𝜕𝑥
) (9)                                    

    −𝐴𝑘𝐶 ± 𝐴𝑆 
 

برابر با دبی  𝑄 سطح آب،تراز با  برابر 𝑧𝑤 در معادلات فوق

 ،یخط انرژ بیبرابر با ش 𝑆𝑓، برابر با سطح مقطع جریان 𝐴 جریان،

𝐶  ،برابر با غلظت ماده آلاینده𝑔  با شتاب ثاقلبرابر ،𝑥  و𝑡 ترتیب به

در  یپراكندگ بیضر 𝐸𝑥، بیانگر بعد مکان و زمان در معادلات

 .است رم منبعــت 𝑆 در رودخانه و ندهیزوال آلا بیضر𝑥،  𝑘 یراستا

انتقال آلاینده در معادله مستقیم  یمنظور از حل عدد

رودخانه، محاسبه توزیع مکانی و زمانی غلظت آلاینده با معلوم 

قیم مست ی. حل عددباشدیبودن مکان و تابع شدت منابع آلاینده م

 کینامیدرودیمعادلات ه یانتقال خود شامل دو بخش، حل عدد

پراكندگی )معادله  -جاییهمعادله جابی ( و حل عدد(1) له)معاد

معادلات  یحل عدد جینتا گرید . به بیانباشدی( م(9)

ها و در مکانجریان و عمق  جریان شامل سرعت کینامیدرودیه

مختلف، همراه با مشخصات منابع آلاینده )مکان و تابع  یهازمان

 یحل عدد یشدت( و برخی پارامترهای دیگر، به عنوان ورودی برا

 .گردندیمحسوب م ندگیپراك -جاییمعادله جابه
 

                                                                        
9. Conservation of Momentum 
10. Saint-Venant equations 
11. Advection-dispersion equation (ADE) 

 معادله انتقال جرم ماده آلاينده معکوس حل -2-2
حل معادله  یقسمت ابتدا لازم است به فرم انتگرال نیدر ا

. این معادله انتگرالی با استفاده اشاره شود یپراكندگ -ییاجهجاب

و روش تابع  19ینهبرهماز فرم كلی حل تحلیلی با استفاده از اصل 

. این معادله در حالت وجود یک منبع دیآیم دستبه 13گرین

 به صورتاز نوع اول است كه  18آلاینده معادله انتگرالی خطی ولترا

 (:9012و همکاران،  Mazaheri) شودزیر بیان می
 

(𝑥, 𝑡) = ∫ 𝑤(𝜏)
𝑡

0
𝐺(𝑥, 𝑡; 𝑥𝑠 , 𝜏)𝑑𝜏 (3             )                    

 

 𝑥𝑠، ندهی( منبع آلایتابع شدت )بارگذار 𝑤(𝜏)در معادله فوق 

,𝑐(𝑥مکان آن و  𝑡)  مقادیر غلظت نسبت به زمان )مقادیر منحنی

ی مختلف است. منظور از حل فرم انتگرالی هامکانپاسخ( در 

با فرض معلوم بودن  𝑤(𝜏)آوردن  به دست واقع در (3)معادله 

𝑐(𝑥, 𝑡)  و𝐺(𝑥, 𝑡; 𝑥𝑠 , 𝜏) هدف  بنابراین در حل معکوس كه؛ است

 یهاترم ریسا دیبااست،  ندهی( منبع آلایتابع شدت )بارگذار افتنی

 هاآن پاسخ حاصل از یهایو منحن ندهی)مکان منابع آلا (3)معادله 

(، 3برای حل معادله انتگرالی ) .( مشخص باشنددر نقاط مختلف

سازی آن را به یک دستگاه معادلات خطی شامل باید با گسسته

مجهولات دستگاه تبدیل كرد. از  به عنوان 𝑤(𝜏)مقادیر گسسته 

نقطه  هرمعادله خطی متناظر با آوردن  به دست نحوهرو این

 هب توانیمبرای تشکیل دستگاه معادلات خطی را  یریگاندازه

 :انجام داد ریشکل ز

𝑥 زمان در محل -اگر منحنی غلظت = 𝑥𝑗  شامل مقادیر

,𝑐1 گسسته 𝑐2, … , 𝑐𝑛 معلوم یهادر زمان 𝑡1, 𝑡2, … , 𝑡𝑛  باشد و

 𝑤(𝜏)ع شدت منبع آلاینده ابهمچنین مقادیر گسسته و متوسط ت

𝑥 در محل = 𝑥𝑠 زمانی  یهابا دوره و یابه صورت پله∆𝑡𝑠  شامل

,𝑤1مقادیر گسسته  𝑤2, … , 𝑤𝑚 توانیآنگاه م ند،در نظر گرفته شو 

 با استفاده از ((1)مانند نمونه شکل ) (3)معادله سازی با گسسته

 معادله خطی متناظر( 9002و همکاران،  Aster)قاعده مستطیل 

𝑐1و یکی از مقادیر غلظت  یریگنقطه اندازه یکبا  = 𝑐(𝑥1, 𝑡1)  را

تعداد  𝑛با توجه به وجود حال  آورد. به دست( 8معادله ) به صورت

 𝑛با  عادلات خطیمجهول، یک دستگاه متعداد  𝑚و یری گاندازه

به ی آن سیماترآید كه صورت یم به دست مجهول 𝑚معادله و 

 ( است:2معادله ) صورت
 

𝑔1𝑤1 + 𝑔2𝑤2 + ⋯ + 𝑔𝑚𝑤𝑚 = 𝑐1 
𝑔1 =  

{
𝐺(𝑥1, 𝑡1; 𝑥𝑠(𝑙 − 1)∆𝑡𝑠 → 𝑙∆𝑡𝑠), 1 ≤ 𝑙 ≤ 𝑖

0                                                       𝑖 + 1 ≤ 𝑙 ≤ 𝑚
                (8)  

 

𝐺𝑤 = 𝑐 (2)                                                                 
 

12. Superposition principle 
13. Green’s function 
14. Volterra 
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,𝐺(𝑥1( منظور از 8)در معادله  𝑡1; 𝑥𝑠(𝑙 − 1)∆𝑡𝑠 → 𝑙∆𝑡𝑠) 

كه با حل معادله  باشدیم 𝑡1و زمان  𝑥1مقدار تابع گرین در مکان 

با شدت  𝑥𝑠( به ازای یک منبع آلاینده پالسی شکل در مکان 9)

𝑙)  واحد و در بازه زمانی − 1)∆𝑡𝑠 تا𝑙∆𝑡𝑠 در . دیآیم به دست

𝑛با ابعاد  بیضرا سیبرابر ماتر 𝐺نیز  (2)معادله  × 𝑚، 𝑐  و𝑤  نیز

ی هازمانی در امشاهدهی نقطه هاغلظتبردار  رابرترتیب ببه

𝑛با ابعاد  (معلومات سیماترمختلف ) × ی منبع هاشدتبردار  و 1

𝑚با ابعاد  (مجهولات)ماتریس  ی مختلفهازمانآلاینده در  × 1 

 .باشندیم
 

 
سازی معادله انتگرالی گسسته یبرا کيشکل شمات کي -5شکل 

𝒎با ( 3) = 𝒏 و 𝟓 = 𝟏𝟎 

 

یک دستگاه با تعداد معادلات و مجهولات  شده لیدستگاه تشک

نامیده  12فرامعین یهادستگاه ییهانامساوی است. چنین دستگاه

باید از ها بوده و برای حل آن 16ها بدخیمدستگاه نیا .شوندیم

مسائل بدخیم در محاسبات خاص استفاده نمود.  یهاکیتکن

 .شوندیممربوط به علوم و مهندسی بسیار ظاهر 

Hadamard (1893 اولین كسی بود كه تعاریفی را از مسائل )

ی بدخیم محسوب امسئلهتعریف وی  بنا بربدخیم مطرح كرد، 

 كه حداقل یکی از شرایط زیر را داشته باشد: شودیم
 جواب نداشته باشد. -1
 جواب یکتا نداشته باشد. -9
تغییرات كوچک در مقادیر ورودی تغییرات بزرگ در  -3

 مقادیر خروجی ایجاد كند.
خطی در حالت عادی با تبدیل آن  حل یک دستگاه فرامعین

 ریحل است. معادله ز به یک مسئله حداقل مجذورات خطی قابل

دستگاه فرامعین خطی با استفاده از مسئله حداقل  کیحل 

 نفخویت میاستفاده از روش تنظمجذورات خطی متناظر با آن و با 

 :(9012و همکاران،  Wei) است
 

𝑚𝑖𝑛 𝑍(𝑤) = ‖𝐺𝑤 − c‖2
2 + 𝜆2‖𝐿𝑤‖2

2                                 (6)  
 

 انیبصورت زیر خطی فوق به مجذورات حداقل مسئله تینها در

 شود:می

                                                                        
15. Overdetermined system 

𝑤 = (GTG + 𝜆2𝐿𝑇𝐿)−1(𝐺𝑇𝑐)                                               (7)  
 

.‖ عملگرهایدر روابط بالا  ترتیب برابر نرم به 𝑇.و 1−.،2‖

 .ندباشیاقلیدسی، معکوس ماتریس و ترانهاده ماتریس مدرجه دوم 

𝜆 و  برابر با پارامتر تنظیم𝐿  برابر با ماتریس عملگر مشتقی نیز

است كه درجه آن برابر با درجه تنظیم است. برای تنظیم درجه 

)تعداد   𝑚  از درجه انیبرابر با ماتریس هم 𝐿 صفر، ماتریس

یک، این ماتریس با ابعاد  درجه برای تنظیممجهولات دستگاه(، 

𝑚 − 1 × 𝑚  اد ـدو این ماتریس با ابع هــم درجـرای تنظیـبو

𝑚 − 2 × 𝑚  .استفاده از تنظیم با درجات بالاتر نتایج حاصل است

 كند.تر مینزدیک از حل معکوس را به مقادیر واقعی

آوردن پارامتر تنظیم چند روش وجود دارد كه  به دستبرای 

یعنی  هاروشاین  نیترمطمئنو  نیترمتداولدر این تحقیق از 

استفاده شده است. در این روش به ازای مقادیر  L-curveروش 

( حل (6)معادله ) مسئله حداقل مجذورات خطی 𝜆مختلف 

𝐺𝑤‖در برابر  𝐿𝑤‖2‖مقدار و به ازای هر حل،  شودیم − 𝑐‖2  در

. شکلی كه در این شودیملگاریتمی رسم  -مقیاس لگاریتمی

است. در هر قسمت از  Lشبیه  باًیتقر دیآیم به دستمقیاس 

𝐺𝑤‖آمده اثار یکی از مقادیر  به دستمنحنی  − 𝑐‖2  و‖𝐿𝑤‖2 

مقدار  آن به تناسبو  شودیمتر نسبت به دیگری بیشتر و یا كم

  وشه مقدار پارامتر تنظیم گ نیترنهیبه، بنابراین كندیمتغییر

شکل است. چون در این نقطه تعادل بین اثار  Lمنحنی 

𝐺𝑤‖عبارات − 𝑐‖2  و‖𝐿𝑤‖2  ( 9. شکل )شودیمدر مسئله برقرار

 .دهدیمرا نشان  L-curveحالت كلی منحنی 

 

 
 L-curveحالت کلی منحنی  -2شکل 

 

را  یمذكور دستگاه معادلات خط یوجود پارامترهابنابراین 

-ییجاه. ازآنجاكه معادله جابكندیحل( م )قابل میخخوش

 لیفرانسید عادلهم کی)معادله بقای جرم ماده آلاینده(  یپراكندگ

)جمع آثاار( در مورد  ینهاصل برهم نیبنابرا ،است یخط یجزئ

اصل در مبحث  نیمعادله صادق است. بر اساس ا نیا یهاجواب

16. Ill-posed system 
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 لیفرانسیمعادله د کیجواب  ود 𝑦2و  𝑦1 اگر لیفرانسیمعادلات د

𝛼𝑦1آنگاه  ،همگن باشند یخط + 𝛽𝑦2 آن  یجواب برا کی زین

لظت غ ریهرگاه مقاد گریدی تعبار خواهد بود. به لیفرانسیمعادله د

غلظت  ریمقاد، دنضرب شو یعدد کیدر  ندهیدر محل منبع آلا

( در همان ی)نقاط مشاهدات دستنییدر هر نقطه از پا یمشاهدات

 ئلهسم یكه برا یو مشخصات فیبا توجه به تعار .شودیعدد ضرب م

 کتابع شدت ی یبازساز یمطرح شد، برامطالب فوق معکوس در 

پرداخت كه در  یبه حل دستگاه معادلات خط دیبا، ندهیمنبع آلا

 یمنحن یهاغلظتمقادیر ومات مسئله همان معل این دستگاه،

متوسط  ریمقاد مجهولات مسئلهی، اپاسخ در نقاط مشاهده

 ریمقاد زیمعادلات ن بیضرا نیو همچن ندهیمنبع آلا یبارگذار

به آن اشاره  نتایج و بحث قسمت )درواحد  یهایغلظت بارگذار

 نیا لیتشک یبرا نیاست؛ بنابراای خواهد شد( در نقاط مشاهده

به عنوان  اجزای دستگاه،هركدام از باید  یدستگاه معادلات خط

شود تا در نهایت با نوشتن كدهای مراحل حل  فیتعر سیماتر کی

، به حل نهایی مسئله پرداخته شده لیتشکدستگاه معادلات خطی 

شود. مراحل زیر روند تشکیل و حل دستگاه معادلات خطی را 

 :دهدنشان می

nبا ابعاد  بیضرا سیماتربرابر  G فیتعر (1 × m 

nمعلومات با ابعاد  سیبرابر ماتر c فیتعر (9 × 1 

ها دادهخطای برداشت  به عنوان ییخطا درصدمرحله  نیا در

ی ادر نقاط مشاهدهغلظت  ریمقاد یبرا)نزدیک به شرایط واقعی( 

-شیب، دارای هامثالاین مقدار خطا در قسمت كه  شودیم فیتعر

 است. 2۱مقدار  نیترو كم 12۱مقدار  نیتر

 یخط معادلات حل دستگاه یبرا روش نیترمناسب اعمال (3

مجهولات با  سیكه همان ماتر w مربوطه جهت به دست آوردن

mابعاد  ×  حیاز توض مطالب، یعلت حجم بالا بهدر اینجا  است. 1

 یمعادلات خط یهامختلف حل دستگاه یهاروش رامونیپ

ی كه حل دستگاه معادلات خط با تینها در .شودیاجتناب م

منبع ی اصل یمتوسط بارگذار ریمقاد جزئیات آن مطرح شد،

 آید.می به دست ندهیآلا

معادله  میدر حل مستق ینهپژوهش كاربرد اصل برهم نیدر ا

 بیراض سیماتر لیدر تشکآن حاصل از  جیو نتا یبررس انتقال مورد

روش  نی. با استفاده از اردیگیاستفاده قرار م حل معکوس مورد

ی )ضریب ترساده یهایرا به بارگذار دهیچیپ یهایبارگذار توانیم

ر د؛ سپس كرد میمختلف تقس یبا فواصل زمانواحد(  یبارگذاراز 

 نیپاسخ حاصل از هركدام از ا یمنحن ی،مشاهدات هایمکان

 یآورده و به همان فواصل زمان ستساده را به د یهایبارگذار

 یهایپاسخ بارگذار یهایمنحن تمام تینها در .داد ریمذكور تأخ

 لیهاو دهیچیپ یپاسخ بارگذار یتا منحن شوندمیهم جمع  با ساده

منطبق بر  قاًیدق ،روش نیپاسخ حاصل از ا ی. منحنآیدبه دست 

 .تاس دهیچیپ یپاسخ حاصل از بارگذار یمنحن

 نتايج و بحث -3
مباحث مربوط به اصل  نیشیپ یهاازآنجاكه در پژوهش

 طیدر شرا خونفیت میو مدل معکوس براساس روش تنظ ینهبرهم

رودخانه  درماندگار ریغ انیجر طیشراپیچیده منابع آلاینده و 

هدف  شودیمسعی قسمت  نیدر ا ،است نشده یبررسواقعی 

 یتابع شدت زمانارائه چارچوب كلی جهت بازیابی  كه پژوهش

 است بررسی شود. انهدر رودخ ندهیمنابع چندگانه آلا

در ادامه مدل معکوس مورد استفاده در این پژوهش، یعنی 

ک یدر حالت  خونفیت میتنظ برپایه روشمعکوس  سیماتر روش

 )كه جزئیاتمثال  دوبا ذكر  فرضی و واقعی طیشراتحت و  بعدی

 .ردیگیقرار م لیو تحل یبررس موردذكر شد(  ترشیپآن 
 

 ندهيمنبع آلايک  یتابع شدت زمان یابيبازمثال اول:  -3-5

 در حالت ساده تحت شرايط فرضی

و  ساعتیک با مدت زمان  یاپله یبارگذار کیمثال  نیدر ا

 09:34تا  01:94زمانی  فاصلهدر  الف(-3) شکلمطابق  ده دقیقه

در این . شودیم یرهاساز یانقطه ندهیمنبع آلا کیاز  بامداد

 118 ریطول مس( به (8)ی )شکل قسمت از یک رودخانه فرض

 . شودیماستفاده  با مقطع نامنظم لومتریك

 

 
 )الف(

 
 (ب)

 ،واحد یو بارگذار یاپله یبارگذار یمنحنالف(  -3شکل 
 یمنحنسری زمانی دبی جريان در ابتدای رودخانه و  یمنحنب( 

سری زمانی تراز سطح آب در انتهای رودخانه در طول دوره 
 یسازهيشب
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در  یاو نقاط مشاهده ندهيمنبع آلا یمکان تيموقع -0شکل 

 با شرايط فرضی رودخانه
 

كیلومتری از ابتدای مسیر رودخانه  33 فاصلهمنبع آلاینده در 

 17و  یلومتریك 10در فواصل  بیترتبه یانقاط مشاهدهو 

 انیجر طیقرار دارند. شرا ندهیآلابارگذاری  منبع ی ازلومتریك

به هیدرودینامیک حل معادلات  یط مرزایبوده و شرماندگار ریغ

 (بالادست)برای شرط مرزی  رودخانه یدب یزمان یهایسر صورت

 (دستنییپابرای شرط مرزی تراز سطح آب ) یزمان یهایو سر

حل معادلات نمودار شرایط مرزی  است. سازیدر طول دوره شبیه

در شکل  ی(سازهیشبدوره ساعت ) 98هیدرودینامیک مربوط به 

 ریمس كل یبرا 17نگیمان یزبر بیضر ب( آورده شده است.-3)

 پراكندگی نیز برابر بضری مقدار و 0٫033مقدار متوسط جریان 

 است.بر ثاانیه در نظر گرفته شده  مترمربع 90

 

و  کيناميدروديمعادلات ه ميمستق یحل عدد -3-5-5
 ندهيانتقال جرم ماده آلا

شد، در حل  انیها بو روش یآنچه در قسمت مبان مطابق

مختلف  یپارامترها کینامیدرودیمعادلات ه میمستق یعدد

مختلف  یهاها و زماندر مکان انیمانند سرعت و عمق جر انیجر

معادله انتقال،  میمستق یدر حل عدد نی. همچنگرددیمحاسبه م

احد و یبارگذار و ندهیمنبع آلا یاصل یاز بارگذار یناش یهاغلظت

. دشویمحاسبه م ندهیمنبع آلا دستنییدر پا یامشاهدهدر نقاط 

ر ب لوگرمیك کیبا شدت متوسط  یبارگذار کیواحد،  یبارگذار

كه  (2) در شکل. شودیم فیتعر یدر طول مدت بارگذار هیثاان

است،  کینامیدرودیمعادلات ه میمستق یمربوط به حل عدد

مختلف  یهاو تراز سطح آب نسبت به مکان یسرعت، دب ریمقاد

زمان مشخص در طول دوره  کیرودخانه در  ریدر طول مس

كه مربوط به حل  زین (6) آورده شده است؛ در شکل یسازهیشب

 حاصل از هركدامپاسخ  یمعادله انتقال است، منحن میمستق یعدد

( و دوم الف-6اول ) یانقاط مشاهده یواحد برا یهایاز بارگذار

پاسخ  یمنحن (7)در شکل  نـــی( آورده شده است. همچنب-6)

 خـپاس یهایـمنحن ینهحاصل از برهم یو منحن یاصل یبارگذار

 ه است.دـآورده ش یاصل یبارگذار یزاـــدام از اجـحاصل از هرك

                                                                        
17. Manning's roughness coefficient 

 
 )الف(

 
 (ب)

حل عددی مستقيم معادلات  یهایخروج -1شکل 
 :AM 02:00در زمان  نسبت به طول رودخانه هيدروديناميک
 مقادير دبی و سرعت متوسط مقطع،الف( 

 ب( تراز سطح آب
 

 
)الف(

 
 (ب)

 (یزمان ريواحد )با تأخ یهایپاسخ بارگذار یهایمنحن -6شکل 
 ،کيلومتری 54در فاصله : الف( ندهياز منبع آلا

یلومتريک 51 در فاصلهب( 
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)الف(

 
 (ب)

حاصل از اصل  یو منحن یاصل یپاسخ بارگذار یمنحن -1شکل 

 :(انطباق کامل دو منحنی مذکور) ندهياز منبع آلا ینهبرهم

 یلومتريک 51 در فاصلهب(  ،کيلومتری 54در فاصله الف( 

 

جرم ماده  انتقال همعادل عکوسم یحل عدد -3-5-2

 آلاينده
در  (ی)اصل یاپله یبارگذار تابع شدت یبازساز در این بخش

ل حاص (هاپاسخ )غلظت یمنحنكه ( ندهیبالادست )محل منبع آلا

با استفاده از و  (دومو اول  یا)نقاط مشاهده دستنییاز آن در پا

. با طی مراحل ردیگیم، انجام دست آمدبه میمستق یمدل عدد

حل عددی معکوس )كه در مبانی نظری به آن پرداخته شد( توسط 

دست آمد مدل معکوس مورد استفاده در این پژوهش، نتایجی به

با مقادیر واقعی  سهیمشاهده و مقا یراب نمودارهایی به صورتكه 

 درک یبرا جینتا شیاز نما پس .بعد آورده شده است یهاشکلدر 

آورده شده  (1)جدول از جزئیات حل توسط مدل معکوس، بهتر 

نقطه دو  یدسته حل معکوس به ازا دو در این مثال است. در ضمن

حاصل از حل  جیكه نتا واضح استشده است.  انجام یامشاهده

حاصل از  جیهمان نتا قاًیدق یانقطه مشاهده کی یمعکوس به ازا

دلیل برابری نتایج است؛  یامشاهده دو نقطه یحل معکوس به ازا

كه در بازیابی تابع شدت بارگذاری یک  گرددیبرمبه این نکته 

 نقطهی نتایج منحنی پاسخ در امشاهده نقطه دومنبع به ازای 

م به نتایج منحنی پاسخ در نقطه اول وابسته است، ی دوامشاهده

 ی امشاهده نقطهضرایب در  14ماتریس رتبهچون  صورت هر در

 

 

                                                                        
18. Rank deficient 

 تریی اول است بنابراین اطلاعات كمامشاهده نقطهتر از دوم كم

سبت دوم ن نقطهجهت بازیابی تابع شدت بارگذاری منبع آلاینده از 

 نقطهوجود آن در كنار  عملاًاول قابل دریافت است و  نقطهبه 

 نیبنابرا ی در نتایج محاسبات نخواهد داشت.ریتأثای اول امشاهده

به دست آوردن  جهتدر حل معکوس نتیجه گرفت كه  توانیم

 نقطه کیوجود تنها  ندهیمنبع آلا یمتوسط بارگذار ریمقاد

منبع آلاینده با دارا بودن اطلاعات  دستنییدر پا یامشاهده

و همکاران،  Hamdi ،9008( ،)Mazaheri) است یكافاز موردنی

 یمحاسبات یهانهیموجب كاهش هز مسئله نیكه خود ا(؛ 9012

 .شودیدر حل مسئله معکوس م یدانیو م

كه اگرچه ابعاد  شودیممشاهده  (9)و  (1)با توجه به جداول 

از  تربزرگی امشاهدهماتریس ضرایب در حالت وجود دو نقطه 

ی در حل معکوس مورد استفاده امشاهدهحالتی است كه یک نقطه 

در  جهیدرنتگیرد، نتایج در هر دو حالت با همدیگر برابرند. قرار می

 یریینمودارها تغ چون شکلی امشاهدهحالت وجود دو نقطه 

 (9)فقط به جدول  واجتناب  یتکرار یهااز آوردن شکل كندینم

 .شودیاكتفا م (4و شکل )

 
 اول یانقطه مشاهده یحل معکوس برا جينتا -5جدول 
 تنظیم درجه یک تنظیم درجه صفر 
ها دوره داده

 )دقیقه(
92 

خطای برداشت 

 داده )۱(
2 12 2 12 

خطای نسبی 

 محاسبات )۱(
066/9 88/8 463/1 79/2 

مقدار پارامتر 

 تنظیم
0004/0 0322/0 0103/0 0661/0 

ابعاد ماتریس 

 ضرایب
(3×18) 

 
 ای اول و دومنتايج حل معکوس برای نقطه مشاهده -2جدول 

 تنظیم درجه یک تنظیم درجه صفر 

 92 ها )دقیقه(دوره داده

 12 2 12 2 خطای برداشت داده )۱(

 79/2 463/1 88/8 066/9 خطای نسبی محاسبات )۱(

 0661/0 0103/0 0322/0 0004/0 مقدار پارامتر تنظیم

 (30×3) ابعاد ماتریس ضرایب

 

 

0

50

100

150

200

12:00 AM 2:00 AM 4:00 AM 6:00 AM

C 
(m

g/
L)

t (hr)

Response 1

Response 2

Response 3

Total

0

20

40

60

80

100

120

140

160

12:00 AM 2:00 AM 4:00 AM 6:00 AM 8:00 AM

C 
(m

g/
L)

t (hr)

Response 1

Response 2

Response 3

Total



 26-51(، 5044)بهار  5، شماره 15س. اميری و همکاران  /  نشريه مهندسی عمران و محيط زيست، جلد 

 

 

23 

 
 (الف)

 
 (ب)

 
 (ج)

 
 )د(

ی متوسط بارگذاری و واقع یمحاسبات رينمودار مقاد -1شکل 

 ،درجه صفر هایميتنظ: الف( و ب( اخط %51و  1%

 های درجه يکج( و د( تنظيم

 

سنجی مدل معکوس ارائه شده در مثال دوم: صحت -3-2

 رمنظو بهحالت پيچيده تحت شرايط واقعی رودخانه کارون 

 ارائه چارچوب کلی
 ریدر حل معکوس معادله انتقال به منظور به دست آوردن مقاد

تعداد سه  ،كلیدر حالت و ارائه چارچوب  یمتوسط بارگذار یواقع

الت )ح دهیچیبه عنوان حالت پ یامشاهده و سه نقطه ندهیمنبع آلا

 موردتحت شرایط واقعی رودخانه كارون حل معکوس كلی( 

ی موردنیاز در حل عددی مستقیم هایورود .ردیگیم اراستفاده قر

ی واقعی هادادهمعادلات هیدرودینامیک و انتقال، با استفاده از 

رودخانه كه از دو ایستگاه ملاثاانی )ابتدای مسیر رودخانه( و 

 نیتأمفارسیات )انتهای مسیر رودخانه( برداشت شده است، 

اه تگاه ملاثاانی تا ایستگ. طول كل مسیر مورد مطالعه از ایسشودیم

كیلومتر است. در ضمن از اطلاعات ایستگاه میانی  102فارسیات 

ایستگاه ملاثاانی قرار دارد جهت  از یلومتریك 60 فاصلهاهواز كه در 

آوردن ضریب زبری  دستبه به منظورواسنجی مدل مستقیم 

 (. (8)نزدیک به حالت واقعی استفاده شده است )شکل 

 یزمان یهایسر ،هیدرودینامیکحل معادلات  یط مرزایشر

راز ت یزمان یهای)بالادست( و سر در ایستگاه ملاثاانی رودخانه یدب

 نمودار شرایط( است. دستنیی)پادر ایستگاه فارسیات سطح آب 

ساعت )دوره  98هیدرودینامیک مربوط به حل معادلات مرزی 

 یزبر بیضرآورده شده است.  الف(-10)ی( در شکل سازهیشب

 دست آمده وهب 032/0 مقدار متوسط ریكل مس یبرا نگیمان

( 1389بر ثاانیه )موسوی مهد،  مترمربع 40مقدار  پراكندگی بضری

كه مربوط به حل  ب(-10) شکلدر  است.در نظر گرفته شده 

عددی مستقیم معادلات هیدرودینامیک است، مقادیر سرعت و 

مسیر رودخانه در ی مختلف در طول هامکاندبی جریان نسبت به 

در . ی آورده شده استسازهیشبیک زمان مشخص در طول دوره 

 از هایممکن بارگذار یهاحالت یتمام شودیم یسعمثال  نیا

بارگذاری و فواصل منابع  مدت زمانو شدت  عتاب یلحاظ الگو

 یهانامک (11). در شکل ردیمورد آزمون قرار گآلاینده از همدیگر 

مربوط به  یانقاط مشاهده تیموقع نیو همچن ندهیمنابع آلا

 یهاکانیپ .مشخص شده استها در رودخانه كارون از آنهركدام 

و  دهنیمکان منابع آلا تیموقعترتیب به رنگ دیسفو رنگ قرمز 

 یاطلاعات كل زین (3). در جدول دهندیرا نشان م یانقاط مشاهده

 آورده شده است. دهیچیحالت پ یبرا ندهیآلا منابع

 

 
 

مقادير تراز سطح آب ايستگاه اهواز در حالت واقعی و  -1شکل 

𝒏 شده به ازای ضريب زبریسازیشبيه = 𝟎. 𝟎𝟑𝟓 
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 )الف(

 
 (ب)

های سری زمانی دبی جريان و تراز سطح یمنحنالف(  -54شکل 

 ،یسازهيشبآب در ابتدا و انتهای رودخانه در طول دوره 

 حل عددی مستقيم معادلات هيدروديناميک یهایخروجب( 

مقادير دبی و  ،AM 02:00در زمان  نسبت به طول رودخانه

 سرعت متوسط مقطع

 
 جینتا، طور كه در مطالب مربوط به مثال اول ذكر شدهمان

 یاهیبارگذار یو انتقال براهیدرودینامیک معادلات  میحل مستق

حل  یهایورود دیمنجر به تول یادر نقطه مشاهده یواحد و اصل

 ندهیلامنبع آ یمتوسط بارگذار ریمقاد یابیباز یمسئله معکوس برا

مربوط به  یمحاسبات و نمودارهاانجام  نحوه . همچنیندوشمی

 معکوس نشان داده شد. و میحل مستق

 

 یانقاط مشاهده و ندهيمنابع آلا مشخصات -3جدول 

 
منبع 

 1آلاینده 

منبع 

 9آلاینده 

منبع 

 3آلاینده 

الگوی بارگذاری منبع 

 آلاینده
 خطی ایپله ایخطی پله

زمان بارگذاری مدت

 )ساعت(
8 9 3 

فاصله منبع آلاینده از 

 ابتدای مسیر رودخانه )متر(
08/8041 23/80269 69/61409 

ای فاصله نقطه مشاهده

مربوط به هر منبع از ابتدای 

 مسیر رودخانه )متر(

28/18980 71/89476 88/79160 

 

 

 

 مشخصات حل معکوس در حالت کلی -0 جدول

منبع  

 1آلاینده 

منبع 

 9آلاینده 

منبع 

 3آلاینده 

 سیماتر یتعداد اجزا

 مجهولات
4 8 90 

(80 بیضرا سیماتر ابعاد × (4  98) × (8  183) × (90  

برداشت  یزمان دوره

غلظت در نقطه  یهاداده

 (قهی)دق یامشاهده

90 10 2 

 

 
 

در  یاو نقاط مشاهده ندهيمنابع آلا یمکان تيموقع -55شکل 

 رودخانه کارون

 
و انتقال هیدرودینامیک معادلات  میحل مستق بهازآنجاكه 

مسئله انتقال در  و حل معکوس ینهو اصل برهمجرم ماده آلاینده 

كاهش حجم  یمثال برا نیدر ااشاره شده است،  مطالب قبل

حالت ها در مربوط به آن ینمودارهاو  جینتا تماممطالب از آوردن 

ناب اجت یانقطه مشاهده سهو  ندهیمنبع آلاسه  شیآرا یعنی یكل

توسط مدل  یمحاسبات رینمودار مقادا یک سری و تنه شودیم

 برای یدر حالت كل یمتوسط بارگذار یواقع ریو مقادمعکوس 

 (19)در شکل  هادادهدرصد خطا در برداشت  2یک و  درجه میتنظ

 شود.میآورده  (2)در جدول  جینتاسایر  و شرحی از

 
 نتايج حل معکوس در حالت کلی -1جدول 

 تنظیم درجه یک تنظیم درجه صفر 

 12 2 12 2 خطای برداشت داده )۱(

خطای نسبی محاسبات 

)۱( 

2/7 36/10 93/6 14/8 

 (907×37) ابعاد ماتریس ضرایب

 00848/0 00146/0 00478/0 00089/0 مقدار پارامتر تنظیم
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 )الف(

 
 (ب)

 
 (ج)

 یواقع ريو مقاد یمتوسط محاسبات رينمودار مقاد -52شکل 

 درجه ميتنظ -یدر حالت کل 3و  2و  5شماره  یهایبارگذار

 اخط %1- يک
 

 یريگجهينت -0
 یهاپژوهش اكثر دهد كهمروری بر تحقیقات گذشته نشان می

آب  طیمربوط به مح مسئله انتقال شده در حل معکوس انجام

 یواقع طیشرا تحتهم است و مطالعات در رودخانه آن ینیرزمیز

بنابراین در این بخش از پژوهش یک اندک است؛  دهیچیو پ

در رودخانه  ندهیحل معکوس مسئله انتقال آلاچارچوب كلی در 

 میمعکوس بر اساس روش تنظ سیماتر یاضیروش ربر اساس 

ی بعدیط فرضی و واقعی جریان و در دامنه یکتحت شرا خونفیت

 ارائه یعنوان چارچوب كلبه رینکات زكه توجه به  شودیمارائه 

 است: یو حل معکوس ضرور میشده در رابطه با حل مستق

 میمستق یهابا توجه به تعداد حلابعاد ماتریس ضرایب  (1

مشاهدات  ناوب(تو دوره ) هركدام از منابع یواحد به ازا یبارگذار

 رودیمبنابراین انتظار ؛ شودیمی تعیین امشاهدهدر نقاط  غلظت

ی ماتریس ضرایب )به اندازه حداقل دو برابر هافیردبا افزایش 

ترین دقت در حل مسئله معکوس حاصل ها(، بیشتعداد ستون

عنوان مثال در حالت واقعی )مثال دوم( دقت بازیابی منبع شود. به

بیشتر از منبع شماره یک است، اگرچه بازیابی  آلاینده شماره سه

تری در مقایسه با منبع منبع آلاینده اول هزینه محاسباتی كم

 شماره سه دارد.

تر كه موجب كاهش تعداد مجهولات )كم یریاعمال تداب (9

، موجب كاهش تعداد واحد( شود یهایشدن تعداد بارگذار

 به تعداد حتیاجی ماتریس ضرایب شده كه به تبع آن اهاستون

جهت افزایش دقت حل معکوس  شتریغلظت ب یدانیم یهابرداشت

این مورد در بارگذاری شماره سه در حالت  .كندیمرا برطرف 

واقعی )مثال دوم( مشهود است؛ افزایش تعداد مجهولات موجب 

 یهابرداشتبرای نیل به حداكثر دقت، دوره تناوب  كه شودیم

 میدانی كاهش یابد.

مربوط به هر  طیشرا یاستفاده به ازا مدل معکوس مورد (3

ن انعطاف است. به عنوا یدارا یاو هر نقطه مشاهده ندهیمنبع آلا

غلظت در  ریمقاد یدانیم یهابرداشتزمانی دوره  توانیمثال م

مختص به خود در نظر  را ندهیهر منبع آلا یبرا یانقاط مشاهده

ره دو کوجود منابع چندگانه( ی)حالت تمام منابع  یبرا ای ،گرفت

در نظر گرفت. البته چون هدف  کسانیبرداشت )تناوب زمانی( 

رساندن  علاوه بر دقت مطلوب، استفاده مدل معکوس مورد

مورد اول ، به حداقل تعداد ممکن است یدانیم یهابرداشت

 یهابرداشتاز سوی دیگر انتخاب دوره زمانی  .شودیم شنهادیپ

ر د مثلاًی با الگوی بارگذاری منبع آلاینده مرتبط است. دانیم

 ترینبارگذاری شماره سه با توجه به كل زمان بارگذاری، مناسب

دقیقه( در نظر گرفته شده است. در این پژوهش  2دوره برداشت )

 ی خطیهایبارگذاری متعدد انجام شده، در هاحلبا توجه به نتایج 

عت، این مقدار مناسب از دوره از یک سا تریشببا مدت زمان 

 .گرددیمدرصد منجر  11از  ترنییپابرداشت به سطح خطای 

به عوامل  ندهیبع آلاامن از یانقاط مشاهده فاصلهانتخاب  (8

 وضریب پراكندگی منبع،  یازجمله مدت زمان بارگذار یمختلف

به عنوان مثال در  دارد؛ یبستگ ی منبعبارگذار الگوی

 ترعیسرمراتب به دستنییپادر  هاپلهی چون اثار الهپی هایبارگذار

در حالات وجود  ، بنابراینابدییمی خطی كاهش هایبارگذاراز اثار 

ی اهپلمنابع چندگانه آلاینده متشکل از انواع الگوها، در الگوهای 

نزدیک به منابع آلاینده در نظر  الامکانیحتی امشاهدهباید نقاط 

گرفته شود )به عنوان مثال منبع شماره دو(. در پژوهش حاضر )به 

ی از منبع برای انقاط مشاهده های متعدد( فاصلهازای حل

ساعت )با ضریب  8تا  2/1ی با زمان بارگذاری اپلهی هایبارگذار

در كیلومتر  10كیلومتر و حداكثر  9پراكندگی یکسان( حداقل 

 نظر گرفته شده است.

پژوهش با دقت مطلوب  نیاستفاده در ا مدل معکوس مورد (2

ع و تعداد مناب یبرا ندهیمتوسط منابع آلا ریمقاد یابیقادر به باز
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نامحدود با هر الگویی از بارگذاری در هر نقطه از  یانقاط مشاهده

در مدل معکوس  جهت نیا از یتیمحدود بنابرایناست؛ رودخانه 

كلی هزینه محاسباتی )از لحاظ زمان  طوراما بهود ندارد؛ وج

ی بیشتر از اپلهی خطی و خطی هایبارگذارمحاسبات( در 

ی است كه در نیبشیپی است. به تبع قابل اپلهی هایبارگذار

ی با الگوی نامشخص این هزینه نسبت به سایر الگوها هایبارگذار

با روش پژوهش حاضر، با  توانیماما در نهایت ؛ بالاتر خواهد رفت

ی محاسباتی سطح قابل قبولی از خطای هانهیهزحداقلی از 

 محاسبات را حاصل نمود.

و  Leiبه عنوان مثال تحقیق  ،ی پیشینهاپژوهشبرخلاف  (6

در پژوهش حاضر از الگوهای بارگذاری معمول  ،(9014همکاران )

با چیدمان و تعداد مناسب )با وسعت بالای بازه حل مسئله( 

استفاده شده است. از طرفی سطح پایین خطای محاسباتی 

ی فرضی و واقعی( با هامثالدرصد با توجه به نتایج  10)حداكثر 

ی میدانی در نقاط هادادهوجود حداكثر خطا در برداشت 

درصد(، استفاده از روش مذكور را برای بازیابی  12ی )اهدهمشا

نماید. در بررسی یمتوابع شدت منابع آلاینده چندگانه توجیه 

ارائه یک چارچوب كلی در حل  لحاظ پژوهش حاضر از نهایی،

بعدی تحت مستقیم و معکوس مسئله انتقال آلاینده در دامنه یک

 یدارای، امشاهدهو نقاط شرایط پیچیده جریان و منابع آلاینده 

 است. یو نوآور تیمز
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1. Introduction 

It is almost three decades that finding the release time and location of pollutant sources in rivers has 
attracted the researchers’ and pundits’ attention. In most of the current studies related to finding the release 
time and the location of pollutant sources, each of the researchers has considered their own specific 
circumstances in kind of hypotheses and problem solution methods. In a more general study, in previous 
studies researchers have used three approaches for solving the inverse problem of the pollutant transport 
equation. 

The first approach (simulation-optimization methods) includes characteristics such as combining an 
optimization algorithm with other numerical methods of solving transport and hydrodynamic equations. The 
need to use computers with strong processors for solving inverse problem is a type of computational costs that 
can be counted as a weakness for this method (Mazaheri et al., 2015). 

The second approach (probabilistic and geostatistical methods) focuses on using probabilistic and 
geostatistical distribution. Furthermore, using this method would assist to decrease computational volume for 
finding inverse problem answers, and finally would reduce number of simulations. So, that is an advantage for 
this method. 

The third approach (mathematical methods) is for solving the inverse problem in a specific way and a 
mathematical frame. Reducing the numbers of repetitions or removing them and also decreasing the time and 
computational costs are counted as benefits of mathematical methods. 

In the field of the inverse solution, studies that have been done so far, mostly done in the groundwater 
environment and less attention has been given to surface water resources. Moreover, each done research in 
the river has considered mainly a simple condition of the flow, the river topography, and pollutant sources. 
Therefore, introducing a method to propel problem conditions toward real conditions would be more practical 
and useful. As a result, by considering the selected approach, the present study in decreasing the problem 
solution time to the least number of runs and also minimizing observations and field costs in the inverse 
solution domain is accurate and efficient. 
 

2. Methodology 

In the theoretical background, each step of the problem solution would be analyzed separately considering 
the equations and their govern rules. The problem-solving steps are forward and inverse solutions which will 
be discussed further. Generally, the problem-solving process primarily starts with the forward numerical 
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solution of two groups of hydrodynamic and transport equations. The second step is the inverse solution of the 
pollutant transport equation that is being done in order to achieve the final results of the inverse problem. 

Actually, the meaning of the forward numerical solution of the pollutant transport equation in rivers is 
calculating the temporal and spatial distribution of the pollutant concentration with a clear awareness of the 
location and release rates from the pollutant source. The forward numerical solution of the transport problem 
consists of two parts; the first part is the numerical solution of hydrodynamic equations (Eq. 1 and Eq. 2) and 
the second part is the numerical solution of the advection-dispersion equation (Eq. 3). One-dimensional 
hydrodynamic equations in rivers given by Chaudry (2008) and the pollutant transport equation (ADE) given 
by Chapra (1997) are: 
 
𝜕𝐴

𝜕𝑡
+

𝜕𝑄

𝜕𝑥
= 0                                                                                                                                                                                            (1) 

 
𝜕𝑄

𝜕𝑡
+

𝜕

𝜕𝑥
(

𝑄2

𝐴
) + 𝑔𝐴

𝜕𝑧𝑤

𝜕𝑥
+ 𝑔𝐴𝑆𝑓 = 0                                                                                                                                              (2) 

 

𝜕(𝐴𝐶)

𝜕𝑡
= −

𝜕(𝑄𝐶)

𝜕𝑥
+

𝜕

𝜕𝑥
(𝐴𝐸𝑥

𝜕𝐶

𝜕𝑥
)  − 𝐴𝑘𝐶 ± 𝐴𝑆                                                                                                                             (3) 

 
In the above equations, 𝑧𝑤  is the water level elevation, 𝑄 the flow discharge, 𝐴 the flow area, 𝑆𝑓  the energy 

slope, 𝐶 the concentration of the pollutant at downstream points, 𝑔 the acceleration due to gravity, 𝑥 the 
location variable, 𝑡 the time variable, 𝐸𝑥  the longitudinal dispersion coefficient, 𝑘 the first-order decay 
coefficient, and 𝑆 is the source term. 

In other words, the outputs of the numerical solution of hydrodynamic equations consist of the flow velocity 
and the water depth in different times and locations along with the characteristics of pollutant sources (its 
location and the temporal release rate) and some other parameters are considered as the inputs of the 
numerical solution of the advection-dispersion equation (ADE). In addition to in the study the application of 
superposition principle results are used in the forward and inverse solutions of the pollutant transport 
equation. 

 

3. Results and discussion 

The inverse model of the study which is the Tikhonov regularization method based on the inverse matrix, 
would be analyzed in a one-dimensional domain and under hypothetical and real conditions. The first example 
is a hypothetical example to recover the temporal release rate of a pollutant source using two downstream 
observation points (Fig. 1). In the second example, the verification of the inverse model would be investigated 
using real topography data of the Karun River in a real flow regime. 

 

 
 

Fig. 1. Locations of the pollutant source and observation points in the hypothetical example 
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4. Conclusion 

In this section, results for the inverse solution of the transport problem based on a mathematical inverse 
matrix and Tikhonov regularization method in hypothetical and real flow condition in one-dimensional domain 
will show. So the following points are some important details of mentioned results: 

1. The inverse model is flexible for different conditions related to each pollutant source and observation 
point. For instance, the temporal frequency of field concentration observations in observation points for each 
pollutant source can be considered specifically or for all pollutant sources (in multiple sources mode) can be 
considered equally. But since the objective of the mentioned inverse model, besides the desirable accuracy, is 
to decrease the number of the field observations to the least, so the first case is suggested. 

2. Making decisions that can reduce the number of problem unknowns can also decrease the need to access 
more field observations. So, decreasing in dimensions of the coefficients matrix can lead to increasing in 
accuracy of the inverse model. 
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