
 

1 

 
 

ن
یه

شر
 

س
د

هن
م

 ی
کان

م
ی

 ک
یز

بر
ه ت

گا
ش

دان
، 

ه پ
ار

شم
ی

اپ
 ی

95
د 

جل
 ،

5
1

ه 
ار

شم
 ،

2 ،
ن

تا
س

تاب
 ،

14
00

ه 
ح

صف
 ،

4
1

 -
5

0
  

– 
ی

ش
وه

پژ
 

ل
ام

ک
 - 

1
0

.2
20

3
4

/j
m

eu
t.

2
0

21
.1

12
1

9
 

D
O

I:
 

 sh.farughi@uut.ac.irتبه کننده، آدرس پست الکترونیکی: نویسنده مکا *

                                                    10/06/98تاریخ دریافت: 

 31/06/99تاریخ پذیرش: 

 تابعیمدرج شده از مواد  هاي ساخته تحلیل ارتعاشات طولی میله

 غیرموضعی  گرادیان کرنشی نظریهبر اساس  

  

، ایراندانشگاه صنعتی ارومیه، ارومیه،  گروه مهندسی مکانیک، دانشجوي کارشناسی ارشد،  کمال حسن زاده
kamalmukri@gmail.com  

  sh.farughi@uut.ac.ir، دانشگاه صنعتی ارومیه، ارومیه، ایران گروه مهندسی مکانیک، ،استاد  *شیرکو فاروقی

  

 

  چکیده

 هاي ساخته شده از مواد مدرج تابعی و داراي سطح مقطع یکنواخت بر پایه نظریه گرادیان کرنشی غیرموضعی این مقاله به بررسی ارتعاشات طولی آزاد نانومیله

هاي متفاوت  ساختارهاي تشکیل شده از مواد مدرج تابعی، بصورت یک ترکیب ناهمگن تعریف می شوند که از کنار هم قراردادن دو ماده با ویژگیریز  پردازد. می

هاي  ییر ویژگیهاي خاص مواد مدرج تابعی، تغ آیند. با توجه به ویژگی یابی به یک ماده مطلوب، بدست می از نظر چگالی جرم و مدول الاستیسیته به منظور دست

هاي ثابتی از خواص ماده  فیزیکی همچون (چگالی جرم و مدول الاستیسیته در امتداد محور نانومیله مدرج تابعی) بر اساس روابطه نمایی بر حسب مکان و نسبت

لرکین براي حل تقریبی تحلیل ارتعاشات آزاد گردد. از روش گا هاي مختلف بیان می شود که در مقاله حاضر نتایج عددي حاصل از این تغییرات در حالت بیان می

شود. مطالعه پارامتري براي بررسی اثر غیرموضعی پارامترهاي مختلف همچون پارامتر غیرموضعی  نانو میله دوسرگیردار از جنس مواد مدرج تابعی استفاده می

هاي  بر فرکانس دهنده نانومیله سیته و نسبت چگالی جرم مواد تشکیلوابسته به مکان و مقیاس طولی ماده، همچنین پارامترهاي فیزیکی نسبت مدول الاستی

  گیرد.  ایه در این نانومیله ها انجام میطبیعی پ

 .، فرکانس طبیعیغیرموضعیالاستیسیته  ، گرادیان کرنشی تابعی،مدرج ارتعاش محوري، مواد نانومیله،  :کلیدي هاي واژه

 

Longitudinal vibrations of functionally graded material Nano-rod 
 based on nonlocal strain gradient theory 
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Abstract  
This paper investigates the free longitudinal vibrations of functionally graded nanorods with constant cross-section on 
the basis of nonlocal strain gradient theory. Functionally graded nanostructures can be defined as nonhomogeneous 
composites which are obtained by combining two different materials with different elasticity moduli and mass 
densities. Due to the special properties of the functionally graded materials (FGM), the changes of physical properties 
(such as the elasticity modulus and mass density along the axis of functionally graded nanorods) are expressed by an 
exponential relation in terms of the location and constant ratios of the material properties. In this paper, numerical 
results related to these changes are shown. Galerkin solution technique is utilized to obtain an approximate solution to 
the free longitudinal vibration of FGM nanorods with clamped–clamped boundary conditions. A parametric study is 
carried out to show the influences of nonlocal parameters on the fundamental natural frequencies such as location-
dependent nonlocal parameter and material length scale parameter as well as the physical parameters such as the 

elasticity modulus and mass density of different material composition. 
Keywords: nanorod, longitudinal vibration, functionally graded material, strain gradient, nonlocal elesticity, natural frequency.  

  
 

 مقدمه - 1
در  ژاپن  1984) اولین بار در سال FGMتابعی (مدرج ایده مواد 

  همواد ب این نوعمورد توجه قرار گرفت. در سالیان اخیر استفاده از 

هاي فیزیکی مطلوب  عنوان موادي با ساختار ناهمگن به دلیل ویژگی

هاي  رتی بالا، در مهندسی و ساخت سازهو مقاومت حرا سفتیهمچون 

اي مورد  هسته، اجزاي موتورهاي حرارتی و ژنراتورهاي برق هوافضا

تابعی با هدف دستیابی مدرج . در واقع مواد ]1[تتوجه قرار گرفته اس

طراحی  هاي ماده  به کارکرد بهتر از طریق اعمال تغییرات در ویژگی

ساختارهایی همچون مواد مدرج تابعی در طبیعت را در  می شوند.

، استخوان بدن انسان ، دندان ، لاك حلزون می توان چوب درخت بامبو

هاي سنتی متمایز  تابعی را از کامپوزیتمدرج آنچه مواد  مشاهده نمود.

گونه مواد به شکل  هاي ماده در این این است که تغییر ویژگی ،کند می

تغییر  ،هاي سنتی  در حالی که در کامپوزیت ،متد و پیوسته استم

بصورت یک ساختار تدریجی نبوده و  حرارتی یا مکانیکی خصوصیات

ها و  . تمرکز تنش]1[شود انجام میشده در یک جهت معین  بندي لایه

و در نهایت  شدن لایه ها به لایه حرارتی در محل اتصال بین لایه نیروهاي

هایی که در  تفاق در سازهانجامد. این ا شکست ساختار ماده می

 خورد. بیشتر به چشم می ،با تغییرات گرمایی زیاد قرار دارند یهای محیط

 عنوان به بندي درجه فاز یک وجود ،تابعی مدرجمواد  براي حال، این با

 تشکیل مواد خواص و حجم  مختلفی از ترکیبات شامل که تقالیان فاز

 فراهم ،مکانیکی خصوصیات در پیوسته و نرم انتقال امکان است، شده
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 به سمت از یک عمود محور طول در ،پیوسته اتتغییر این .آید می

 معمولی هاي کامپوزیت برتري این مواد نسبت به به منجر دیگر، سمت

 مواد خواص در شدید تغییرات وجود عدم یا بودنکم  دلیل به. شود می

تغییرات  این، بر علاوه .یابد می کاهشدر ماده  تنش تمرکز نقطه، هر در

 در تنش تر روان توزیع سبب فازي آرام در خصوصیات مواد مدرج تابعی

 و حرارتی تنش مقادیر کاهش در تواند امر می این و گردیده ماده داخل

 .]2[باشد گذارتأثیر پسماند

الاستیسیته  نظریهتابعی، مدرج در بررسی رفتار ارتعاشی مواد 

در  بنیاديو اصل گرادیان کرنشی از جمله اصول مهم و  موضعیغیر

، تیرها و ها و تحلیل ارتعاش آزاد نانومیلهآوردن معادلات حاکم  بدست

بشمار هاي ارتعاشی  پاسخ و تجزیه و تحلیلمدرج صفحات مواد 

هاي کلاسیک  نظریهبه دلیل ساختار نانو این مواد، با استفاده از  آیند. می

دقیقی براي رفتار  تحلیلیهاي  ، پاسخمحیط پیوستهدر زمینه مکانیک 

هاي  مکانیکی آنها بدست نیامده است. همچنین استفاده از روش

هاي  مکانیکی این مواد به دلیل هزینه آزمایشگاهی براي بررسی رفتار

الاستیسیته  نظریهیت زیادي برخوردار نیستند. سنگین از مقبول

به دلیل سهولت در  گذاري شد پایه ]3[که توسط ارینگن موضعیغیر

هاي  درمقیاس و اندازههایی  آوردن معادلات و تحلیل سیستم بدست

شمار ه غیرکلاسیک در این زمینه بد هاي پرکاربر نظریهکوچک از 

بر این فرض استوار است که تنش در یک نقطه  نظریهرود. این  می

بلکه به کرنش  ،مرجع فقط به کرنش در همان نقطه وابسته نیست

 نظریهتمامی نقاط واقع بر روي دامنه بستگی دارد و این فرض اساسی 

 محیط پیوسته هاي مکانیک نظریهرا از سایر  موضعیالاستیسیته غیر

الاستیسیته  نظریهنماید. در واقع ارینگن در تبیین  کلاسیک متمایز می

کلاسیک را می  پیوسته  محیطهاي  نظریهبیان داشت که  موضعیغیر

هاي طول و زمان مورد استفاده قرار  اي از مقیاس توان در داخل دامنه

را بعنوان مشخصه  �به عنوان مشخصه خارجی و  �یعنی اگر  ،داد

�در ناحیه  ،داخلی مقیاس طول در نظر بگیریم ≫ هاي  نظریه �

هاي کلاسیک  نظریهباشد  �~�کلاسیک را می توان بکار برد اما اگر 

بینی نماید و  تواند بصورت دقیق نتایج را پیش نمی محیط پیوسته

شابه را باید مورد استفاده قرار داد. بطور م موضعیهاي اتمی و غیر مدل

به مشخصه  �این قضیه در مورد نسبت مشخصه مستقل خارجی زمان 

. نویسندگان بسیاري همچون ]4[هم برقرار است �داخلی زمان 

،  ]7[، لی و همکاران  ]6[، فتوحی و همکاران]5[همکاران(ابراهیمی و 

 ، ردي و ]10[، ردي ]9[همکاران، نژاد و  ]8[سعیدينادري و 

 نظریههاي مکانیکی ریزساختارها از  در تحلیل پاسخ ]11[برگی

  اند. بهره گرفته موضعیالاستیسیته غیر

ارینگن عموماً براي در نظر گرفتن اثرات  نظریهبا وجود اینکه 

اما فقط تاثیر  ،است  یاس کوچک مورد کاربرد قرار گرفتهپارامترها در مق

در کنار  در این میان مورد ملاحظه قرار گرفته است. پذیري انعطاف

گرادیان کرنشی مبناي محاسبات  نظریه،  موضعیالاستیسیته غیر نظریه

و   ]12[انجام شده بر روي نانوساختارها قرار گرفته است. میندلین

ا براي دستیابی به گرادیان کرنشی ر نظریه  ]13[اشل- میندلین

ریزي کردند. در مطالعات  پایه تري از پاسخ ریزساختارها هاي دقیق مدل

، لام  ]15[، استولکن و ایوانز ]14[و تجربی فلک و هاتچینسون تحلیلی

به این نتیحه رسیدند که انجام محاسبات در بررسی   ]16[و همکاران

 نظریهتنها بر پایه  سفتیرفتار نانوساختارها و با لحاظ نمودن اثر 

توان از  ممکن نخواهد بود و بدین منظور می موضعیالاستیسیته غیر

 نظریهگرادیان کرنشی یا کوپل تنش استفاده کرد. اساس  نظریه

رادیان کرنشی بر این امر استوار است که در چگالی انرژي کرنشی گ

هاي کرنشی نیز به میان آورده شوند. به منظور  ، گرادیانعلاوه بر کرنش

سی رفتار مواد در مقیاس نانو رگرادیان کرنشی براي بر نظریهاستفاده از 

عنوان مثال آبادي و دانش ه مطالعات مختلفی صورت گرفته است. ب

برنولی و - در بررسی پیچش و خمش میکروتیرهاي اویلر ]17[مهر

 نظریههاي تغییر شکل برشی مرتبه بالاتر بر پایه  نظریهتیموشنکو و 

یافته مطالعات خود را  دیفرانسیلی تعمیمسازي  مربع نظریهکوپل تنش و 

در بررسی خمش مدل یک   ]18[اند. آکگوز و چیوالک انجام داده

گرادیان  نظریهتغییرشکل برشی و  نظریهمیکروتیر وابسته به اندازه از 

گرادیان کرنشی در مقالات متنوع به  ظریهناند.  کرنشی بهره گرفته

از زمان  نظریههاي مختلف مورد استفاده قرار گرفته است و این  صورت

مختلف ویرایش شده و مورد استفاده قرار گرفته  هاي روش پیدایش با

شده توسط لیم و  است. در این مقاله از نتایج حاصل از تحقیق انجام

گرادیان کرنشی استفاده شده است. این  نظریهدر  ،]19[همکاران

راي محاسبه تنش علاوه بر استفاده از نویسندگان نشان دادند که ب

، از میدان تنش گرادیان ]13[غیرگرادیانی موضعیمیدان تنش غیر

 نظریههم می توان استفاده کرد و دو   ]20[کرنشی مطلق مرتبه بالاتر

 نظریهگرادیان کرنشی را در یک  نظریهو  موضعیالاستیسیته غیر

هاي  ، اثر تغییر شکلموضعیگرادیان کرنشی غیر نظریهخلاصه نمود. 

یا مرتبه بالاتر  موضعیمیکروساختاري را در ترکیب با میدان تنش غیر

هاي گرادیان کرنشی  دهد. مدل تر مورد ملاحظه قرار می پایین

در بررسی رفتار مکانیکی میکروساختارها در بسیاري از  موضعیغیر

اند. لی و  آمیزي داشته اتدازه، عملکرد موفقیت وابسته بههاي  مدل

کمانشی تیرهاي اثرات وابسته به اندازه را بر روي رفتار پسا ]21[هو

برنولی غیرخطی بررسی کردند و نشان دادند که اثرات افزایش - اویلر

و مقیاس طولی  موضعیبه مقادیر پارامترهاي غیر پذیري انعطاف- سفتی

در مطالعاتی که بر روي  ]22[پور و همکاران ماده وابسته است. فرج

ررسی رفتار مقیاس طولی ماده به منظور ب و پارامتر موضعیپارامتر غیر

گرادیان کرنشی  نظریههاي گرافیتی با استفاده از  خمشی ورق

هاي مرتبه بالاتر در ترکیب با  اند تاثیر تغییر شکل انجام داده موضعیغیر

مورد  را تر یا بالاتر بر روي محاسبات مرتبه پایین موضعیمتغیرهاي غیر

  اند. بررسی قرار داده

تابعی، مطالعاتی بر روي  مدرجبراي تعیین رفتار مکانیکی مواد 

هاي عددي متعدد صورت  ها با هر کدام از روش تیرها ، صفحات و پوسته

  هاز اصل همیلتون ب  ]5[گرفته است. ابراهیمی و همکاران در مرجع

هاي اصلی تحلیل ارتعاشات تیرها هم استفاده  عنوان یکی از روش

در بررسی رفتار وابسته به اندازه  ]23[اصغري و همکاران اند. کرده

آوردن معادلات حرکت و  و براي بدست مدرج تابعی میکروتیرهاي

اند و نشان دادند که  شرایط مرزي از اصل همیلتون استفاده کرده

هاي طبیعی را می توان به صورت تایعی از  انحراف استاتیکی و فرکانس

هاي تیر به پارامتر داخلی مقیاس طولی ماده و  نسبت مقدار مشخصه

ن نمود. در واقع در بسیاري از مقالات ابیتابعی  مدرج توابع توزیع مواد 

آوردن معادلات حرکت با  از اصل همیلتون به عنوان اصل اساسی بدست

است. کونگ و   شرایط اولیه و شرایط مرزي متناظر با آن استفاده شده

یط اولیه و ، براي بدست آوردن معادلات حرکت و شرا]24[همکاران
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کوپل تنش و اصل همیلتون  نظریهبرنولی از -شرایط مرزي تیر اویلر

هاي  حل از جمله راهمحدود نیز  ءاند. در بررسی روش اجزا بهره گرفته

تقریبی براي بدست آوردن نتایج عددي معادله حرکت در مقالات 

در تمامی این  آورده شده است. ]25[افرادي نظیر الشورباقی و همکاران

از جمله الاستیسیته و اصل گرادیان کرنشی  موضعیغیر نظریهمطالعات 

ات آزاد آوردن معادلات حرکت ارتعاش اصول مهم و پایه در بدست

. همچنین اثرات متغیرهایی آیند ا ، تیرها و صفحات بشمار میه نانومیله

هاي  لی ماده در تحلیل  پاسخمقیاس طو موضعیهمچون پارامتر غیر

ارتعاشی معادلات حاکم مورد بررسی قرار گرفته است. تاکنون مطالعات 

تابعی مدرج هاي از جنش مواد  ي بر روي رفتار ارتعاشی نانومیلهمحدود

از   ]26[صورت گرفته است. بعنوان مثال آکگوز و چیوالک در مرجع

ات آزاد ریتز بعنوان یک روش تقریبی براي بررسی ارتعاش- روش ریلی

هاي از این جنس استفاده شده است. این نویسندگان در جایی  نانومیله

شرایط و از اصل همیلتون براي پیدا کردن معادله حرکت  ]27[دیگر

اند.  استفاده نموده مدرج تابعیهاي از جنس  مرزي حاکم براي نانومیله

 مدرج تابعیارتعاشات طولی آزاد مدل نانومیله  ]28[در مرجع شیمشک

آزاد و با سطح مقطع متغیر در -اي شروط مرزي دوسرگیردار و گیرداربر

را مورد بررسی قرار  موضعیالاستیسیته غیر نظریهطول میله بر پایه 

داده است که در این مدل فرض بر این گرفته شده که مساحت سطح 

مقطع، مدول الاستیسیته و چگالی جرم میله بر صورت به صورت تابعی 

همچنین براي  ،کند ورت نمایی تغییر میحسب طول به ص بر

هاي طبیعی از روش گالرکین استفاده شده است.  آوردن فرکانس بدست

ی همچون تغییر سطح مقطع ، شرایط مرزي مساله، پارامتر یاثر متغیرها

هاي چگالی و مدول الاستیسیته بر روي مقادیر  و نسبت موضعیغیر

  است.هاي طبیعی مورد بررسی قرار گرفته  فرکانس

دار در دو سرگیر مدرج تابعیدر تحقیق حاضر سطح مقطع نانومیله 

شده و پارامترهاي مدول الاستیسیته و  طول آن ثابت در نظر گرفته

روابط مشخص در طول میله چگالی ماده به صورت توابعی از مکان با 

هاي ماده در طول میله  کنند. با توجه به اینکه تغییر ویژگی تغییر می

هاي مواد  خطی نیست و روابط مختلفی از این تغییرات در ویژگیلزوماً 

هاي مختلفی از  لذا بر پایه حالت ،رسد مدرج تابعی محتمل به نظر می

هاي مکانیکی مورد بررسی قرار گرفته  تغییرات در طول میله پاسخ

است. پارامتر دیگري که اثر آن در محاسبات رفتار ارتعاشی نانومیله 

مقیاس طولی نانومیله است که  موضعیت پارامتر غیرلحاظ گردیده اس

در نظر گرفته نشده است. اثر این پارامتر  ]28[اثر آن در مقاله شیمشک

 ]21[هوو لی و  ]29[همچون ژنگ و همکارانقبلا در مطالعات افرادي 

هاي با خواص مادي ثابت بررسی گردیده  بر روي رفتار ارتعاشی نانومیله

 است.

 تجهیزاتاي از کاربردهاي تحقیق حاضر در بررسی ارتعاشات  نمونه

شده از الیاف  هاي ساخته هوافضا همچون نازل موشک هاي سازه و

) و خرپاهاي فضاپیما و TiAl-SiCکربیدسیلیکون(-تیتانیوم آلومینیوم

ها ساخته شده از الیاف  هاي خورشیدي، شافت محرك زیردریایی پانل

)، Al-Cها( سازي و ساخت محور محرك شیشه، در صنایع اتومبیل-کربن

 هاي و ترمز اتومبیل (SiCw/AI-alloy) شده از پیستون موتورهاي ساخته

 شوك) اشاره نمود. از دیگر موارد کاربردهاي تجاري کننده جذب(مسابقه

توان به بررسی نتایج آن در تحلیل ارتعاشات  صنعتی این تحقیق می و

 برش، شده بر پایه مواد مدرج تابعی همچون ابزار هاي ساخته سازه

هاي  ال سیال در اسکنر دستگاههاي انتق لوله بادي، توربین هاي پره

هاي  شافت حفاري و سیستم  موتور شفت موسیقی، آرآي، ابزارآلات ام

  .]32-30[چرخان  اشاره نمود

 متحرك امواج عنوان به ارتعاشات نظرگرفتن در از نگاهی دیگر با

ارتعاشات و  تحلیل براي جدیدي دیدگاه ساختارهاي مدرج تابعی، در

هاي  مطالعه پارامترهاي موثر بویژه ویژگی. شود می گشوده انتشار امواج

 روش یک سمت به را ما فیزیکی در ارتعاشات طولی این ساختارها،

 هاي مدرج تابعی انتشار امواج در نانومیله مطالعه براي مفید تحلیلی

 .دهد می سوق

 

  و فرمول بندي مساله نظریه -2

  ویژگیهاي مادي و هندسی -1- 2

تابعی در مدرج هاي  نانومیلههاي  چنین فرض می شود که ویژگی

کند. در این مقاله سطح مقطع میله ثابت در نظر  طول میله تغییر می

ري ثابت است. روابط بنابراین حجم میله مقدا ،گرفته شده است

مدرج هاي ماده در طول میله  توان براي تغییرات ویژگی مختلفی را می

طور کلی در نظر گرفت. ب -شده در شکل با مشخصات مشخص تابعی،

، چگالی Eهاي مادي نانومیله همچون مدول الاستیسیته تغییر ویژگی

و پارامتر مقیاس طولی ماده lدر طول میله موضعی(پارامتر غیر (

  :]28[و ]25[، ]18[توان چنین بیان نمود ) را میx(جهت

  

   
  تابعیمدرج نانومیله از جنس مواد  -1شکل 

  

)1(  x kE(x) (E E )(1 ) EL R R
L

     

  

)2(  x k(x) ( )(1 )L R R
L

         

  

)3(  R R
ratio ratio

L L

E
E ,

E


  


  

  

)4(  kl (x) l (l l )(x)i iL iR iL    

  

k هاي  پارامتر غیر منفی است و نشان از تغییرات نمایی ویژگی

الیه سمت چپ  برد که در منتهی  بالا می توان پی روابطماده دارد. از 

xمیله یعنی  0  :داریمLE E  و ،i iLl l الیه سمت  و در منتهی

xراست  L :خواهیم داشتRE E،Lوi iRl l.  تغییرات

هاي ماده براي حالتی که نسبت بین آنها کمتر از یک و در  ویژگی

حالتی که این نسبت بیشتر از یک باشد و به ازاي مقادیر مختلف توان 

k  با توجه به تغییرات پارامترهاي گیرد مورد بررسی قرار می 5تا  1از .

) در 3) و (2) و (1( روابطفوق در طول میله و به منظور استفاده از 
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معادلات دیفرانسیل و تبدیل آنها به معادلات بدون بعد، سازي  ساده

 .) را می توان در معادلات وارد و آنها را بازنویسی نمود3روابط (

 
گرادیان کرنشی  نظریهمعادله حاکم بر اساس  - 2-2

   موضعیغیر

و  موضعی، تانسور تنش غیرموضعیگرادیان کرنشی غیر نظریهدر 

به تانسور تنش نهایی سهیم تانسور تنش گرادیان کرنشی نیز در محاس

  :]19[و  ]7[هستند

  

)5(  (1)
ij ijmjt i     

  

x


 


، موضعیتانسور تنش غیر ji ،گیري عملگر مشتق

(1)
ijm از درجه بالاتر و موضعیتانسور تنش غیر ijt تنش عمودي  

و مطابق روابط  موضعیمحوري نهایی است که بر اساس پارامترهاي غیر

  :]19[و  ]7[شوند زیر محاسبه می

  

)6(  xx
u

x


 

  

)7(  
2

xx,x 2

u

x


 


  

)8(   2 2
xx xx1 (ea) E(x)      

)9(   2 2 (1)
xxx i xx,x1 (ea) l (x)E(x)      

)10(  ea   

  

 موضعیمقیاس طولی غیر ea ،il موضعیدر روابط بالا پارامتر غیر

  باشند. کرنش محوري میله میxxماده  

  ) می توان رابطه زیر را استخراج کرد:9) و (8) و (7از روابط (

  

)11(     2 2 2 2
xx i xx1 (ea) t 1 l (x) E(x)       

  

صفر  ��و   �� موضعی) در حالتی که پارمترهاي غیر11رابطه (

  یابد. به فرم کلی معادله تنش تقلیل می باشند

ي سطح مقطع میله و ) بر رو11گیري از رابطه ( با انتگرال

  آمده خواهیم داشت: نتیجه بدست سازي مرتب

  

)12(     2 2 2 2
i

u
1 N 1 l (x) AE(x)

x


     


  

  

  : ]۶[ به صورت زیر تعریف می شود  Nکه در آن 

)13(  xx

A

N t dA   

) 12و جاگذاري رابطه ( x) بر حسب 11گیري از رابطه ( با مشتق

  در آن رابطه زیر را خواهیم داشت:

  

)14(   
2

2 2 2
i 2

N u u
1 A E(x) l (x) E(x)

x x x xx

      
      

      

  

در  هوو   همانطور که لی xبر حسب Nمشتق نیروي عمودي 

  خواهد بود با: اند برابر به آن اشاره نموده  ]21[مرجع

  

)15(  
2

2

N u
(x)A

x t

 
 

 
  

  

گیري از عبارات مربوطه شکل  با جاگذاري و انجام عملیات مشتق 

  شود:) به صورت زیر حاصل می 13انسیل (کلی معادله دیفر

  

)16(  

2 2
i

i2 2

2 3
i i

i i2 2

3 2 2
2 2

i i3 2 2

3 4
2 2

i i3 4

2

2

l (x)E(x) u u E(x) u
E(x) 2l (x)

x x x xx x

l (x) l (x)E(x) u u
4l (x) 2l (x)E(x)

x x xx x

E(x) u E(x) u
l (x) 3l (x)

xx x x

E(x) u u
3l (x) l (x) E(x)

x x x

(x)

x(x)

    
 

    

   
 

   

   
 

  

  
 

  

 

  

2
2

2 2
2

2 (x) u
x 0

(x) t
2

x x

  
       
    

  
   

  

  

ول الاستیسیته و چگالی جرم و ثابت بودن مد در صورت

ه کلاسیک ) معادل16در معادله ( موضعیغیرپوشی از متغیرهاي  چشم

  شود: میله بصورت زیر حاصل می

  

)17(  
2 2

2 2

u u
E(x) (x)

x t

 
 

   
  

  بی بعدسازي معادله  - 2-3

) 16آمده از رابطه ( بات معادله بدستمحاسبراي سهولت در انجام 

  شود: ط زیر به این منظور کمک گرفته میبعد نموده و از روابرا بی 

)18(  

R R
ratio ratio

L L

E x
E , , x ,

E L

t u
t , , u

T L L


   




   



 

  

  

  بعدسازي معادله بصورت زیر خواهد بود: م بیانجانتیجه 

  

)19(  
 

i i i i i i

2 2 2 2
i i i i

2
2 2L

2
L

E u Eu 2l l E u 4l l E u 2l l Eu

l E u 3l E u 3l E u l Eu

L
2 2 u 0

E T

            

         

             
  

             

         

    

  

  که در آن :

)20(  k
ratio ratioE (1 E )(1 x) E      

  

)21(  k
ratio ratio(1 )(1 x)      

  

)22(  k
i iL iR iLl l (l l )x        
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بعد را  شکل عمومی یک ارتعاش طولی هارمونیک کوچک بدون

  :]29[توان بصورت زیر نوشت می

  

)23(  u(x, t ) U(x) sin( t)      
  

U(x)که در آن    شکل مود بدون بعد و اي  فرکانس زاویه

و   U) بر حسب 19باشد و با بازنویسی معادله (نانومیله می 

  شود: ادله نهایی بدون بعد زیر حاصل میسازي عبارات ،  مع مرتب

  

)24(   

   

 

4 3
2 2

i i i i4 3

2
2 2

i i i i i i2

2
2 2 2L

2
L

U U
(l E) 2l l E 3l E

x x

U U
4l l E 3l E E 2l l E l E E

xx

L
2 2 U 0

E T

   
 

           


             
  

 
     

 

 
          



   

 

  

پوشی شده  چشم) 24از بیان جزئیات معادله موجود در معادلات (

  است.

  

  روش گالرکین -2-4

آوردن مقدار  حل تقریبی براي بدست بر اساس روش گالرکین راه

U:به صورت فرمول زیر است  

)24(  
M

m m

m 1

U(x) a (x)



 

  
ma ضرایب مجهول معادله وm(x)  توابع حدسی هستند که

زیر کنند و به صورت  گیردار) صدق می- زي مساله (گیرداردر شرایط مر

  توان آنها را مفروض گرفت: می

)25(  m
m x

(x) sin
L

 
   

   
  

نجام ) و ا19) در معادله دیفرانسیل (22با جاگذاري معادله (

از صفر تا یک رابطه زیر حاصل  گیري انتگرالعملیات ریاضی و سپس 

  شود: می

)26(  

1n 4
2

j i i4
j 1 0

1n 3
2i

j i i i3
j 1 0

1n 2 2
2i

j i i i2 2
j 1 0

1n 2
i

j i

j 1 0

d U
a l E (x)dx

dx

dlU dE
a 2l E 3l (x)dx

dx dxx

dld U dE d E
a 4l 3l E (x)dx

dx dxdx dx

dldU d E
a 2l

dx dx









   
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بیان توان به شکل بیان ماتریسی  بصورت زیر  ) را به می24رابطه (

  :نمود
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ضرایب  aماتریس جرم ،  M،  سفتیماتریس  Kکه در آن 

برابر روابط زیر  K  ،M هاي عبارتمقدار ویژه است که  مجهول و 

  باشند: می
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  :شود گذاري و استخراج میبرابر رابطه زیر جانیز  مقدار ویژه 
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  ها نتایج عددي و تحلیل داده - 3

هاي از جنس مواد  هاي ارتعاشات آزاد میله نتایج عددي فرکانس

همچون نسبت  موضعیتابعی براي مقادیر مختلف متغیرهاي غیرمدرج 

اي با شرایط مرزي  نسبت چگالی جرم براي میله و یسیتهمدول الاست

و  ]28[شک در نتایج مرجعمشود. شی ) محاسبه میC-Cگیردار (- گیردار

ر مقیاس طولی ا استفاده از روش گالرکین بدون درنظر گرفتن پارامتب

آزاد و با مقطع متغیر - گیردار و گیردار- هاي گیردارماده براي نانومیله 

فرکانس طبیعی پایه را محاسبه نموده است. مقایسه نتایج عددي 

یج حاصل از مقاله و نتا ]28[هاي پایه حاصل از مطالعه مرجع فرکانس

پوشی  هاي مادي برابر یک و با چشم اي با نسبت ویژگی حاضر براي میله
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  قید گردیده است. 1-از مقیاس طولی ماده در جدول

 
بعد براي نانومیله با مقطع همگن ،  ایسه سه فرکانس طبیعی اول پایه بدونمق -1 جدول

(مقیاس طولی ماده  موضعیبدون درنظرگرفتن  پارامتر غیر 1هاي مادي برابر نسبت  ویژگی

 برابر صفر)

  Mode    ]28[مرجع  مقاله حاضر

3,1416 3,1416 1 

0 6,2832 6,2832 2 

9,4248 9,4248 3 

3,0668 3,1035 1 

0,05 5,7420 5,9943 2 

7,8427 8,5255 3 

2,8710 2,9971 1 

0,1 4,6968 5,3201 2 

5,6561 6,8586 3 

  
  

هاي پایه  اطلاعات فرکانس 2مقاله حاضر نتایج عددي در جدول در 

براي حالتی که نسبت مدول الاستیسیته  3و  2و  1براي شکل مودهاي 

محاسبه شده است که در  ،است 2و  1،  5/0،  25/0به ترتیب برابر با 

گرفتن مقیاس طولی با درنظر آن نسبت چگالی جرم برابر یک،  و

صفر در نظر گرفته ،  موضعیو پارامتر غیر 1/0میله برابر  موضعیغیر

در نظر گرفته شده است که  5تا   0اعداد  kشده است. براي مقادیر 

بیانگر روابط مختلفی است که ممکن است بین مقادیر عددي 

 k=0هاي ماده در سمت راست و چپ میله برقرار باشد. مقدار  ویژگی

هاي ماده در طول میله ثابت باشد. مطابق  براي حالتی است که ویژگی

هاي مدول الاستیسیته  توان نتیجه گرفت در نسبت می 2نتایج جدول 

منجر به افزایش مقدار فرکانس طبیعی  kبالاتر از یک، افزایش توان 

  .)2(شکل خواهد شد

  

   5تا  1از  kهاي طبیعی اول ، دوم و سوم براي مقادیر  فرکانس -2 جدول

ρ=هاي مختلف مدول الاستیسیته با نسبت 1 , l =l =0.1 , τ=0ratio ir il  

Eratio
 Mode k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 

0,25 

 

1 3,2930 2,4335 1,8760 1,5021 1,2344 0,2749 

2 7,4205 5,6750 4,4872 3,7079 2,6687 3,1026 

3 12,9510 10,3872 8,8445 7,3808 5,6597 4,3733 

0,5 

1 3,2930 2,7977 2,5199 2,3163 2,1613 1,9739 

2 7,4205 6,3590 5,7307 5,2989 4,8091 4,0076 

3 12,9510 11,2677 10,3251 9,5615 8,7863 8,0190 

1 

1 3,2930 3,2930 3,2930 3,2930 3,2930 3,2930 

2 7,4205 7,4205 7,4205 7,4205 7,4205 7,4205 

3 12,9510 12,9510 12,9510 12,9510 12,9510 12,9510 

1,5 

1 3,2930 3,6569 3,8452 4,0055 4,1223 4,1973 

2 7,4205 8,2647 8,7040 9,0323 9,3268 9,6005 

3 12,9510 14,5040 15,1963 15,6454 16,0714 16,5294 

2 

1 3,2930 3,9566 4,3005 4,5994 4,8102 4,9354 

2 7,4205 8,9930 9,7953 10,3914 10,9048 11,3548 

3 12,9510 15,9350 17,1717 17,9454 18,6778 19,4703 

  
 به ازايkتغییرات فرکانس طبیعی بر حسب -2شکل 

=E =2 , ρ 1 , l =l =0.1 , τ=0ratio ratio ir il  

  

را به ازاي پارمتر چگالی به  3-در جدولمطابق نتایج بدست آمده 

ρ=ازاي  2 ratio هاي مدول الاستیسیته کمتر از  یک با  و در نسبت

  ).3یابد (شکل مقادیر فرکانس طبیعی پایه کاهش می  kافزایش توان 

  

با  5تا  1از  k دوم و سوم براي مقادیرهاي طبیعی اول ،  فرکانس -3 جدول

ρ=هاي مختلف مدول الاستیسیته  نسبت 2 , l =l =0.1 , τ=0ratio ir il  

Eratio
 

Mode k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 

0.25 
 

1 
3.2930 1.9373 1.3930 1.0952 0.9022 0.1928 

2 
7.4205 4.6213 3.4272 2.7461 1.9646 2.4209 

3 
12.951 8.8611 7.1951 5.7861 4.2387 3.1206 

0.5 1 
3.2930 2.2513 1.8963 1.7017 1.5747 1.4450 

2 
7.4205 5.1879 4.4005 3.9647 3.5568 2.9325 

3 
12.951 9.4921 8.2433 7.3633 6.5702 5.8454 

1 1 
3.2930 2.6840 2.5094 2.4349 2.3967 2.3749 

2 
7.4205 6.0880 5.7462   5.5894 5.4985   5.4391 

3 
12.9510 10.7108 10.1248 9.8432 9.6765   9.5664 

1.5 1 
3.2930 3.0040 2.9497 2.9702 2.9994 3.0207 

2 
7.4205 6.8079 6.7642 6.8186 6.9151 7.0275 

3 
12.9510 11.8544 11.7596 11.8309 ١٢�٠٠

۴٧ 
12.2520 

2 

1 
3.2930 3.2678  3.3128 3.4161 3.4993 3.5488 

2 
7.4205 7.4257 7.6245 7.8528 8.0873 8.3060 

3 
12.9510 12.9223 13.2118 13.5343 13.9496 14.4542 
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  به ازاي k تغییرات فرکانس طبیعی بر حسب - 3شکل 

=E =0.5 , ρ 2 , l =l =0.1 , τ=0ratio ratio ir il  

  

براي حالتی که پارامتر  3و  2نتایج بدست آمده از جدول هاي 

هاي مختلف چگالی جرم مشابه  باشد براي نسبت τ=0غیرموضعی 

  است. 

رابطه  ،استخراج نمود 3و2نتیجه دیگري که می توان از جداول 

 هاي طبیعی با نسبت مدول الاستیسیته است که تغییرات مقدار فرکانس

براي فرکانس اول نشان داده شده  kبه ازاي مقادیر مختلف  4در شکل

طور که در نمودار نیز مشخص است با افزایش نسبت مدول  است. همان

  .کند دار فرکانس طبیعی افزایش پیدا میالاستیسیته مق

  

  
 تغییرات فرکانس طبیعی اول بر حسب تغییرات  - 4شکل 

  الاستیسیتهنسبت مدول 

ρ =1 , l =l =0.1 , τ=0 , k=0,1,2,3ratio ir il  
 

هاي  توان اثرات آن را بر روي رفتار فرکانس تغیر دیگري که میم

است که با فرض  موضعیطبیعی مورد بررسی قرار داد، متغیر غیر

ادیر معینی از سایر متغیرها مقادیر مختلف براي این متغیر و به ازاي مق

  شود. حاصل می 4هاي جدول  داده

 
  

  

  

  

  

 و  kهاي طبیعی اول ، دوم و سوم براي مقادیر مختلف  فرکانس - 4 جدول

ρ وτ موضعیپارامتر غیر =2 , E =2 , l =l =0.1 ratio ir ilratio
  

τ Mode k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 

0 

1 3.2930 3.2678 3.3128 3.4161 3.4993 3.5488 

2 7.4205 7.4257 7.6245 7.8528 8.0873 8.3060 

3 12.9510 12.9223 13.2118 13.534
3 

13.949
6 

14.454
2 

0.05 

1 3.2146 3.1886 3.2236 3.3211 3.4022 3.4514 

2 6.7813 6.7801 6.9451 7.1448 7.3503 7.5405 

3 10.7770 10.7639 10.9802 11.232
3 

11.563
4 

11.972
4 

0.1 

1 3.0093 2.9821 2.9941 3.0781 3.1537 3.2019 

2 5.5470 5.5361 5.6490 5.8004 5.9560 6.0978 

3 7.7723 7.7700 7.9065 8.0742 8.3008 8.5885 

0.15 

1 2.7402 2.7129 2.7015 2.7705 2.8394 2.8858 

2 4.4533 4.4359 4.5148 6.0062 4.7466 4.8523 

3 5.7935 5.7933 5.8878 4.6294 6.1692 6.3807 

0.2 

1 2.4616 2.4360 2.4071 2.4635 2.5257 2.5693 

2 3.6390 3.6176 3.6772 3.7672 3.8587 3.9413 

3 4.5488 4.5488 4.6201 4.7097 4.8341 4.9978 

  

مشاهده می شود با  4با توجه به نتایج بدست آمده از جدول 

شود که تغییرات  از مقدار فرکانس طبیعی کاسته می τافزایش مقدار 

به ازاي مقادیر و به ازاي مقدار τفرکانس پایه اول را نسبت به 

k=0,1,2,3 شود مشاهده می 5-در شکل.  

 

  
  پارامتر غیرموضعیاول نسبت به طبیعی تغییرات فرکانس  - 5شکل 

ρ =2  , E =2 , l =l =0.1 , k 0, 1, 2, 3ratio ir ilratio
  

نسبت به تغییرات  فرکانس طبیعی اولهمچنین تغییرات 

نسبت مدول الاستیسیته مورد بررسی قرار گرفته است و نتایج 

  قید گردیده است. 5بدست آمده براي فرکانس پایه اول در جدول 

  
  

تغییرات فرکانس پایه نسبت به تغییرات  نسبت مدول   -5 جدول

ρ الاستیسیته =1 , l =l =0.1 , τ=0.05 , k=0,1,2,3,4,5ratio ir il  

  

مربوط به شکل مود  اي تغییرات فرکانس نمودار مقایسه 6 در شکل

با  شود. براي نسبتهاي مدول الاستیسیته کمتر از یک اول مشاهده می

 1هاي بالاتر از  نسبتها نزولی و براي  روند فرکانس افزایش ثابت نمایی

  افزایشی است. ،تغییراتاین روند 

Eratio k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 

0,25 3,2146 2,5414 
2,1050 1,6680 1,2391 0,7742 

0,5 3,2146 
2,7839 2,5295 2,3020 2,1138 1,9607 

1 3,2146 3,2146 3,2146 3,2146 3,2146 3,2146 

1,5 3,2146 3,5940 3,7774 3,9202 4,0248 4,1016 

2 3,2146 
3,9371 4,2666 4,5169 4,6973 4,8283 
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  تغییرات فرکانس پایه اول نانومیله دوسرگیردار نسبت به ثابت نمایی  - 6شکل 

  براي نسبت هاي مختلف مدول الاستیسیته

ρ =1  , =0.05 , l =l =0.1ratio ir il   

  

 تابعی هاي مدرج ارتعاشی نانومیله هاي پاسخرهاي موثر در از پارامت

هاي طبیعی  باشد که تاثیر آن در فرکانس مقیاس طولی نانومیله می

=با مشخصات  دو سرگیرداربراي نانو میله  =E 1, ρ 1 , τ=0ratio ratio  در

  قید گردیده است.  6جدول

  

   5تا  1از  k مقادیرهاي طبیعی اول ، دوم و سوم براي  فرکانس -6 جدول

و مقادیر متفاوت مقیاس طولی نانومیله با مشخصات

= =E 1, ρ 1 , τ=0ratio ratio  

   مقیاس

  طولی
M k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 

l =0.1 ir

l =0.2il

 

1 3,2930 3,4761 3,5254 3,5494 3,5664 3,5803 

2 7,4205 8,5842 9,0280 9,2730 9,4196 9,5127 

3 
12,9510 16,6083 17,7896 18,3664 18,7008 18,9161 

l =0.1 ir

l =0.1il

 

1 3,2930 3,2930 3,2930 3,2930 3,2930 3,2930 

2 7,4205 7,4205 7,4205 7,4205 7,4205 7,4205 

3 
12,9510 12,9510 12,9510 12,9510 12,9510 12,9510 

l =0.2ir

l =0.1il
 

1 3,7103 3,4761 3,4282 3,4034 3,3867 3,3746 

2 10,0906 8,5842 8,1783 8,0032 7,9101 7,8527 

3 

20,1105 16,6083 15,5065 14,9434 14,6055 14,3821 

  

هاي طبیعی در حالتی که  مشاهده می شود که مقادیر فرکانس

l  liR iL  باشد با روند کاهشی و در حالتی کهl  liR iL  با روند

  ).7 شکل( افزایشی مواجه خواهد بود

  

  
  kتغییرات فرکانس پایه اول نانومیله بر حسب   - 7شکل 

  براي نسبت هاي مختلف مقیاس طولی نانو میله مدرج تابعی

E =1  , ρ =1  , =0 ratio ratio    

  

هاي فیزیکی مواد  ویژگی تغییر دربررسی نتایج عددي در صورت 

E  دهنده نانومیله مدرج تابعی، در حالتی که تشکیل =2ratio در ،

  قید گردیده است. 7جدول

  

   5تا  1از  k هاي طبیعی اول ، دوم و سوم براي مقادیر فرکانس -7 جدول

و مقادیر متفاوت مقیاس طولی نانومیله با مشخصات

= =E 2, ρ 1 , τ=0ratio ratio  

  مقیاس 

 طولی 
M k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 

l =0.1 ir

l =0.2il

 

1 3,2930 4,2666 4,8220 5,1083 5,2844 5,4071 

2 7,4205 10,5277 11,9094 12,6722 13,1671 13,5198 

3 
12,9510 19,7884 22,6926 24,3331 25,3831 26,1152 

l =0.1 ir

l =0.1il

 

1 3,2930 3,2930 3,2930 3,2930 3,2930 3,2930 

2 7,4205 7,4205 7,4205 7,4205 7,4205 7,4205 

3 
12,9510 12,9510 12,9510 12,9510 12,9510 12,9510 

l =0.2ir

l =0.1il
 

1  3,7103 4,2201 4,6339 4,8195 4,9149 4,9641 

2 10,0906 10,3335 10,5645 10,6938 10,8179 10,9312 

3 

20,1105 20,9670 20,7756 20,3795 20,1227 19,9666 

  

هاي مربوطه مقدار  نشان می دهد که براي نسبت 7شکل شماره 

توان  می 2و  8هاي  با مقایسه شکل دارد. فرکانس طبیعی روند افزایشی

اشات نانومیله مدرج تابعی، نتیجه گرفت که پارامتر غالب در مساله ارتع

  دهنده آن است.هاي  فیزیکی مواد تشکیل ار ویژگیسرگیرددو
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  kتغییرات فرکانس پایه اول نانومیله بر حسب   - 8شکل 

  براي نسبت هاي مختلف مقیاس طولی نانو میله مدرج تابعی

E =2  , ρ =1  , =0 ratio ratio    

 

  گیري نتیجه - 4

هاي داراي سطح مقطع همگن از  این مقاله ارتعاش آزاد نانومیله در

) و تحت شرایط مرزي دو سرگیردار FGMتابعی ( مدرججنس مواد 

تاثیرگذار بر روي مورد بررسی قرار گرفته است و پارامترهاي 

و روش  موضعیالاستیسیته غیر نظریههاي طبیعی بر اساس  فرکانس

گالرکین مورد مطالعه قرار گرفته است. مدول الاستیسیته و چگالی جرم 

نماید. شرایط مرزي مساله  طول میله به شکل نمایی تغییر می ماده در

. اثرات گرفته شده است نظرله دو سرگیردار در در این مقاله براي می

پارامترهایی همچون نسبت مدول الاستیسیته و نسبت چگالی جرم در 

مورد بحث قرارگرفت. مهمترین   kدو سر میله براي مقادیر مختلف 

  باشد: شده از این تحقیق به صورت زیر می لصنتایج حا

مقدار فرکانس طبیعی به ازاي نسبت مدول الاستیسیته کمتر از 

(ثابت نمایی) کاهش و براي نسبت مدول  kواحد و با افزایش مقادیر 

 کند. ته بیشتر از واحد افزایش پیدا میالاستیسی

با افزایش نسبت مدول الاستیسیته مقادیر فرکانس طبیعی به ازاي 

 .کند افزایش پیدا می kنسبت چگالی ثابت به ازاي مقادیر مختلف 

تیسیته و نسبت چگالی جرم مشخص با در یک نسبت مدول الاس

از مقدار فرکانس طبیعی به ازاي مقادیر  وضعیغیرم ش فاکتورافزای

  .شود کاسته می kمختلف 

 هاي فیزیکی نانو میله مدرج تابعی،ثابت بودن ویژگی در صورت

lهاي طبیعی در حالتی که  مقادیر فرکانس  liR iL  باشد داراي روند

lکاهشی و در حالتی که   liR iL باشد. یداراي روند افزایشی م  

ار پارامتر غالب در مساله ارتعاشات نانومیله مدرج تابعی، دو سرگیرد

  دهنده آن است. هاي  فیزیکی مواد تشکیل ویژگی
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