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ازƽ سسازƽ بهينهالگوريتم پيشنهادƽ با استفاده از ريلکسپردازد. مي DNAتوالي  هاƽدادهاين مقاله به بررسي تخمين هاپلوتايپ با استفاده از  چكيده:
پ سازƽ تخمين هاپلوتايشود. اين الگوريتم برپايه استفاده از ساختار گسسته مساله بهينهمعرفي مي  HapLasبا نام   Lasserreبه روش اƽ چندجمله

گيرد. ام ميسازƽ انجسپس با استفاده از خواص ماتريس ممان، ريلکسد. گردباشد که با استفاده از تئورƽ اندازه به يک فضاƽ پيوسته نگاشت ميمي
  SDhaPتداولهاƽ مدهد که استفاده از الگوريتم پيشنهادƽ منجر به بهبود نرخ بازسازƽ هاپلوتايپ در مقايسه با الگوريتمسازƽ نشان مينتايج شبيه

طورƽ که در به شودزمان اجرا و پيچيدگي محاسبات حاصل مي قابل ملاحظهش ازاƽ افزايگردد. اين بهبود بهدرصد مي ۵در حدود  RefHapو 
  نظرکردن است.  کاربردهاƽ پزشکي قابل صرف

  سازƽ، ماتريس مثبت معين، تئورƽ اندازه.، ريلکسسازƽ، تخمين، بهينهپيهاپلوتا :يديلك يهاواژه
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Abstract: This paper is dedicated to investigating haplotype estimation based on DNA sequences. The proposed algorithm named as 
(HapLas) is introduced using relaxation of polynomial optimization based on the Lasserre technique. This algorithm is based on the 
discrete structure of optimization problem of haplotype estimation which is mapped to a continuous space using the measure theory. 
Then, relaxation is performed via the properties of the moment matrix. Simulation results show that the proposed algorithm improves 
the reconstruction rate of the haplotype about five percent in comparison to the SDhaP and RefHap. This is achieved at the cost of 
increasing the running time and computational complexity which can practically be ignored in medicine.  
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  مقدمه -١

ار هاƽ زيستي بسيهاƽ اخير حل مسائل پزشکي با استفاده از دادهدر سال
 دگييهاƽ دردسترس و پيچدادهعظيم حجم  بهباتوجهاست. متداول شده

ي هاƽ مهندساƽ توسط محققين از رشتهها، تحقيقات بين رشتهذاتي آن
هاƽ سزايي در حل چالشاز جمله علوم رياضي، برق و کامپيوتر سهم به

براƽ آشنايي با مفاهيم  ،زيستي ƽامقدمه]. در ابتدا، ۱-۲اين حوزه دارند [
  گردد.اين حوزه مطرح مي اƽ درپايه

موجودات زنده از لحاظ ظاهرƽ و اندازه بسيار متفاوت هستند، اما 
، چهار نوع سلول. در اندشدهاز واحدهايي به نام سلول ساخته  هاآنتمام 
دها ، ليپيهادراتيکربوهشيميايي اصلي وجود دارد، که عبارتند از  ƽماده

م از واحدهايي به نا هانيپروتئ .هادياسو نوکلئيک  هانيپروتئ)، هايچرب(
نوع مختلف  ۲۰. آمينواسيدها در طبيعت در شونديمآمينواسيد ساخته 

که همگي شامل گروه اسيدƽ کربوکسيل و يک گروه آمينو  اندشدهظاهر 
ديگر متصل هستند. يکبا يک کربن به هاگروه. اين باشنديم

ديگر يکپيوند پپتيدƽ بهآمينواسيدها در پروتئين توسط پيوندƽ به نام 
که نقش پروتئين در حيات بسيار ضرورƽ است. ازآنجايي متصل هستند.

کردهاƽ پيوند ايجاد کند، عمل ديگر ƽهامولکولبا  توانديمپروتئين 
 ƽکنندهعيتسرتوان به کاتاليزور (ي در سلول دارد. از آن جمله ميمتنوع

سيگنال،  کنندهافتيدرشيمايي و فرآيندهاƽ زيستي)،  ƽهاواکنش
  ].۳نقش موتورƽ نام برد [ چنينهميي و واکنش شيما ƽاندازراه

  DNAمعرفي  -١-١

سلول انسان است  ƽهستهدهنده يکي از اجزا تشکيل ١نوکلئيک اسيد
اسيد  کيبونوکلئيريدئوکس) و RNA( که بر دو نوع ريبونوکلئيک اسيد

)DNA شوديم) يافت .DNA فهيوظƽ رهيذخƽ  اطلاعات ژنتيکي را
 ƽهايژگيوبرعهده دارد. درواقع، عاملي که باعث انتقال خصوصيات و 

، ماده ژنتيک نام دارد. اين شوديميک نوع جاندار، از نسلي به نسل ديگر 
جاندار است و  ƽهاتيفعالتمام  ƽهادستورالعملماده، شامل اطلاعات و 

منظور انجام تمام وظايف هب هانيپروتئشامل تمامي دستورها براƽ ايجاد 
زندگي  ƽنحوه. به بيان ديگر، اطلاعات بنيادƽ در رابطه با باشديمسلولي 

به DNA ،قرار دارد. از نظر ساختار فضايي DNAيک موجود زنده در 
صورت کرومزوم در سلول قرار دارد. هر کروموزم ساختمان درهم پيچيده 

تعداد دو  هاانسانبسيار بلند است، که در  مريپليک  ƽشدهفشردهو 
 ƽبه جانداراني مانند انسان که دونسخه باشديمعدد)  ۴۶تا (۲۳سر .

طي  کروموزمهرکدام از اين دونسخه گويند. ميدارند، ديپلوئيد  کروموزم
نسخه دو، آن بهاست که يک از والدين به ارث رسيده مثل از هرتوليد

هاƽ متناظر از هر جفت را روموزمکگويند. ميمادرƽ  پدرƽ و
يکسان  قاًيدقگويند. اين همساني، به معني  ٢همسان ƽهاکروموزم
که ممکن است قسمت کوچکي از يک  است بدين معنيبلکه نيست، 

متفاوت فرد مادرƽ همان  ƽنسخهکروموزم خاص پدرƽ در يک فرد با 
  .]۳[ باشد

ويژگي ظاهرƽ افراد کرد يا متناظر با عمل کروموزمهر قسمتي از 
رشتهاز دو  DNAکه ژن نام دارد.  ،مانند رنگ چشم، اندازه، قد و ... است

ƽ  به دور يکاستشدهطولاني تشکيل ƽديگر پيچيده ، که حول محور
. هر يک از شوديماند. به اين ساختار مارپيچ يا نردباني نيز گفته شده
 ترکوچک ƽواحدها معنا که ازاست، بدين مريپلصورت ، بههارشته

يد، يکي از چهار نوکلئوت است.به نام نوکلئوتيد ساخته شده ƽاتکرارشونده
باشد، که مي ٦و تمين ٥نيگوان،  ٤، سيتوزين٣هاƽ آدنينماده آلي به نام
د. شومي داده نمايش Tو  A ،C ،Gبا حروف  به ترتيببه اختصار و 

تي تنوع زيس ،نوکلئوتيدگرفتن اين چهار هم قرار ترکيب مختلف کنار
است. براƽ مثال يک رشته را در جهان به وجود آوردهاƽ قابل ملاحظه

ATCCCCGGACCCT توالي بخشي از  توانديمDNA .يک انسان باشد  

  يابيتواليهاي مروري بر روش -٢-١

درصد  ۹/۹۹از کل سه ميليارد نوکلئوتيد در هر سلول انسان، در حدود 
در ساختار مارپيچي مولکول . يکسان است هاانسان ƽهمهها، در بين آن

DNA ،نحوهƽ دو رشته مقابل هم قرار ƽاگونهبهگرفتن نوکلئوتيدهاƽ 
است که هميشه آدنين مقابل تمين و گوانين مقابل سيتوزين قرار بگيرد. 

انسان توسط پژوهشگران به  DNAاولين بار کل توالي  ۲۰۰۱در سال 
نمودن از يک سلول، به مشخص DNAخراج بعد از استاست. دست آمده

 ƽرشتهتوالي نوکلئوتيدهاƽ DNA گويند.  يابييتوال  
ر ، سنگ٧توان از سنگِريابي ميمختلف توالي ƽهاروشاز جمله 

 ƽيابييتوالخودکار و نسل بعد )NGSاکنون روش نام برد. هم )٨NGS 
 ƽرشتهبودن به طولاني باتوجهباشد. در اين روش مي بسيار متداول

DNA ƽ۱۰۰۰الي  ۱۰۰هايي به طول تکه ستيبايم يابييتوال، برا 
يابي شود که به توالي هرکدام از اين توالي DNAنوکلئوتيد از کل رشته 

بين اين  يپوشانهم. سپس با استفاده از نديگويم ٩، خوانشهاتکه
طور به ،روشاين . به بيان ديگر در ديآيمدست ، کل رشته بههاخوانش

خوانده  پوشانهم ، قطعات کوتاهDNAتصادفي از نقاط مختلف کل رشته 
رشتهتوالي کل  پوشانهم ƽهابخشدادن قرار همƽرو. سپس با شوديم

ƽ DNA گردد مشاهده مي ۱طور که در شکل . همان]۴[ آيددست ميبه
𝐺به طول تقريبي  DNAآوردن کل رشته دستبراƽ به = 10ଽ  از تعداد

𝑁 = 𝐿هرکدام به طول  ،خوانش 10଼ =   .استهشداستفاده  100
  

  
  .]٥[ يابييتوال مفهوم: ١ شكل

 است. DNAيابي، يافتن رشته هدف از توالي ،طور که ذکر شدهمان
ورودƽ اين . شوداستفاده مي ƽ١٠آورگردهم هاƽاز الگوريتم منظوردينب

باشد. مي DNAو خروجي الگوريتم، رشته  هاالگوريتم، خوانش
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از  ƽآورگردهمهاƽ ه دو دسته کلي با نامب ƽآورگردهم هاƽالگوريتم
  شوند.تقسيم مي ينگاشت ƽآورگردهم و ١١پايه

از  ،گيرندنگاشتي قرار مي ƽآورگردهمهايي که در دسته الگوريتم
 خوانشکنند و هر مرجع استفاده ميعنوان رشته به ƽ DNAرشتهيک 

اين موضوع به علت  شود.به قسمتي از رشته مرجع تطبيق داده مي
 ƽرشتهشباهت بالاƽ DNA  رشتههنگامي که است.  هاانساندر بينƽ 

DNA  از الگوريتم در اختيار نباشد،مرجع ƽآورگردهمهاƽ  از پايه
  شود. استفاده مي

فتج يابييتوال، روش جديدƽ به نام يابييتوالبراƽ افزايش دقت 
هستند داراƽ دو بخش  هاخوانشاست. در اين روش معرفي شده ١٢انتها

بر اين دو . علاوهدهديمکه هرکدام توالي از نوکلئوتيدها را به دست 
يمبين اين دو بخش را نيز مشخص  ƽفاصله، انتهاجفتبخش، خوانش 

ترƽ در دسترس قرار ترتيب يک خوانش با طول بزرگ. بديندينما
ت که ابتدا و انتهاƽ آن مشخص است ولي ميان آن مشخص گرفخواهد

دسترس خواهدبود در تربزرگترتيب خوانش به طول بسيار نيست. بدين
) يک ۲شود. در شکل (که منجر به افزايش دقت در نگاشت به مرجع مي

که هر انتهاƽ آن يک نوکلئوتيد خوانده  انتهاجفتمثال ساده از خوانش 
  .ستده اشارائه ، استشده

  

 
 .]٦خوانش جفت انتها تك نوكلئوتيدي [ :٢ شكل

  
چهار خوانش از کروموزم يک شامل نوکلئوتيدهاƽ  ۲در شکل 

𝐺𝐶𝐴𝑇𝐴𝐺  خوانش آن آن است که  "–". منظور از استشدهارائه
 .استآن جايگاه نوکلئوتيد ارائه نکرده ƽدربارهاطلاعاتي 

  هاپلوتايپمعرفي مفهوم  -٣-١

يمصورت تکي در بين نوکلئوتيدها اختلاف در جمعيت به نيترمتدوال
. يک شوديم(اسنيپ) خوانده  ƽ١٣دينوکلئوتتککه چندريختي  باشد

 ƽاسنيپ جايگاهي از ژن است که در بين افراد جامعه، نوکلئوتيدها
روƽ هر يک از جفت اسنيپ بر ƽرشته. شوديممختلفي مشاهده 

اسنيپ براƽ يک فرد  کهحالتيبه. کروموزم همسان، هاپلوتايپ نام دارد
، در غير شوديمناميده  ١٤روƽ جفت کروموزم، يکسان باشد هموزايگتبر

  .]۷[ نام دارد ١٥از اين صورت هتروزايگت
نه (روƽ جفت کروموزم بر هاپياسنکه توالي نوکلئوتيد در هنگامي

. اکثر روششوديمگفته  ١٦پيژنوتامورد نظر باشد، به آن به طور مجزا) 
که بسيار  گردديمبه يافتن ژنوتايپ منجر  يابييتوالهاƽ آزمايشگاهي 

 يابييتوالبسيار کم دردسترس قرار دارد. البته توانايي  ƽنهيهزفراگير و با 
که داده هست. هنگامي ريپذامکان برنهيهز ƽهاروشهاپلوتايپ با 

هاƽ دسترس است، به يافتن هاپلوتايپ با استفاده از روشژنوتايپ در

ضرورƽ . دانستن هاپلوتايپ شوديممحاسباتي تخمين هاپلوتايپ گفته 
؛ درمان اختصاصي مبتني بر هاپلوتايپ هر فرد باشديمبسيار کارگشا و 
توجه قرار گرفتهپزشکي آينده بسيار مورد ƽهاشاخهعنوان يکي از به

باره  در توجهيتوان اطلاعات قابلبا استفاده از هاپلوتايپ، مياست. 
ژنتيک جمعيتي، مهاجرت و انتخاب طبيعي، روند تکاملي موجودات، نرخ 

تخمين براƽ برد کلي . دو راهآوردبه دست  هانسلبازترکيب ژنتيکي 
  :]۸[ هاپلوتايپ وجود دارد

(داشتن توالي  جمعيتي ƽهادادهبرد براساس اين راه الف) جمعيت:
که در چهار  رديپذيمانجام  ييهافرضژنوتايپ چندين فرد) با استفاده از 

هاƽ تعداد هاپلوتايپ :بيشينه ايجاز .۱ :رنديگيمکلي جاƽ  ƽدسته
 ƽمجموعهدرخت فيلوژني کامل:  .۲متمايز در جواب، کمترين است. 

جواب، يک درخت فيلوژني کامل تشکيل دهند. يعني هر  ƽهاپيهاپلوتا
هاپلوتايپ از يک جهش نسبت به هاپلوتايپ نياƽ (اجداد) افراد پديد 

در  هاپيهاپلوتا: توزيع احتمال يينمادرستبيشينه  .۳آمده باشد. 
هاƽ دادهژنوتايپ ƽمشاهدهنمايي درستتابع جمعيت به طورƽ باشد که 

 ƽهامدلمحاسبه احتمال پسين در  :ستنتاج بيزƽا .۴شده بيشينه شود. 
ƽِتعيين شده به دست آيدپيشاز آمار .  

است  NGSبرد بر پايه دادهاƽ اين راه: هاپلوتايپ آورƽگردهم ب)
 .فرد را تخمين بزند تواند هاپلوتايپ يکبرد جمعيتي، ميکه برخلاف راه

 HapCUT ]۹ ،[HapTree توان بهبرد ميهاƽ معروف اين راهاز الگوريتم
]۱۰،[ SDhaP ]۶ و [RefHap ]۱۱ [شايان ذکر است که روش  .نامبرد

  .باشديم بردهمين راهپيشنهادƽ اين مقاله نيز بر پايه 
صورت رياضي ، مساله تخمين هاپلوتايپ به۲در ادامه مقاله در بخش 

در بخش سوم الگوريتم پيشنهادƽ مطرح خواهدشد. نتايج  .گرددمدل مي
  .ارائه خواهدشد ۵ و ۴در بخش  به ترتيبگيرƽ سازƽ و نتيجهشبيه

  مدل مساله  -٢

 𝑟ام را با نماد 𝑖 دسترس باشد. خوانشدر خوانش 𝑛فرض کنيد تعداد 
𝑟  صورت به است که هاخوانش شامل ƽ 𝑟مجموعهدهيم. مينمايش  =

{𝑟ଵ, 𝑟ଶ, … , 𝑟}  فرض بر اين است که ابتدا  ،چنينهمبود. خواهد
اطلاعات مربوط به  ؛ اين بدين معنا است کهاندشدهجايابي  هاخوانش

 .باشديمدردسترس  DNAها در رشته 𝑟هر يک از  قرارگفتنمحل
. براƽ اندشدهجدا  ،ستا هاپياسنکه شامل  خوانشبخشي از  ،چنينهم

. استشده دادهنسبت  1−و آلل نادر عدد  1هر اسنيپ، به آلل فراوان عدد 
عنوان : هر خوانش را بهشوديم) تشکيل داده 𝑹سپس ماتريس خوانش (

اگر خوانش اطلاعي  کهƽطوربه ميريگيميک سطر ماتريس در نظر 
. براƽ تخمين هاپلوتايپ ميدهيمدرباره يک درايه ارائه ندهد، صفر قرار 

𝑛ابعاد ماتريس خوانش  خوانش، 𝑛با استفاده از  𝑚به طول  × 𝑚 
 . ]۱۲[ خواهدبود

هموزايگت باشند،  هاپياسنکه ممکن است تعدادƽ از ازآنجايي
) 1−و يا همه  1يکسان (همه  ƽهاهيدراهايي از ماتريس که تمام ستون

کردن مکان آن، آن بخش از با ذخيره سپس .گردديمحذف  ،هستند
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 ؛ زيرا ابهامي ندارد و نياز به تخمين نيست.گردديمهاپلوتايپ مشخص 
گردد. سازƽ رياضي رشته خوانش و هاپلوتايپ مطرح ميدر ادامه مدل

ساده  ثالي عددƽهتروزايگت م ƽهاگاهيجابراƽ تخمين  منظوربدين
زير در نظر  صورتبهدو رشته هاپلوتايپ  گرددمطرح مي بدون نويز

 بگيريد:

)١(   𝒉 ଵ = ൣ    1        1          1      − 1൧
் 

𝒉ଶ = ൣ − 1   − 1    − 1         1 ൧
் 

  :ارائه شده است هاخوانشدر ادامه، مثالي از 
 Read 1  from 𝒉ଵ  →   ൣ   1        ~          ~      − 1൧ 

 Read 2  from 𝒉ଵ  →   ൣ   ~        1          1           ~൧ 

 Read 3  from 𝒉ଶ  →   ൣ   ~   − 1    − 1           ~൧ 

 Read 4  from 𝒉ଶ  →   ൣ − 1      ~          ~         1 ൧ 
باشد، بدين معنا است که اين   ~ صورتبه ƽاهيدرادر نمايش فوق، اگر 

ترتيب ماتريس خوانش است. بديندرايه در خوانش مربوطه قرار نداشته
  زير خواهدبود:صورت به

)٢(   𝑹 =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡   1        ~          ~      − 1

~        1          1           ~

~   − 1    − 1           ~

−1      ~          ~           1 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

 

  :]۶[ زير خواهدبودصورت به سازƽ رياضيدلمپس 

)٣(   𝑴 =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡ 1 0

1  0

0 1 

0 1 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

ቈ
1        1          1      − 1

−1   − 1    − 1         1
 

) و يا 𝒉از هاپلوتايپ مادرƽ ( هاخوانشازآنجايي که در ديپلوئيدها اما 
) ƽپدر𝒉 (شده يابييتوال ƽهاپياسناند، براƽ (هتروزايگت)  ماندهيباق

𝒉هستند؛ به بيان ديگر  گريدکيمقادير قرينه  = −𝒉  .برقرار است
  :به صورت زير خواهدبودپس براƽ مثال فوق 

)٤(   𝑴 = ൦

1
1

−1
−1

൪ ൣ1        1          1      − 1൧ 

  :گرددتيب مدل بردارƽ زير ارائه ميبدين تر

)٥(   𝑴 = 𝒖𝒉் 
𝑛با ابعاد  𝒖بردار که در آن  × که درايه است. هنگامي ƽ ±1هاهيدرابا  1

باشد حاکي از آن است که اين خوانش مربوط به توالي هاپلوتايپ  1+
𝒉  خوانش از 1−درايه  چنينهماست ƽبه معنا ،𝒉  .چنينهماست 

𝑚بردارƽ با ابعاد ، 𝒉بردار  ×  .باشديم ƽ ±1هاهيدرااست، که شامل  1
  زير نوشت:صورت بهتوان را مي 𝑹ترتيب ماتريس بدين

)٦(   𝑹 = 𝑃ஐ(𝑴) = ൜
𝑴, (𝑖, 𝑗) ∈ Ω

0, 𝑜. 𝑤.
 

ارائه  اطلاعات مکاندر آن  هاخوانشاست که  ƽامجموعه Ω که در آن
 است، پس ماتريس بردارنمونه گرعملعنوان به𝑃ஐ(𝑴) است. کرده

يکي از  خواهدبود. 𝑴از  شدهƽبردارنمونه ƽنسخهبرابر با  𝑹 مشاهدات
ƽاين مقاله نوآور ƽصورت بهتخمين هاپلوتايپ  صورت مساله ارائهها 

 ز)(بدون نوي دقيق يابييتوالدر حالت سازƽ رتبه يک است که بهينه
  زير است:صورت به
  

)٧(   Find 𝑴  s. t. ൜
 𝑃ஐ(𝑴) = 𝑃ஐ(𝑹)

rank(𝑴) = 1     
 

است.  ƽسازنهيبهمجهول  𝑴دردسترس و  ƽهادادهماتريس  𝑹که در آن 
معادل  ƽامساله)، ƽ )۵رابطهساختار متغيرها در  بهباتوجهترتيب بدين

) ƽسازنهيبهصورت به) ۷براƽ اچندجملهƽ  گردديمارائه:  

)٨(   Find  𝒖, 𝒉   s. t.  𝑢ℎ − 𝑹 = 0  ∀(𝑖, 𝑗) ∈ Ω  
يم، استشدهتعريف  1±اعداد  صورت بهمتغيرهاƽ مساله  کهييازآنجا
  تکميل نمود:را  ƽسازنهيبهزير صورت به توان

)٩(   Find 𝒖, 𝒉 s. t. ൞
𝑢ℎ − 𝑹 = 0  ∀(𝑖, 𝑗) ∈ Ω   

ℎ ∈ {1, −1}  𝑗 = 1, … , 𝑚           

𝑢 ∈ {1, −1}  𝑖 = 1, … , 𝑛           

 

  اƽ نوشت:چندجمله صورتبهبه بيان معادل، قيد را نيز 

)١٠(   Find 𝒖, 𝒉 s. t. ൞

𝑢ℎ − 𝑹 = 0  ∀(𝑖, 𝑗) ∈ Ω   
ℎ

ଶ = 1   𝑗 = 1, … , 𝑚           

𝑢
ଶ = 1    𝑖 = 1, … , 𝑛           

 

کلاسيک است که براƽ حل مساله از  ƽاچندجمله مسالهکه يک 
در  چنينهم استفاده نمود. توانيم ƽسازنهيبه ƽافزارنرم ƽهاجيپک

 ƽسازنهيبهمساله  توانيمحالت نويزƽ :را به شرح زير نوشت  
)١١(   min

𝒖,𝒉
 ‖𝑃ஐ(𝑹 − 𝒖𝒉்)‖ி 

عددƽ از جمله روش تکرارƽ گرادياني استفاده  ƽهاروشبراƽ حل آن از 
 شدهدانسته فرضاين روش حل از ساختارƽ که از قبل  ].۹، ۴[ استشده

هاƽ اين مقاله ارائه مساله عنوان يکي از نوآورƽاست. بهاستفاده نکرده
اƽ ساختاريافته براƽ تخمين هاپلوتايپ است که سازƽ چندجملهبهينه

  باشد:زير ميصورت به

)١٢(   min
𝒖,𝒉

 ൫𝑢ℎ − 𝑹൯
ଶ

(,)∈ஐ

 s. t. ቊ
ℎ

ଶ = 1      𝑗 = 1, … , 𝑚 

𝑢
ଶ = 1    𝑖 = 1, … , 𝑛     

 

𝑚 به طول 𝒙سازƽ، بردار منظور سادهبه + 𝑛 گذاشتن دو بردار همبا کنار
 گردد:زير تعريف ميصورت بهمجهول 

)١٣(   𝒙 = [𝑢ଵ, … , 𝑢, ℎଵ, … , ℎ] 

زير ت صوربه براƽ دو حالت دقيق و نويزƽ سازƽترتيب مساله بهينهبدين
 خواهدبود:

)١٤(   Find 𝒙 s. t. ቐ
𝑥𝑥ା − 𝑹 = 0  ∀(𝑖, 𝑗) ∈ Ω   
𝑥

ଶ = 1, 𝑗 = 1, … , 𝑚 + 𝑛           
           

 

)١٥(   
min

𝒙∈𝑹𝒎శ𝒏
 ൫𝑥𝑥ା − 𝑹൯

ଶ

(,)∈ஐ

  

s. t.  𝑥
ଶ = 1, 𝑗 = 1, … , 𝑚 + 𝑛 
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 ايسازي چندجملهسازي بهينهريلكس -٣

به يک مساله  ƽاچندجمله يک مساله ƽسازلکسيردر اين بخش، 
مقدماتي از . گردديممعرفي درحالت کلي  نيمعمهينمثبت  ƽسازنهيبه

براƽ  .استشدهدر بخش پيوست آورده و ماتريس ممان  ١٧اندازهمفهوم 
به يک گام مياني نياز است. اين  ƽاچندجملهسازƽ بهينه ƽسازلکسير

 ƽازسنهيبهبه يک مساله  ƽاچندجمله ƽسازنهيبهمساله گام، تبديل 
  . باشديمروƽ فضاƽ اندازه معادل بر

يک . گرددميمعرفي  دقيق صورتبه ƽاچندجمله ،در ابتدا
:𝑝(𝑥)بعدƽ 𝑛  ƽاچندجمله ℝ → ℝ ، نمادبا  𝑝(𝑥) = ∑ 𝑝ఈ𝑥ఈ

ఈ 
𝛼استفاده خواهدشد، که در آن  = (𝛼ଵ, 𝛼ଶ, … 𝛼)  و𝑥ఈ =

𝑥ଵ
ఈభ  𝑥ଶ

ఈమ … 𝑥
ఈ  .چنينهماست 𝑡 = ∑ 𝛼 درجهƽ چندجمله ƽا

  :باشديمزير صورت به ƽاچندجمله ƽسازنهيبهمساله  خواهدبود.
)١٦(   min 𝑝(𝑥)       s. t.      𝑔(𝑥) ≥ 0 𝑖 = 1, … , 𝐼,

ℎ(𝑥) = 0   𝑙 = 1, … 𝐿 
 چنينهم. باشنديم ƽاچندجمله ها ℎ(𝑥)و ها𝑝(𝑥) ،𝑔(𝑥)که در آن 

) براƽ کننديمهايي که در قيد صدق ƽ 𝑥مجموعه( ١٨يشدن ƽمجموعه
  صورت به فوق ƽسازنهيبهمساله 

 𝐾 ≜ {𝑥|𝑔ଵ(𝑥) ≥ 0 , … , 𝑔ூ(𝑥) ≥ 0, ℎଵ(𝑥) = 0, … , ℎ(𝑥) = 0  } 
) ƽ )۱۶سازنهيبهکه مساله  استشده] ثابت ۱۳در [. شوديمتعريف 

  زير است: ƽسازنهيبهاƽ معادل مساله چندجمله

)١٧(   min
ఓ∈ெௌ()

න 𝑝(𝑥)𝑑𝜇 
احتمال ممکن  ƽهااندازهفضاƽ تمام  ƽمجموعه 𝑀𝑆(𝐾)١٩که در آن 

مساله بهينهکه در ابتدا حالتي باشد.مي ƽ 𝐾مجموعهشده روƽ تعريف
 ƽاچندجملهسازƽ با استفاده از تعريف گيرد. قرار ميمدنظر  ،بدون قيد
ر زيصورت بهرا اƽ چندجمله ƽسازنهيبهتابع هدف مساله  توانيمممان 
  نوشت:

)١٨(   
න 𝑝(𝑥)𝑑𝜇 = න  𝑝ఈ𝑥ఈ

ఈ

𝑑𝜇 =  𝑝ఈ

ఈ

න 𝑥ఈ𝑑𝜇

=  𝑝ఈ

ఈ

𝑦ఈ 

  :باشديمزير  صورتبهمعادل جديد  ƽسازنهيبهترتيب مساله بدين

)١٩(   min
௬

 𝑝ఈ

ఈ

𝑦ఈ     s. t.    𝑦 is a moment sequence. 

𝑦صورت بهمساله اصلي  ƽهامجهولبا  )۱۹(پاسخ مساله  رابطهگاه آن =

൫1, 𝑥ଵ
∗, 𝑥ଶ

∗, 𝑥ଵ
∗ଶ, 𝑥ଵ

∗𝑥ଶ
∗, 𝑥ଶ

∗ଶ, … ൯ .که حل مساله اين بهباتوجه است
را ريلکس  قيد ستيبايمسازƽ فوق با قيد ذکرشده ممکن نيست. بهينه

به ويژگي اول ماتريس ممان، مساله جديد باتوجه منظور،نمود. بدين
 زير خواهدشد:صورت به ƽسازنهيبه

)٢٠(   min
௬

 𝑝ఈ

ఈ

𝑦ఈ     s. t.     𝑴௧(𝑦) ≽ 0 

که  بردراهشود به اين مساله حل مي 𝑡براƽ مقادير مختلف  کهييازآنجا
ƽتوسط آقاLasserre   استشدهمعرفيLasserre Hierarchy   .اين گويند

) است که شامل تابع هدف SDP( نيمعمهينيک مساله استاندارد مثبت 
. باشديمماتريس  بودننيمعمهينمثبتشرط صورت بهخطي و يک قيد 

، مساله جديد 𝐾تعريف مجموعه  بهباتوجهدر حالت مقيد،  چنينهم
  :]۱۳[ زير خواهدبودصورت به

)٢١(   min
௬

 𝑝ఈ

ఈ

𝑦ఈ      s. t.    ൞

 𝑴௧(𝑦) ≽ 0           

𝑴௧ିௗ
(𝑔𝑦) ≽ 0

𝑴௧ିௗ
(ℎ𝑦) = 0

 

در حالت کلي محدب نيست، به يک که  ƽاچندجملهترتيب مساله بدين
ابزار  MATLABاين مساله با نرم افزار  .استشدهمساله محدب ريلکس 

CVX  چنينهمو GloptiPoly ]۱۴ گردديم] حل.  

هادي: -٤ ــن با  الگوريتم الگوريتم پيش يپ  تا هاپلو تخمين 
به روش  ياچندجملهسازي سازي بهينهاستفاده از ريلكس

Lasserre  
نظر را در) ۱۴در رابطه ( 𝒙شده برحسب متغير سازƽ مطرحمساله بهينه

|Ω|بگيريد. در اين مساله تعداد  + 𝑚 + 𝑛  وجود دارد. منظور ƽقيد تساو
.|از  به مقدمات باتوجهترتيب تعداد اعضاƽ يک مجموعه است. بدين |

 صورتبهشده در حالت دقيق مساله ريلکسشده در بخش قبل، مطرح
  بود:زير خواهد

)٢٢(   Find 𝑦     s. t.  ቊ
𝑴௧(𝑦) ≽ 0                                                      

𝑴௧ିௗ
(ℎ𝑦) = 0 𝑖 = 1, … , |Ω| + 𝑚 + 𝑛  

  زير خواهدبود: صورتبهالت نويزƽ در ح چنينهم 

)٢٣(   min
௬

 𝑝ఈ

ఈ

𝑦ఈ    s. t.  ቊ
𝑴௧(𝑦) ≽ 0                                          

𝑴௧ିௗ
(ℎ𝑦) = 0 𝑖 = 1, … , 𝑚 + 𝑛 

  :اƽ زير استمتناظر با ضرايب چندجمله 𝑝ఈدرآن که

)٢٤(   𝑝(𝑥) =  𝑝ఈ

ఈ

𝑥ఈ =  𝑥
ଶ − 2𝑥𝑅

(,)∈ஐ

 

𝑅ثابت  ترمحذفعبارت فوق با 
ଶ  از∑ ൫𝑥𝑥ା − 𝑹൯

ଶ
(,)∈ஐ  به دست

شده الگوريتم معرفي بخش اصليسازƽ بدين ترتيب اين بهينه است.آمده
  .استشدهآورده  ۳در اين مقاله است که در شکل 

Algorithm 1: Haplotype estimation using Lasserre hierarchy 
relaxations (HapLas). 

Input: 𝑛 aligned reads  
Output: Haplotype  𝒉  

**Read Matrix Preparation**  
Convert the sequences of nucleotides (reads) to the 
sequences of numbers  

1 

Add zeros to each read to construct 𝒓 with the length of 
𝑚 

2 

Construct the read matrix 𝑹 (𝑛 × 𝑚) 3 
Construct the constraints from 𝑹 4 

** Optimization part **  
Solve the following optimization 

min
௬

 𝑝ఈ

ఈ

𝑦ఈ    s. t.  ቊ
𝑴௧(𝑦) ≽ 0                                          

𝑴௧ିௗ
(ℎ𝑦) = 0 𝑖 = 1, … , 𝑚 + 𝑛 

5 

Extract the 𝑥s from moment sequence by 

𝑦∗ =  (1, 𝑥ଵ
∗, 𝑥ଶ

∗, . . . , 𝑥
∗ , 𝑥ଵ

∗𝑥ଶ
∗, … ) 

6 

**Haplotype finding**  
Find 𝒉 through 𝒉 = [𝑥ାଵ, . . . , 𝑥ାଵ] 7 
Convert the entries of 𝒉 and 𝒉 to the nucleotides. 8 

 HapLasالگوريتم پيشنهادي  :٣ شكل
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  سازيشبيه -٥

خطا جذر ميانگين مربع معيار  ازکرد روش پيشنهادƽ براƽ بررسي عمل
)RMSE( استشدهزير تعريف  صورتبهکه  گردديم استفاده:  
  

)٢٥(   𝑅𝑀𝑆𝐸ଶ =
1

𝑚𝐾
  ቀℎ

()
− ℎቁ

𝟐


ୀଵ



ୀଵ

 

 چنينهم. استشدهدرنظر گرفته  ۱۰تعداد تکرار است که  Kکه در آن 
ℎ

() زدههاپلوتايپ تخمينƽگاه شده در جا𝑖 ام و تکرار𝑘باشد.ام مي 
نيز  ،استشدهتعريف  زيرکه در  )rrاين از معيار نرخ بازسازƽ (برعلاوه

  :]۱۵[ شودمياستفاده 
 

)٢٦(   𝑟𝑟 =
1 − ℎ𝑑൫𝒉, 𝒉൯

𝑚
 

)٢٧(   
 

ℎ𝑑൫𝒉, 𝒉൯ =
1

𝐾
 𝑑 ቀℎ

()
, ℎቁ



ୀଵ

 

.)𝑑فاصله  که در آن , .   :گردديمزير تعريف صورت به (

)٢٨(   𝑑(𝑎, 𝑏) = ൜
0, 𝑎 = 𝑏
1, o. w.

 

جام ان تخمين بهترƽآن است که باشد، حاکي از  تربزرگهرچه اين معيار 
 عنوان معيارƽ براƽبهزمان اجراƽ الگوريتم  چنينهم. استشده
رار نيز مورد توجه ق هاتميالگورمقايسه راƽ دگي محاسباتي نيز بيپيچ

در  معروف الگوريتم دو در اين مقاله، الگوريتم پيشنهادƽ با .استگرفته
  . استشدهمقايسه  RefHap و SDhaP هاƽاين حوزه با نام

هاƽ آن دريافت شد و ]، داده۱۵طي درخواستي از نويسنده مقاله [
ابتدا يک در . استشدهمختلفي انجام  هاƽسازƽشبيهبا استفاده از آن 

پوشش خوانش، با  ۵داشتن با درنظر ۵براƽ هاپلوتايپي به طول آزمايش 
در  .استشدهته نظرگرفدر (تعداد درايه معلوم در هر ستون)  ۳ برابر با
و  (RMSE)ترتيب نمودار جذر ميانگين مربع خطا به ۵و  ƽ ۴هاشکل

) ƽنمودار نرخ بازسازrrشده رحسب درصد نرخ خطا در آزمايش ذکر) ب
هيستوگرام صورت بهنتايج همه تکرارهاƽ آزمايش اول،  .استشدهرسم 

رسم  ۸و  ۷، ۶هاƽ ترتيب در شکلو بدون خطا به ۵ ،۱۰براƽ نرخ خطا 
  .استشده

  

   .در آزمايش اول برحسب درصد نرخ خطا RMSEنمودار  :٤شكل 
  
  

  
در ) برحسب درصد نرخ خطا rrنمودار درصد نرخ بازسازي ( :٥شكل 

  .آزمايش اول
  

  

  درصد١٠هيستوگرام نرخ بازسازي براي نرخ خطا  :٦شكل 

 

 
  .درصد٥براي نرخ خطا هيستوگرام نرخ بازسازي  :٧شكل 
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  .خطاهيستوگرام نرخ بازسازي براي حالت بدون  :٨شكل 

طور . هماناستشدهارائه  ۱متوسط زمان اجراƽ الگوريتم در جدول 
ميزان  ƽ دادهبا افزايش خطا شودمشاهده مي هاƽ فوقکه در شکل

يابد. کاهش مي rrافزايش يافته و ميزان بازسازRMSE   ƽخطاƽ تخمين 
 RefHapو  SDhaPاز دو الگوريتم ديگر  HapLasالگوريتم  ،چنينهم

تر ارائه در ازاƽ زمان بيش rr چنينهمو  MSEتخمين بهترƽ از نظر 
به نمودارهاƽ هيستوگرام، نتايج آزمايش براƽ ، باتوجهبرآنعلاوه دهد.مي

HapLas .دارد و در نقطه بيشينه متمرکز است ƽکته ن پراکندگي کمتر
توجه در نتايج اين است که در حالت بدون نويز انتظار اين است که  قابل

که روش حاليدر ،راحتي بتواند هاپلوتايپ را تخمين بزندالگوريتم به
RefHap  وSDhaP دچار خطا مي ƽشوند.در موارد معدود  

  
 هايزمان اجراي الگوريتم پيشنهادي در مقايسه با الگوريتم :١جدول 

  براي آزمايش اولحسب ثانيه گر بردي
  RefHap  SDhaP HapLas  الگوريتم

زمان اجرا 
  (ثانيه)

۱/۰  ۰۱/۰  ۷/۰  

  
ƽهدف تخمين هاپلوتايپي به  که انجام پذيرفت، در آزمايش ديگر

ثابت ده درصد صورت بهنرخ خطا خوانش با  ۷است که  ۱۰طول 
برحسب ميزان پوشش و  RMSEميزان  ۹دردسترس است. در شکل 

   .استشدهبرحسب ميزان پوشش رسم  rrميزان  ،۱۰در شکل  چنينهم
با افزايش ود رطورکه انتظار ميهمان ۱۰و  ۹هاƽ به شکلباتوجه

يافته و ميزان کاهش RMSEميزان خطاƽ تخمين  ،مقدار پوشش
 ƽبازسازrr ميزان خطا  چنينهميابد. افزايش مي ƽروش پيشنهاد ƽبرا

 چنينهم. آيدميترين به دست بيشترين و ميزان نرخ بازسازƽ کم
نسبت به شده متوسط زمان اجراƽ الگوريتم ارائه، ۲جدول  بهباتوجه

آن در حال حاضر سرعت  افزايشکه  تر استهاƽ موجود بيشالگوريتم
  .دست تحقيق استدر

  
  

 هاي: زمان اجراي الگوريتم پيشنهادي در مقايسه با الگوريتم٢جدول 
  براي آزمايش دومديگر برحسب ثانيه 

  RefHap  SDhaP HapLas  الگوريتم

زمان اجرا 
  (ثانيه)

۲/۰  ۰۲/۰  ۱۵۷  

  

  
  .در آزمايش دومبرحسب ميزان پوشش  RMSEنمودار  :٩شكل 

  

  
برحسب ميزان پوشش در آزمايش ) rrدرصد نرخ بازسازي ( :١٠ شكل

  دوم

   يريگجهينت -٦

ازƽ سدر اين مقاله، الگوريتم تخمين هاپلوتايپ با استفاده از ريلکس
منظور از خاصيت معرفي شد. بدين (HapLas)اƽ سازƽ چندجملهبهينه
سازƽ يک مساله بودن ماتريس ممان براƽ ريلکسمعيننيمهمثبت
مشخص نمود که  سازƽحل استفاده شد. نتايج شبيهسازƽ غيرقابلبهينه

 ۵به افزايش نرخ بازسازƽ هاپلوتايپ در حدود روش پيشنهادƽ منجر
ترتيب با افزايش دقت تخمين هاپلوتايپ، بهبود شود. بديندرصد مي

ƽژنتيکي موردانتظار است. درکيفيت در درمان بيمار ƽاين بهبها ƽود ازا
راƽ روش پيشنهادƽ دا کهييازآنجامحاسبات بيشترƽ موردنياز است. 

دقت مناسب اما داراƽ محاسبات بيشترƽ است، يکي از پيشنهادات به
حفظ نسبي با کاهش محاسبات الگوريتم همراه  ،منظور ادامه پژوهش

  باشد. دقت مدنظر مي
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     وستيپ

  مفهوم اندازه

از  ƽارمجموعهيز: به هر شوديممقابل تعريف صورت به 𝜇اندازه با نماد 
که دو شرط  ƽاگونهبهيک عدد نامنفي نسبت دهد  𝑇يک مجموعه مانند 

  :]۱۷[ زير برقرار باشد
I. ريپذجمعƽ ٢٠شمارا ƽهارمجموعهيز: براƽ  کهمجزا 𝐸 ∩ 𝐸 = ∅ 

ƽبرا 𝑖 ≠ 𝑗  ،رابطهاستƽ :زير برقرار باشد 

 

)٢٩(   𝜇 ൭ራ 𝐸

ஶ

ୀଵ

൱ =  𝜇(𝐸)

ஶ

ୀଵ

 

 
II. ٢١پايا نسبت به انتقال ƽمجموعه: براƽ 𝐸  نقطه و𝑦 ،رابطهƽ 

𝜇(𝐸 + 𝑦) = 𝜇(𝐸) ƽکه:برقرار باشد، به طور 

)٣٠(   𝐸 + 𝑦 = {𝑥 + 𝑦| 𝑥 ∈ 𝐸} 
ƽ 𝐸مجموعهديگر بيانبه + 𝑦 کردن هرنقطه مانند از جانشين𝑥  از

𝑥به  ƽ 𝐸مجموعه + 𝑦 است. دست آمده به  
𝜇با نماد  ƽ 𝑥نقطهدر  ٢٢يک اندازه معروف، اندازه ديراک = 𝛿௫  است

𝜇({𝑥})يک است ( 𝑥: اندازه آن در شوديممقابل تعريف صورت به = 1 
  ) و در ساير نقاط صفر است. به بيان رياضي:

)٣١(   𝛿௫(𝐸) = ቄ
1, 𝑥 ∈ 𝐸
0, 𝑜. 𝑤.

 
. انتگرال تابع گردديمدر ادامه انتگرال يک تابع نسبت به اندازه تعريف 

𝑓  نسبت به اندازه𝜇  ƽمجموعهروƽ 𝐸  با نماد∫ 𝑓𝑑𝜇
ா

يمنمايش داده  
افراز  𝐸هايي مانند به زيرمجموعه 𝐸منظور در ابتدا، مجموعه . بدينشود

چندين  بهکردن اعضاƽ يک مجموعه . منظور از افراز، تقسيمشوديم
  داراƽ دو خاصيت زير باشند: کهƽاگونهبهمجموعه زير

)٣٢(   ራ 𝐸



ୀଵ

= 𝐸 

)٣٣(   𝐸 ∩ 𝐸 = ∅ ∀𝑖 ≠ 𝑗 = 1, … , 𝐾 

در آن زيرمجموعه داراƽ مقدار  𝑓باشد که تابع  ƽاگونهبهاين افراز بايد 
𝐸ثابت باشد که به بيان رياضي  = {𝑥 | 𝑓(𝑥) = 𝑐}  .حال برقرار باشد

  :]۱۷[ شودزير تعريف مي صورتبهانتگرال 

)٣٤(   න 𝑓𝑑𝜇

ா

=  𝑐𝜇(𝐸)



ୀଵ

 

که اندازه کل فضا هنگامياندازه هرکدام از افرازهاست.  𝜇(𝐸)که در آن 
ƽ رو، اگر اندازه برگريدانيببهيک باشد، به آن اندازه احتمال گويند. 

𝜇(𝑇)که تعريف شود، هنگامي ƽ 𝑇مجموعه = باشد، اندازه احتمال  1
نام دارد. شايان ذکر است که اين تعريف در حالت خاص است و در اين 

  مقاله نيازƽ به جزئيات تعريف در حالت کلي نيست.

 معرفي ماتريس ممان

𝒙بعد𝑛  ƽچندمتغيره، برروƽ متغيرهاƽ  ƽاچندجمله ƽحلقه =

(𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥) با نماد ،ℝ[𝒙] شود. هر عضو اين حلقه نمايش داده مي
𝑝(𝑥) صورتبهاست که  ƽاچندجملهيک  𝑝مانند  = ∑ 𝑝ఈ𝒙ఈ

ఈ  نمايش
ℕ چنينهم. شوديمداده 



𝛼بعدƽ مانند 𝑛 ها𝑎ƽتمام  ƽمجموعه  =

(𝛼ଵ, . . , 𝛼) اعداد صحيح نامنفي است که مقادير هر بعد، از مجموعه ƽ
)ℕاست. حال ) آمدهℕ

௧



  ƽبراt ∈ ℕ مجموعهƽ  تمام𝑛 بعدƽاز  ييها
ƽ ℕمجموعه



باشد. به  tهستند که جمع مقادير بعدها، کمتر از عدد  
  :]۱۳[ نوشت توانيمبيان رياضي 

)٣٥(   ℕ
௧



= ൝𝛼 ∈ ℕ


| |𝛼| =  𝑎

୬

୧ୀ

≤ t ൡ 

𝕋௧ صورتبه tکمتر از  ƽدرجهبا  ƽهاƽاجملهتکتمام  ƽمجموعه
 =

൜𝒙ఈ| 𝛼 ∈ ℕ
௧



 ൠ درجه، چنينهمبود. خواهدƽ اچندجملهƽ 𝑝 صورتبه 

deg(𝑝) = max ൜𝑡| 𝑝ఈ ≠ 0   for some 𝛼 ∈ ℕ
௧



ൠ گردد. تعريف مي
𝑑نماد  چنينهم ≜ ⌈deg(𝑝)   گردد. تعريف مي ⌈2/

,𝑖)براƽ حالت دوبعدƽ ممان  𝑗) ƽاندازهام براƽ  احتمال𝜇  با نماد
𝑦, صورتبه 𝑦, = ∫ 𝑥ଵ

 𝑥ଶ

𝑑𝜇  از ابهام گردديمتعريف ƽجلوگير ƽبرا .

𝑑𝜇 صورتبه توانيم = 𝜇(𝑑𝒙) = 𝜇(𝑑(𝑥ଵ, 𝑥ଶ))  هم نوشت. در حالت
  شود:زير تعريف ميصورت بهکلي ممان 

)٣٦(   𝑦ఈ = න 𝑥ఈ𝑑𝜇 = න 𝑥ଵ
ఈభ 𝑥ଶ

ఈమ … 𝑥
ఈ𝑑𝜇 

ممان  ƽرشتهرشته نوشته شود،  صورتبههاƽ مختلف 𝛼را برا𝑦ఈ  ƽاگر 
. براƽ شوديمنمايش داده  ఈ∈ே(𝑦ఈ) صورتبهو  شوديمحاصل 

ƽ𝑔اچندجمله ∈ ℝ[𝒙]   رشتهوƽ 𝑦 ∈ ℝ
ℕ



شيفت انتقالي با  ƽرشته، 
  :]۱۳[ گردديمزير تعريف  صورتبه 𝑔𝑦نماد 

)٣٧(   
𝑔𝑦 ≜ 𝑴(𝑦)𝑔 ∈ ℝ

ℕ


 
)٣٨(   (𝑔𝑦)ఈ =  𝑔ఉ𝑦ఈାఉ

ఉ

 

 ƽرشتهبراƽ  ممان𝑦 = (𝑦ఈ)
ఈ∈ℕ

 ∈ ℝ
ℕ



، ماتريس ممان با نماد 

𝑴(𝑦)  اين ماتريس با شوديمنمايش داده .ℕ


هيدراو  شوديممقياس  
ƽ (𝛼, 𝛽 )  ماتريس برابر با𝑦ఈାఉ مشابه ميصورت به. باشديم ƽتوان برا

𝑦 شدهتکهممان  ƽرشته = (𝑦ఈ)
ఈ∈ℕ

మ

 ∈ ℝ
ℕ

మ



، ماتريس ممان 

تعريف نمود. در حالت دوبعد𝑴௧(𝑦)  ƽ، با نماد ƽ 𝑡درجهاز  شدهتکه
൛𝑴,(𝑦) ൟஸஸ௧بلوکي از  صورتبه 𝑴௧(𝑦)ماتريس ممان 

ஸஸ௧

است،  

  يک ماتريس متقارن مانند زير است: صورتبههر بلوک  کهƽطوربه
  

𝑴,(𝑦) = 

𝑦ା,

𝑦ାିଵ,ଵ

… 
𝑦,

  

𝑦ାିଵ,ଵ

𝑦ାିଶ,ଶ

…
𝑦ାିଵ,ଵ

  

…
…

…
  

𝑦,

𝑦ିଵ,ାଵ

…
𝑦,ା

 

𝑛عنوان مثال، در حالت دوبعدƽ (به = 𝑡)) و از درجه يک 2 = 1) 
  زير است:  صورتبهماتريس  𝑴ଵ(𝑦)ماتريس 
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از   ييهابلوکدر حالت سه بعدƽ، ماتريس با استفاده از 

൛𝑴,,(𝑦) ൟ
ஸ,,ஸ௧

گردد. شايان ذکر است که طور مشابه تعريف ميبه 
 ƽرشتهماتريس ممان براƽ  شيفت انتقالي𝑞𝑦  مشابه تعريف  صورتبهنيز

  .]۱۸[ گردد. در ادامه دو ويژگي مهم ماتريس ممان مطرح ميشوديم

𝑦 رشتهبراƽ  ويژگي اول ماتريس ممان: ∈ ℝ
ℕ

మ



شده با تعريف  
𝑀௧(𝑦)است ( نيمعمهينمثبت  𝑀௧(𝑦)، ماتريس ƽ𝜇 اندازه ≽ 0 .(  

𝑦 رشتهبراƽ  ويژگي دوم ماتريس ممان: ∈ ℝ
ℕ

మ



شده با تعريف 
ƽ {𝒙مجموعهبر  ƽ𝜇 اندازه ∈ ℝ| 𝑔(𝒙) ≥ 𝑡با فرض  {0 ≥ 𝑑گاه ، آن

𝑴௧ିௗماتريس 
(𝑔𝑦)  مثبت نيمه معين است𝑴௧ିௗ

(𝑔𝑦) ≽ 0 .
ℎ(𝒙)که هنگامي چنينهم =  ،فوق ƽرابطه بهباتوجهباشد،  0

𝑴௧ିௗ
(ℎ𝑦) =   خواهدبود. 0
𝒙}مجموعه بر  ƽ 𝜇اندازهکه ترتيب، هنگاميبدين ∈ ℝ| 𝑔ଵ(𝒙) ≥

0 , … , 𝑔(𝒙) ≥ يک  𝑦که باشد، شرط لازم براƽ اينتعريف شده {0
  ممان باشد، به شرح زير است: ƽرشته

)٣٩(   𝑴௧(𝑦) ≽ 0 

)٤٠(   𝑴௧ିௗ
(𝑔𝑦) ≽ 0     for  𝑖 = 1, … , 𝐿 
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                                                               هاسيرنويز

1 Nucleic acid 
2 Homologous 
3 Adenine 
4 Cytosine 
5 Guanine 
6 Thymine 
7 Frederick Sanger 
8 Next Generation Sequencing (NGS) 
9 Read 
10 Assembly 
11 De novo sequence assembly 

 
 

12 Paired-end 
13 Single Nucleotide Polymorphism (SNP) 
14 Homozygote 
15 Heterozygote 
16 Genotype 
17 Measure 
18 Feasible set 
19 Moment space 
20 Countably additivity 
21 Translation invariant 
22 Dirac measure 

                                                


