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Abstract: In this paper, the leader-following group consensus of discrete-time fractional-order multi-agent systems with time-delay is 

studied. At First, two groups are considered. Then, the problem is extended to arbitrary number of groups. The agents are considered 

as discrete-time fractional order integrators with input time delay. The interaction between agents is described with a directed 

communication graph with fixed topology. The group consensus problem for the considered agents leads to asymptotic stability analysis 

of a discrete-time fractional order system with time-delay. Based on this idea, the necessary and sufficient condition to reach the leader-

following group consensus in terms of the controller gains of agents is extracted. Moreover, the optimal value of the controller gains 

is calculated to minimize a special performance index. Numerical simulations show the performance of the proposed method. 
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 مقدمه -1

ستم سی حرکت جمعی  ا الهام ازی چندعاملی و کنترل جمعی، بهاایده 
 .[1]استدهشحمطر و ... ، هاماهی ،جمعی پرندگانحیوانات مانند حرکت 

ستم سی شبکهیهاکاربرد  سگری هاچندعاملی در  سایل ،[2]ح  نقلیه و
بات و [3]خودکار عث ترغیب محقق ،[4]ی متحرکهار یه ین با برای ارا

ستمهاروش سی ستشده ،ی چندعاملیهای جدیدی برای کنترل  . [1]ا
ند منظور دستتتتهب هااین روش مان هداف مختلف  به ا  ،[5] 7اجماعیابی 

ای هتاگر حال. نداشتتدهایجاد   [7] 9حرکت گروهی و [6]8ریپذیلشتتک
به یک مقدار مشتتخص و  چندعاملیا در یک ستتیستتتم هلتمامی عام
شترک  ستهرخ داد ،وییم اجماعگیمورت صنمیل کند، درایم . ممکن ا

چندعاملی، همگرایی استتتت هدف از تحقج اجماع در یک ستتتیستتتتم 
ضاهابه حالت های عاملهاحالت ، شودمیکه رهبر نامیده  ءی یکی از اع

. در اجماع گویندرهبر  بریمبتنماع اج را این اجماع ورت،صنباشد. در ای
شود که میای انتخاب هونگهب ،سیگنال کنترلی هرعامل ،رهبر بریمبتن

لت لتهاحا حا به  کان  حد ام تا  یک شتتتودی های آن    .[5]رهبر نزد
ملمنظوربدین عا ید توستتته رهبر و دیگر  با مل  عا ، اطلاعات ها، هر 

 . کنددریافت
متعددی در مورد اجماع بدون رهبر و اجماع  هایشپژوهتاکنون 

این . در استتتدهشتتمی چندعاملی انجاهایستتتمرهبر در ستت بریمبتن
نا، هاشپژوه ملدی عا یک  دو یر، گلنتگرااکتورت صتتتهببعضتتتا  هام

یک یر و گلانتگرا بیا  یک مرت نام لت کلی درنظ بالاهدی حا ته گردر  رف
ی چندعاملی با دینامیک هااجماع سیستم ،در کاربردهای عملی .نداشده
. استتتتهرفتگرمورد توجه قرا بیشتتتتر گیرانتگرالدو یا  گیرانتگرالتک

یک هارهبر در ستتتیستتتتم بریمبتناجماع  نام با دی عاملی   دوی چند
مان در گیرانتگرال با ز تاخیر متغیر  بت و  ثا تاخیر  با   [9 ,8]همراه 

ی هارهبر برای ستتیستتتم بریمبتناجماع  ،[10]در .استتتشتتدهبررستتی
نامیک  با دی با درنظرگرفتن اغتشتتتاشگیر انتگرالتکچندعاملی  و  و 

. اجماع استتتت.شتتتدهبررستتتیبا یکدیگر  هاعاملتاخیرهای ارتباطی 
عاهاستتتیستتتتم ند یک دوی چ نام با دی در حوزه و گیرانتگرالملی 

ستشدهبررسی [11]ثابت در ارتباطی شبکهبا  گسستهزمان  ،[12]. درا
ستم ،برره بریمبتن محدودزمانشرایه اجماع  سی چندعاملی یهابرای 

. استتتتدهشتتتی( غیرخطی بررستتتگیرانتگرالدو )دوهبا دینامیک مرتب
 بریی چندعاملی مبتنهاستتتیستتتتمبرای  محدودزماناجماع  ،همچنین

نداز گیرانتگرالرهبر با دینامیک دو   هایری ستتترعت عاملگهو بدون ا
سی [13]در ست.شدهبرر ستم ،[14]در .ا سی ی چندعاملی، با هااجماع 

ت برای ستترعیی هاظرگرفتن محدودیتنرو با د گیرانتگرال دینامیک دو
سی هاعامل ست.شدهبرر س ،همچنین. ا سی ی چندعاملی با هاتماجماع 

-15]و با درنظرگرفتن اغتشتتاشتتات خارجی در گیرانتگرال دینامیک دو

 .است.شدهبررسی [17

سیاری ازرفتار در توصیف  از ، 10انتشار از قبیل فیزیکی یهاپدیده ب
بههای عملگر فاد کستتتریمرت گرهای عمل .[18]استتتت دهشتتت هاستتتت
سریمرتبه صیف  ،ک شتری برای تو ستمدرجه آزادی بی سی  رفتار یک 

جاد  ندمیای جا .کن بالاتر ای جه آزادی  در طراحی  ،دهشتتتتداز این در
برای افزایش کارآیی سیستم نیز استفاده  کسریمرتبهی هاکنندهکنترل
ستشده سا. [19,20] ا ستم، اجماع ای اخیرهلدر   چندعاملیی هاسی
سریمرتبه ستهرفتگر، مورد توجه محققان قراک ستفاده از با  ،[21]در .ا ا

ستئمعیار پایداری نایکو اع ه لازم و کافی برای اجمایشر افته،یمتعمی ی
ستم سریمرتبهی هاسی ستخراج تاخیردار  ک ستشدها از همین ایده، . ا

با ورودی  کستتریمرتبه چندعاملی یاهستتیستتتمبرای بررستتی اجماع 
شتترایه  ،[23] در .[22]استتتدهشتتهنامتجانس و تاخیر ارتباطی، استتتفاد

 نامعین برحسب کسریمرتبهچندعاملی  یهاکافی برای اجماع سیستم
بر  بریمبتناجماع  ،[24]. دراستتتدهشتتهارای خطیماتریستتی نامعادلات 

 ،ابتث شبکه ارتباطیبا  کسریمرتبهچندعاملی  یهارهبر برای سیستم
ستهشتدیبررست ا ب کستریمرتبهچندعاملی  یها. اجماع در ستیستتما
ستهمورد مطالعه قرار گرفت ،[25]تاخیرهای ارتباطی در رفتن گردرنظ . ا

با در نظر  کستتریمرتبهی چندعاملی اهستتیستتتممقاوم  اجماعمستتاله 
ثابت  دارجهتارتباطی  شتتتبکهگرفتن اغتشتتتاشتتتات خارجی با فرض 

ای همستتیستتت اجماع، [27]در. استتتهرفتگرقرابررستتی مورد  ،[26]در
س با حالت مرجع،  کسریمرتبهچندعاملی  ستدهشیبرر  ساختاریک . ا

چندعاملی  یهااجماع سیستمرویتگر، برای  بریمبتنده شعتوزی کنترلی
شتترایه  ،[29]. در[28]استتتشتتدهارایه  ،ی خطیهابا مدل کستتریمرتبه

ماع برای ستتتیستتتتم هت تحقج اج کافی ج عاملی یهالازم و ند  چ
اجماع در  .اندهاستتتتخراج شتتتد،  گیرانتگرالدوبا عوامل  کستتتریمرتبه

ستم سریمرتبهچندعاملی  یهاسی خطی و غیرخطی همراه  عواملبا  ک
 ،[31]. دراستتتدهشتتیبررستت [30]در ستتیگنال ورودی در زمانیبا تاخیر

معرفی  کسریمرتبهای هچندمرتب یهامفهوم ناحیه اجماع برای سیستم
ناحیه  ردنکصمشتتخای جهت هکنترلی چندمرحل ستتاختارو یک شتتده 

ستشدهمعرفی مذکور،  ستم رای. با سی  چندعاملیی هابهبود مقاومت 
تاخیر  بریمبتن کسریمرتبهمشتج  برابر تاخیر ارتباطی،در  کسریمرتبه
 بریمبتن، مساله اجماع نمایی [33]در  .استدهشیمعرف ،[32]در هاحالت
ستمرهبر  سریمرتبهی چندعاملی غیرخطی اهسی با در نظر گرفتن  ک

باطی تاخیر ارت مل و همچنین  عا عه  ،تاخیر درونی برای هر  طال مورد م
 . استهرفتگرقرا

ا به یک هلهمگرایی تمام عام ،ای چندعاملیهماجماع ستتیستتتدر 
متمرکز بر  ،باشتتتد. ولی، برخی تحقیقاتمیدر نظر  ،حالت مشتتتترک

که این هگونباشتتتد. بدین میای چندعاملی هماجماع گروهی ستتتیستتتت
ا به چند دستتته یا گروه تقستتیم شتتده و هدف آن استتت که همستتیستتت

متفاوتی همگرا شتتوند. در واقع، اجماع،  هایی متفاوت، به حالتهاگروه
برابر یک اهگروهباشتتتد وقتی تعداد میحالت خاصتتتی از اجماع گروهی 

که این اجماع در هر گروه انجام شده و بین  استذکرهلازم ب فرض شود.
اجماع گروهی در اظهار عقاید  شتتتود.نمیهیچ اجماعی انجام  اهگروه

سی مثل اهگروه سیا میواه، نمایان خیی دموکرات و جمهوراهگروهی 
سیاری از تحقیقات در این زمینه، تعداد   اهگروهشود. از این جهت در ب

لخواه نیز د اههچند، بعضتتتا تعداد گرو هر .استتتتدهشتتتراختیا 2برابر 
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 شبکهای چندعاملی با هماجماع گروهی سیست، [34]در  .استهشدضفر
 مساله اجماع گروهی . استدهشیتاخیر ارتباطی، بررس متغیر وارتباطی 

عات اهستتتیستتتتم بادل اطلا با ت عاملی  ند هتی چ ، [35]در  دارج
ستدهشهمطالع ستمشرایه لازم و کافی برای اجماع گروهی  .ا ی اهسی

ی اهستتیستتتماجماع گروهی . استتتدهشتتج، استتتخرا[36]در  چندعاملی
با در نهچندعاملی مرتب ی ورودی غیرخطی هاترگرفتن محدودیظاول 

، اجمتتاع گروهی [38]در. استتتتتهرفتتتگر، مورد مطتتالعتته قرا[37]در 
رفتن تاخیر ارتباطی گرنظربا د پیوستتتهزمانی چندعاملی اهستتیستتتم

ی چندعاملی اهستتیستتتم. مستتاله اجماع گروهی استتتدهشتتیبررستت
ستهزمان ، مورد [39]در  ،ثابت دارجهت شبکه ارتباطیدوم با همرتب پیو

ی چندعاملی اهسیستم، اجماع گروهی [40]در  . استهرفتگربررسی قرا
و تاخیرهای متغیر با  متغیر شتتبکه ارتباطیبا  گستتستتتهزماندوم همرتب

س ستدهشیزمان، برر ساله اجماع گروهی . ا ستمم ی چندعاملی اهسی
. استتتدهشتتح، مطر[41]در  متغیرثابت یا  شتتبکه ارتباطینامتناجس با 

رفتن گرنظربا د کستتریمرتبهی چندعاملی اهستتیستتتماجماع گروهی 
  .استهرفتگر، مورد بررسی قرا[42]ا در هلطعیت در دینامیک عامقمعد

ستمده در مورد اجماع شمتمامی تحقیقات انجا چندعاملی  یاهسی
سریمرتبه صمن ،ک ستمبرح سی ستهزمانی هاه  ستهبود ،پیو اما در  .ا

ستهزمان کنندهکنترلسازی یک هعمل، پیاد س ز ا ترتبه مراتب راح گ
در این پژوهش،  ،باشتتد. لذامیمشتتابه آن  پیوستتتهزمان کنندهکنترل

 کسریمرتبهچندعاملی  یهابرای سیستم رهبر بریمبتناجماع گروهی 
ستهزمان س سی قرا با تاخیر زمانی در ورودی، گ ستهرفتگرمورد برر  .ا

مل عا نامیک  به هایگیرانتگرالورت صتتتبه ،و رهبر هادی  کستتتریمرت
ستمیا  گسستهزمان شبه مرتباهسی اخیرزمانی تبا گسستهزماناول هی 

ا یک با یکدیگر ب هااملنحوه ارتباط ع شتتتده وهرفتگردرنظ ،در ورودی
صی ،ثابت دارجهت شبکه ارتباطی ستدهشفتو در ابتدا، با توجه به  . ا

برای تحلیل پایداری یک ستتتیستتتتم  [44 ,43]ده درشتتتهابزارهای ارای
کسری بدون تاخیر، شرط لازم و کافی برای پایداری همرتب گسستهزمان

ستممجانبی  سری مرتبهی اهسی ستهزمانک س با تاخیر زمانی دلخواه  گ
ستخرااهتحالدر  شرط هدشج، ا ساس  سپس بر ا ست.  صلها ساله حا ، م

ا ب گسستهزمان کسریمرتبه چندعاملیی اهسیستمبرای  گروهی اجماع
تگرمورد بررستتتی قرا ،تاخیر مل استتتتت.هرف  های گیرانتگرال، هاعا
یک  با فرضاند. ستتپس هبا تاخیر در ورودی، فرض شتتد یکستترمرتبه

دو گروه، شتترایه لازم و کافی برای  شتتبکه ارتباطی دوطرفه متشتتکل از
ای هلدستتتیابی به اجماع گروهی برای یک ستتیستتتم چندعاملی با عام

ستخراهاعاملهای کنترلی ، بر حسب بهرهمذکور ست. هدشج، ا درواقع، ا
ب ستتحربرای دستتتیابی به اجماع گروهی بحداکثر مقدار بهره کنترلی 

برداری و میزان هکستتری، مشتتخصتتات شتتبکه ارتباطی، پریود نمونهمرتب
استتت. همچنین، مقدار بهره کنترلی بهینه هدشتتهتاخیر زمانی، محاستتب

نهبرای  ماع  دارنجمع وز کردنکمی طای اج ملانرژی خ و انرژی  هاعا
سب هاعاملسیگنال کنترلی  ست.هدشه، محا صله برای  ا سپس نتایج حا

چندین استتت. هافتیمیک شتتبکه ارتباطی با تعداد دلخواهی گروه، تعمی

 د.نادهشهمثال عددی برای بررسی صحت روش کنترلی پیشنهادی ارای

ستمضمن اینکه، کاربرد اجماع  سریمرتبهی چندعاملی اهسی زمان  ک
یک  عنوانبهای یک ستتاختمان، هقگستتستتته در تنظیم دمای هوای اتا

 .استدهشیمثال کاربردی، بررس
 د:ناشبیمرح زیر شهب ،ای مقاله حاضرهیبطور خلاصه، نوآور

ستمالف: در این مقاله، پایداری مجانبی  ان زم کسریمرتبهی اهسی
 .استهدشی، برای نخستین بار بررسهاگسسته با تاخیر دلخواه در حالت

ی چندعاملی اهسیستمب: شرط لازم و کافی برای  اجماع گروهی 
 . تاسدهشجزمان گسسته با تعداد دلخواهی گروه، استخرا کسریمرتبه

ای یک هقنوان یک مثال کاربردی، مستتتاله تنظیم دمای اتاعهبج: 
رهبر یک ستتیستتتم چندعاملی  بریمبتنستتاختمان به مستتاله اجماع 

  .استدهشلزمان گسسته تبدیل شده و این مساله، ح کسریمرتبه
صورت دنسازما شد که میهی مطالب این مقاله به این  در بخش با

ی و بررسی پایدار گسستهزمان کسریمرتبهی اهسیستمدوم به معرفی 
نحوه توصتتیف یک ستتیستتتم در بخش ستتوم،  .استتتدهشتتهآنها پرداخت

. استدهشح، تشریشبکه ارتباطیچندعاملی با استفاده از مفاهیم تئوری 
 کسریمرتبهچندعاملی  یاهسیستمرهبر برای  بریمبتناجماع گروهی 

. نتایج استتتهرفتگر، در بخش چهارم مورد بررستتی قراگستتستتتهزمان
در  .استدهشهای عددی در بخش پنجم ارایهلقالب مثادر  سازیشبیه

شم، یک کاربرد عملی برای اجماع  ش ستمرهبر  بریمبتنبخش  های سی
به  هفتمبخش  ،در نهایت. استتتدهشتتهارایگستتستتته کستتری زمانمرتبه
  .استهافتیص، اختصاآیندهتحقیقاتی گیری و بررسی کارهای هنتیج

 گسستهزمان کسریمرتبه هایسیستم -2

وجود دارد. منتهی با توجه به  کسریمرتبهتعاریف متنوعی برای مشتج 
 گستتستتتهزمان کستتریمرتبهی اهستتیستتتمه این مقاله بر روی کنای

که فرم گستتستتته  Grunwald-Letnikov، از تعریف استتتدهشتتزکرمتم
شتج  سریمرتبهم ستفادمی ک شد، ا ستدهشهبا مطابج این تعریف، . ا

fو هموار  پیوستتتتهزمانتابع  کستتتریمرتبهمشتتتتج  ( t  صتتتورتبه  (

a tD f ( t )  [18]شودبیان می ورت زیر،صهبشده و هاددشنمای: 

(1)    
0

0

( ) lim 1   

t a

h
j

a t
h

j

D f t h f t jh
j

 


 
 
 






 
   

 
 

طه بت دلخواه   (، 1) در راب عدد حقیقی مث با  باشتتتتد.مییک 

0aدرنظرگرفتن   وt kh،  شودمیرابطه تقریبی زیر، حاصل: 

(2)      t hD f t f kh   

 ه:کیبقسم

(3)       
0

 1   
k

j

h

j

f kh h f k j h
j

 






 
    

 
 

ستم اکنون سی ستهزمان، یک  سریمرتبه پیو ضای حال ک ت با فرم ف
 را در نظر بگیرید: فر،صرو شرایه اولیه غی زیر
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(4)      tD x t F x t  

(،3ی )در رابطه   Mx t R  حالتفضتتای بردار ،M MF R  ، ماتریس

که  باشدمرتبه مشتج کسری می  . همچنین،باشندمیفضای حالت 

0یبازه درمقدار آن  (، 3( و )2توجه به روابه )با شتتود. انتخاب می ,1

 : [18] استدهشلورت زیر حاصصه( ب4معادله ) گسستهزمانفرم 

(5)    1  T x k F x k   

برداری بوده و هپریود نمون ،Tکه 1T x k  قابل بیانورت زیر، صهب 

 :است

(6)      
1

0

1 1  1
k

j

T

j

x k T x k j
j

 






 
      

 
 

 شبکه ارتباطی نظریه  -3

ورتصتتتهها بوده که ب12و لبه ها11گرهای از همجموع شتتتبکه ارتباطی، 

 G S ,E,A   کتتهایونتتهگتتهبتت .شتتتتتودمتتینتتمتتایتتش داده

 1 n n 1 n mS s , ,s ,s , ,s   هتتا وی گرهمجموعتتهE  S  S  

ورتصتتهب  Eیاعضتتای مجموعه . دهندها را نمایش میی لبهمجموعه

 ij i je s ,s شان داده می سایه شوند ون سه  ،isهای هر گرههم تو

صورتبهای مجموعه  i j i jN s S: s ,s E    شخص می  شوند.م

باطی  13ماتریس همجواری که ارت عاد  Gشتتتب به اب ماتریستتتی   ،

   n m n m   صورتبهو  بودهijA a     در شود. مشخص می

شود مشخص می Aها با یکدیگر توسه ماتریسواقع میزان ارتباط گره

اگر  کهایگونهبه i js ,s E, i j  0برقرار باشتتد، آنگاه  ija  بوده و 

ija  0ورت صنغیرای در ناصر روی قطر اصلی ماتریسع. باشد.میA 

صفر فرض می  Gشبکه ارتباطی  14سینماتریس لاپلا  شوند.همگی 

ijLصتتتورتبه l     برای کهایگونهبهشتتتود تعریف میii ij

j i

l a


  و

i برای j صورتبهij ijl a   شود.تعریف می 

شکل Gشبکه ارتباطی اکنون فرض کنید که  بکه شراز دو زی، مت
باطی نهبه باشتتتتدمی  2Gو 1G ارت کهشتتتزیر کهایگو باطی  ب ارت

 1 1 1 1G S ,E ,A هایعامل متشتتتکل از مجموعه 1 1 nS s , ,s  و

ارتباطی  بکهشتتزیر 2 2 2 2G S ,E ,A  هایعاملمتشتتکل از مجموعه

 2 n 1 n mS s , ,s  1هایماتریس ،متعاقبا باشتتتد.میA2وA  میزان

را بیان  2Gو 1Gی ارتباطی هابکهشتتترزیها در هریک از ارتباط عامل

ه روابتتهکتتیکتتنتتنتتد و درصتتتتورتتتمتتی  1ij jia   a  , i , j G     و

  2ij jia   a  , i,j G     ش ی ارتباطی هابکهشرزید آنگاه نبرقرار با

1G2وG باشند.می 51دارجهت   

بر ه ین ر ن چ م طی در  61ه تبتتا بکتته ار  صتتتورتبتته  Gشتتت

 1 2js  ,  j J : ,   شخص می 1sکهایگونهبه شود.م   بکهشزیربرای 

2sو  1Gارتبتتاطی     2ارتبتتاطی  بکتتهشتتتزیربرایG  عنوان رهبر هبتت

تگردرنظ ملمیزان  د.نشتتتویمهرف عا باط رهبر و  توستتته ،1Gها درارت

متتاتتتریتتس 1 1 nD dia g d , ,d  2و درG ، تتتوستتتته متتاتتتریتس

 2 1n n mD dia g d , ,d  عاملاگر کهایگونهبه شود.تعیین میis 

jsدر ارتباط با   شد آنگاه 1idبا  0ورتصینارو درغیid  شدمی  .با

 شبکه ارتباطیها و رهبر در ط عاملتوان گفت میزان ارتبارکلی میطوهب

G توسه ماتریس 1 2D dia g D ,D شود.تعیین می    

صورت  ،دارجهت شبکه ارتباطیدر یک  مجزا بین هردوگرهه کیدر 
گویند. می، 17متصلرا اکیدا  شبکه ارتباطیآنگاه  ،باشد دارجهتمسیری 

صورتیکه،  سیری ب، حشبکه ارتباطیدر یک در هداقل یک گره دارای م
موردنظر دارای درخت  شتتبکه ارتباطیباشتتد، آنگاه های دیگر تمام گره

هر گره، مسیری  از اگر ،دارجهت شبکه ارتباطی کیدر باشد. می 18پوشا
 .گویند 19را قابل دسترس سرتاسری isباشد، آنگاه گره  is به گره

دار و تحت جهت صورتبهها در این مقاله ارتباط بین عامل: 1فرض 

 شود.میرفته گرظنرد اکیدا متصل، ثابت شبکه ارتباطی

می ، متعادل2Gو 1G ی ارتباطیهاشتتتبکهارتباط بین  :2فرض  

 باشد. یعنی:

(7) 1 2

1 1

0  ,       ;     0  ,  
n m n

ij ij

j n j

a i G a i G


  

     

ijaاین بدین معناستتت که  :1تذکر  , ( i, j ) I    توانند مقادیر می

تیتتار  خ فر، ا فی یتتا صتتت ن م ثبتتت یتتا  ننتتد بتتم میقهک ه کتتستتت

     1 2 1 2I i, j : i G , j G  i, j : j G ,i G       التتتبتتتتتتته .

1ija , ( i, j ) G     2وija , ( i, j ) G      لزامتتا، مقتتادیری بزرگتر یتتا ا

 باشند. میمساوی صفر 

مل :3فرض  عا با  مل  عا باط هر  های گروه دیگر همواره میزان ارت

 یعنی:باشد. کمتر از میزان ارتباط با رهبر خود می

(8) 
 

1 2

1 1

    ,       ;         ,  
n m n

ij i ij i

j n j

a d i G a d i G


  

     

ماتریس لاپلاستتین :4فرض  L دقیقا دارای دو ، شتتبکه ارتباطی

1ای جردنهبا بلوک مقدار ویژه  صتتتفر 1  مقادیر ویژه می بوده و تما
 باشند.مثبت می، دارای بخش حقیقی دیگر آن

که اگر شبکه ارتباطی  استدهشهنشان داد، [35]در مرجع  :2تذکر 

، صتتدق کند، آنگاه با فرض دو گروه، ماتریس لاپلاستتین 2و  1در فرض 
صفر با بلوکهای جردن  1آن، دارای حداقل دو مقدار ویژه  1 ،شدمی  با

سایر مقادیر ویژه آن، دارای بخش حقیقی مثبت   هکاما این. شندبامیو 
و مقدار ویژه صتتتفر با بلوکهای جردن ددارای دقیقا باید این ماتریس، 

1 1 ،باشدمی، ضروری 4. لذا ذکر فرض استشدهنتشد، اثبابا. 

فرض کنیتتد   :1تعریف  1 1I , ,n و 2 1I n , , n m   

1 بتتاشتتتتنتتد و 2I I I  کتته  1 1 2 10
îi

ˆI i i I , i I ,a I      و

 2 2 1 20
îi

ˆI i i I , i I ,a I      اگر گره باشتتتند.می .l  متعلج به

I عامل متناظر با این گره را یک و  20باشد، این گره را یک گره متقابل
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و عامل  12منفعلصتتتورت، این گره را یک گره ندرغیرایعامل متقابل  و
 .[39]گویندمتناظر با آن را یک عامل منفعل 

 شبکه ارتباطی در ،4و 3و2 و1 هایبا درنظرگرفتن فرض :1لم 

بل ، قاشبکه ارتباطی این متقابلی هارهگ، اگر تمامی Gدارجهت
د، رتباط باشنا رهبر خود درور مستقیم با طهبو رتاسری بوده سسسترد

Hآنگاه تمامی مقادیر ویژه ماتریس L D  ارای جزء د و بوده غیرصفر
 .[39]باشندمیحقیقی مثبت 

 لهابیان مس -4

های رهبر برای ستتتیستتتتم بریمبتندر این قستتتمت، اجماع گروهی 
 با تاخیر در ورودی، گستستتهزمان کستریمرتبهچندعاملی با دینامیک 

سی می هرتبمشبه ها دارای دینامیکتمامی عامل کهایگونهبهشود برر
بندا، ارد باشتتند.می با تاخیر، کستتریمرتبهبا مشتتتج  گیرانتگرالاول یا 

 سستهگزمان یکسرمرتبهی اهسیستمشرایه لازم و کافی برای پایداری 
ستخراا، هتدلخواه در حالریبا تاخ ستدهشجا سپس، با فرض تا عداد . 
سی و ح2برابر  هاگروه ساله اجماع گروهی برر سپس، شدواهدخل، م  .

مستتتتالتته برای یتتک شتتتبکتته ارتبتتاطی بتتا تعتتداد دلخواهی گروه، 
دینامیک رهبرها و  ،هاتحلیلافت. دقت شتتود که در کلیه یدواهخمتعمی
 شوند.یمهظرگرفتنرور یکسان دطهها بعامل

ا ب گسستهزمان یکسرمرتبهی هاستمیسبررسی پایداری  -4-1

  زمانیریتاخ
 با تاخیر که با معادله حالت زیر گسستهزمانی کسرمرتبهیک سیستم 

 است، را در نظر بگیرید:هدشفتوصی

(9)     01  T x k F x k k    

. با باشتتدمیو یک عدد صتتحیح مثبت  باشتتدمی، میزان تاخیر 0kکه 

0فرض 0k ( قاب5( به ستتیستتتم )9، ستتیستتتم ،)در . باشتتدمیبدیل تل
صی ستم تو صفر فرض 9معادله )ده با شفسی شرایه اولیه، مخالف   ،)

 .شودمی

0نگاشتتت :2لم  1 1(1 )
kw T z z    1، ناحیهz   (دایره  روی

 ند:کی، نگاشت مwرا به ناحیه زیر در صفحه  Zواحد( در صفحه 

(10) 
0,2 ( 1)    

2 2

w k w w
 

 
 

     
 

 

از  w. ضمنا، باشندمی wترتیب، فاز و اندازه ه، بwو  wکهقسمیهب

 :شودمیرابطه زیر، محاسبه 

 

(11) 

 

0

 
2 2=  sin  

2( 1)

w

w
T k








 
 

 
  

 
 

 

بات: 1zچون  اث   لذا باشتتتتدمی  ،jz e   کهقستتتمیبه 
arg( )z  0. باید در نظر داشتتت که باشتتدمی 2   باشتتدمی .
 :ودشمینتیجهاکنون، 

(12) 0( 1)
(1 )

k j jw T e e     

 :ودشمینتیجهسازی، ه( و با کمی ساد12با توجه به رابطه )

(13) 
 

2
sin

2
w

T


 

  
 

 

 :ودشمینتیجه، سازیسادهو کمی  (12اکنون با توجه به رابطه )
 

(14) 
0( 1 )

2 2

w k
 

     

ب جه  ,0]ه کیناهبا تو 2 ]  طه ) باشتتتدمی به راب جه  با تو (، 41و 
 :شدخواهدنامساوی زیر حاصل 

(15) 
02 ( 1)  

2 2

w k
 

     

 :ودشمینتیجه(، 14)( و 13وابه )توجه به ر اب

(16) 

 

0

2 2sin
2( 1)

w

w
T k








 
 

  
  

 
 

 

 .استهدشتثاب ،لم(، 16( و )15با توجه به روابه )بنابراین، 

1zناحیه داخل دایره واحد ) وان نشان داد کهتیم :3تذکر  در )

شتZصفحه 0، با نگا 1 1(1 )
kw T z z    صفحه ، به ناحیه زیر در 

w ( (01)ناحیه درون مرز)باشدمیبدیل تل، قاب: 

(17) 
0,2 ( 1)    

2 2

w k w w
 

 
 

     
 

 

 . شودمی(، محاسبه 11، مطابج رابطه ) w  کهقسمیبه

اگر  است(، پایدار مجانبی9ده با معادله )شفسیستم توصی :1ضیه ق

 : و تنها اگر شرایه زیر برقرار باشند

(18) 
0,2 ( 1)                 

2 2

F F

i i ik
 

   
 

     
 

 

Fکهقسمیبه

i  مقدار ویژهi ام ماتریسF بوده وF

i نیز آرگومان
F

i همچنینباشد. می،i  باشدمی تعیینلرابطه زیر، قاباز: 

(19) 

 

0

 
2 2=  sin          1, ,

2( 1)

F

i

i i M
T k









 
 

 
  

 
 

 

 :توان نوشتیم، [43]مده در آتسدهبا توجه به نتایج ب اثبات:

(20)   1{ 1 } (1 ) [ ( ) (0)]TZ x k T z z X z x        
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)بردار حالت اولیه و  x(0)که  )X z تبدیل ،Z  بردار( )x k باشندمی . 
و با توجه به رابطه  (9از طرفین رابطه ) Zبا گرفتن تبدیل اکنون، 

 :ودشمینتیجه، (20)

(21) 01 1( (1 ) ) ( ) (1 ) (0)
kT z z I Fz X z T z z x          

Mماتریس همانی یک ، Iکه M باشدمی. 
(، شرط لازم و کافی 21که با توجه به رابطه ) است اکنون مشخص

ستم ) سی ست (، آن9برای پایداری مجانبی  ش ا های معادله هکه تمام ری
 باشند: مشخصه زیر در داخل دایره واحد

(22) det( ) 0wI F  

0 کهقستتمیبه 1 1(1 )
kw T z z    .که  استتتاکنون مشتتخصw ،

(، 17و رابطه ) 3. لذا، با توجه به تذکر باشتتدمی Fمقدار ویژه ماتریس 
ست بدیهی ستم ) ا سی شرط لازم و کافی برای پایداری مجانبی  (، 9که 

 .شودمیو قضیه، اثبات  باشدمی(، 18برقراری رابطه )
پایداری ، ناحیه 1شتتده در شتتکل هاددنورده نشتتاخرناحیه هاشتتو

که ناحیه پایداری نسبت به  استد. مشخصدهمی( را نشان 9سیستم )
و با افزایش میزان  است(، کوچکتر5ناحیه پایداری سیستم بدون تاخیر )

 .شودمیتاخیر، ناحیه پایداری کوچکتر 

 

 (9)گسستهزمانکسری : ناحیه پایداری برای سیستم مرتبه1شکل 

ی چندعاملی هاستمیسرهبر  بریمبتناجماع گروهی  -4-2

 با تاخیر زمانی با دوگروه گسستهزمانکسری همرتب

 :استدهشهزیر در نظر گرفت صورتبه، هادینامیک تمامی عامل

(23)     01 , 1, ,T i ix k u k k i n m       

 کهقستتتمیبه ix k  و iu k، ترتیب موقعیت و ستتتیگنال کنترلی به

 هاعامل، میزان تاخیر ورودی 0k باشتتتند ومی kام در زمان  i  عامل

  .شودرفته میگردرنظ0,1و  باشدمی

 :استشدهضزیر فر صورتبه، دینامیک رهبر

(24)    01 ,     1,2T j jx k u k k j       

(، 24در رابطه ) jx k، موقعیت رهبر گروهj ام در لحظهk شد. می با

همچنین، ju kستتیگنال کنترلی رهبر ،j  ام در لحظهk باشتتد. می

گاه  استتتت بدیهی اگر رهبر، بدون ستتتیگنال کنترلی فرض شتتتود، آن

  0, 1,2ju k j   باشدمی . 

ستمرهبر برای  بریمبتناجماع گروهی : 2تعریف  ( و 23) یاهسی

شتتود اگر ستتیگنال کنترلیحاصتتل می (،24) iu k  هرعامل متناظر با

نهگهب طهو که راب یههب زیر، یای تعیین شتتتود  لت اول حا  ازای هر 

 0 1ix  , i , ,n m ، مواره برقرار باشده: 

(25) 
   

   

1

2

lim    -     = 0     ,  1, ,

lim    -     = 0    ,  1, ,

l
k

j
k

x k x k l n

x k x k j n n m











  
 

ه، ببا رهبر خود و دوم  عوامل گروه اولخطای موقعیت ، اگراکنون 

 صتتتتتورتبتتهتتترتتتیتتب      1  , 1, ,l lx k x k x k l n   و

     2  , 1, ,j jx k x k x k j n n m     با گاه  ند، آن یان شتتتو ب

 :توان نوشتمی(، 24( و )23توجه به روابه )

(26)      0 01 - ,        , 1,2T i i j jx k u k k u k k i G j         
(، اتفاق 24( و )23ی )اهسیستماجماع گروهی برای  استبدیهی

خواهد افتاد  اگر و تنها اگر  lim    = 0 ,  1 ,   ,  i
k

x k i n m


   .
 

 هایاملعسیگنال کنترلی برای برای دستیابی به اجماع گروهی،  اکنون،

 :اندهشدزیر فرض  صورتبه ،اهگروههر یک از 

 

(27)  

      

      

      

      

1 2

1 2

1 1

  

1 1 1 1

1 1

  

1 2 2 2

 +       ,       

+       ,      

i i

i i

ij j i ij j

j N j N

i i

i

ij j ij j i

j N j N

i i

k a x k x k k a x k

k d x k x k u k i G
u k

k a x k k a x k x k

k d x k x k u k i G

 

 

 

 

  


  

 
 



  

 

  

1kباشد ومیکنترلی  بهره   1 1i j i jN s S  : s ,s E   و

  2 2i j i jN s  S  : s ,s E  د. نباشمی 

) توجه به تعریف ا ب )ix k صورتبه( ، 27)ابطه ، ر2توجه به فرض و با 
 باشد:میبدیل تلزیر قاب

 

(28)  

      

   

      

   

1 2

1 2

1 1

  

1 1 1

1 1

  

1 2 2

   - +       ,       

 - +       ,      

i i

i i

ij j i ij j

j N j N

i i

i

ij j ij j i

j N j N

i i

k a x k x k k a x k

k d x k u k i G
u k

k a x k k a x k x k

k d x k u k i G

 



 



  




 

 





 

  

 

 :است زنویسیبالزیر قاب شکله، ب(28) ابطهاکنون ر
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(29)  

      

       

     

        

1 2

2

1 1

2

1 1 1

  

1 1 1

 

1 1 1

  

1 2 2
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   ( )+ ,

( ) - 

  + ,

i i

i

i i

i

ij j i i ij i

j N j N

i ij j i

j N

i

ij j i i ij i

j N j N

i ij j i

j N

k a x k x k k x k a k d

x k k a x k x k u k i G

u k
k a x k x k k x k a k d

x k k a x k x k u k i G

 





 





  



  


 
 


   



 



 



 

 :استبیان لزیر قاب صورتبه( 29)ابطه ، ر2اکنون با توجه به فرض 

(30) 
        

 

1 1

 

- 

+ , , 1,2

i

i ij j i i i

j N

j l

u k k a x k x k k d x k

u k i G l





 

   


 

1 (،03) ابطهدر ر 2i i iN N N ( در 03) ابطهر باشد. با جایگذاریمی

 :نوشت توانمی ،(26)

(31) 
      

 

1 0 0

 

1 0

1

-

i

T i ij j i

j N

i i

x k k a x k k x k k

k d x k k





     




 

 صورته(، ب31رابطه )، HوD،Lهایاکنون با توجه به تعریف ماتریس

 :است زنویسیبالزیر قاب

(32)    1 01    T x k k H x k k     

کهایگونهبه 1 1

 T

n n n mx( k ) x (k),  , x (k), x (k) ,  , x ( k ) . 

 کسریمرتبهچندعاملی  یاهسیستمرهبر در بریمبتنجماع گروهی ا، لذا

پایداری  بهوابسته(، 24( و )23با روابه ) شدهفتوصی گسستهزمان

 باشد.می(، 32) گسستهزمان کسریمرتبهمجانبی سیستم 

شرط لازم و کافی برای  ،4تا  1های فرضفرض تحقج  با :2قضیه 

، (24) ( و23روابه) با شدهفیتوص اجماع گروهی سیستم چندعاملی

 باشد:میزیر  صورتبه

 

(33) 

0

1

(2 ) arg( )
2sin

2( 1)
2

0 min ,

1, ,

i

i

k

k
T

i n m








 





 

 

 

 

 
  

 
  

 
   

 
 
 
 
 

 

 

i 1 کهقسمیبه , i , ,n m  مقادیر ویژه ماتریس ،H باشند.می 

بات: ماتریس  .اث قادیر ویژه  لت فضتتتای م (32) ستتتیستتتتمحا

 1 i  ,  i , ,n m اند:هزیر محاسبه شد صورتبه 

(34)  1         ,    1,   ,i ik i n m     

و با توجه به لم  4تا  1های صادق بودن فرضاز طرف دیگر با فرض 
سمت حقیقی مثبت  i ، تمامی مقادیر ویژه1 صفر بوده و دارای ق غیر

باشند. یا در واقع می
2 2

 iarg( )
 

   باشد.می 

با درنظرگرفتن  ،اکنون 
1 0k ، مقادیر ویژه برابر است با : فاز 

(35)  1arg( ) arg   arg( )i i i ik         

ین برا بنتتا
3

2 2
i

 
   فرض می [0,1)بتتاشتتتتد. لتتذا بتتا   ،

 0,2 ( 1)
2 2

i k
 

 
 

   
 

برای  شتترط زاویهباشتتد. یا در واقع، می

سیستم ) ستدهشح، مطر1( که در قضیه 32پایداری مجانبی  ، صادق ا
( برای مقادیر 18ی)براساس رابطهشرط اندازه  کافیستباشد. اکنون می

ویژه 1 i  ,  i , ,n m  نوشت توانمی، برقرار شود. بنابراین: 
 

(36) 
1

0

2 2sin , 1, ,
2( 1)

i

ik i n m
T k




 




 

 

 

  
 

  
    

  
 
 

 

 توان نوشت:می(، 36با توجه به رابطه )

(37) 
1

0

2
(2 )

2sin 1, ,
2( 1)

i

i

T
k i n m

k

 


 

 

 

 

 

 

   , 

  
   
    

  
 
 

 

و قضتتتیه  ( را نتیجه گرفت33رابطه ) توانمی(، 37توجه به رابطه )با 
 اثبات است.

ی چندعاملی هاستمیسرهبر  بریمبتناجماع گروهی  -4-3

با تاخیر زمانی با تعداد دلخواهی  گسستهزمانکسری همرتب

  گروه

ستم چندعاملی سی شکل از در حالت کلی، یک  گروه   pو عامل  Nمت
ید.  pو  کل از رهبر را درنظر بگیر باطی، متشتتت که ارت در واقع، شتتتب

کهشتتتزیر باطی  هایب ارت  1h h h hG S ,E ,A ,h , , p   باشتتتدمی .

باط hAماتریس یانگر میزان ارت مل، ب که  هاعا کدیگر در زیرشتتتب با ی

*با  hGارتباطی بکهشتتزیر. رهبر در باشتتدمی hGارتباطی 

hsهدشتتبیان
ست.  شبکه ارتباطی با ماتریس  هاعاملمیزان ارتباط ا با رهبرها در کل 

1 pD diag( D , ,D )  ماتریس  کهقسمیبه شودمینمایش دادهhD ،

*با رهبر hGروه گرای زیهلبیانگر میزان ارتباط عام

hs فرض .  باشتتدمی
که  ،4و  3 و 2 ، کماکان برقرار باشتتند. اکنون، فرضتتهای 1کنید، فرض 

بات اجماع گروهی را ای هتمحدودی باطی برای اث لازم در شتتتبکه ارت
صیف م ضهای  صورتبهترتیب هنند بکیتو ده در شرذک ،7و  6و  5فر

 باشند:میزیر، قابل تعمیم 
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 باشد. یعنی:می، متعادل اهگروهارتباط بین تمام  :5فرض 

(38) 0 1
r

ij h

j G

a ,i G , h r, h,r , , p


       

ی دیگر همواره اهگروههای عاملمیزان ارتباط هر عامل با  :6فرض 

 باشد. یعنی:کمتر از میزان ارتباط با رهبر خود می

(39)   1
r

ij i h

j G

a d ,i G , h r, h,r , , p


       

سین :7فرض  ماتریس لاپلا L دقیقا دارای  شبکه ارتباطی ،p 

با بلوکهای جردن 1مقدار ویژه  صتتتفر  1  مقادیر ویژه می بوده و تما
 باشند.دیگر آن، دارای بخش حقیقی مثبت می

نشتتتان  [39]، در مرجع 7و  6 و 5 و 1با فرض برقراری فرضتتتهای 
ست که لمهدشهداد صادق 1ا شبکه ارتباطی چندگروهی نیز،  ، در یک 
 . باشدمی

یک  نام ید دی ملاکنون، فرض کن له ) هاعا عاد که در آن (32با م
1i , ,N شدمی شوند. همچنین، فرض کنید،با صیف  رهبرهای  ، تو

مام  له )pت عاد با م ند،24گروه،  ک (، توصتتتیف شتتتو فاوت  ه با این ت
1j , , p زیر، قابل بازنویستتی  صتتورتبه، 2آنگاه تعریف . باشتتدمی

 :باشدمی

ماع گروهی  :3تعریف  یک ستتتیستتتتم  بریمبتناج رهبر برای 

 اگر و تنها اگر: شودمیچندگروهی، حاصل 

(40)    lim   -    = 0 , , 1, ,i h h
k

x k x k i G h p


     

سیگنال کنترلی برای تمامی  یر، ز صورتبه هاعاملاکنون، فرض کنید 
 تعریف شود:

(41) 
        

      

1 1

  ,

1 +     ,     , 1, ,

hi ri

i ij j i ij j

j N j N r h

i h i h h

u k k a x k x k k a x k

k d x k x k u k i G h p

   

 

  

    

 
 

 کهقسمیبه  hi j h i jN s S  : s ,s E   اگر خطای اکنون، . باشدمی

 صتتتتتورتبتتتهتتتتعتتتقتتتیتتتب کتتتنتتتنتتتدگتتتی هتتتر عتتتامتتتل 

     - , , 1, ,i i h hx k x k x k i G h p     ،شود شان تیمتعریف  وان ن

(، تبعیت خواهد 32، کماکان از رابطه )هاعاملداد که دینامیک خطای 

سمیبهکرد   کهق 1

 T

Nx(k) x (k), ,x (k) شدمی شخص .با  اکنون، م

، شتترط لازم و کافی برای اجماع گروهی 2که با توجه به قضتتیه  استتت

شرط ) بریمبتن شدمی( 33رهبر، همان  1iبا این تفاوت که با , ,N 
 . .باشدمی

برای   1k(، محتتدوده مجتتاز بهره کنترلی 33رابطتته ) :4تذکر 

ماع گروهی  به اج یابی  همیرهبر را نشتتتان  بریمبتندستتتت د. برای د
دستتتیابی به یک پاستتخ گذرای مطلوب و یک هزینه کنترلی مناستتب، 

شاخص عملکرد زیر که با هوان با کمینتیم هدشه، نمایش دادJکردن 
 است، مقدار بهینه این پارامتر را تعیین نمود:

(42) 
0

1
2 2

0

1

{ ( 1) ( )}


 

    
sN N

i i

k k i

J x k u k k 

ودن آن، برکه کوچکت باشتتتدمی، یک ضتتتریب وزنی  کهقستتتمیبه
شا سه با هزینه کنترلی دنن سخ در مقای شتر کیفیت پا هنده اهمیت بی
زمان نشست پاسخ یا زمان تقریبی رسیدن به ، sN. همچنین، باشدمی

شدمیاجماع گروهی  سعی و خطا تعیین  با . در واقع یک شودمیکه با 
کردن شتتاخص عملکرد هستتازی با محدودیت، برای کمینهمستتاله بهین

( برای انتخاب بهره کنترلی بهینه، بایستتتتی حل 33(، تحت قید )42)
افزار مطلب برای حل نرم  FMINCONدر این مقاله از دستتتتور  شتتتود.

 است.هدشهسازی مذکور، استفادهمساله بهین

 سازیشبیهنتایج  -5

در این بخش، صحت آلگوریتم پیشنهادی در قالب دو مثال عددی، نشان 

 .استشدههداد

متشتتتکل از هفت عامل، در  Gدارجهت شتتتبکه ارتباطی : 1مثال 

1های. عاملرا در نظر بگیرید 2شتتتکل 3s s 4و 7s s ترتیب متعلج هب

1sهمچنینباشند. می 2Gو1G ارتباطی هایبکهشزیربه  2وs  ترتیب هب
. اندنوان رهبر درنظرگرفته شتتتدهعهب ارتباطی هایبکهشتتتزیربرای این 

و بطور مستتتتقیم با رهبر گروه متقابل بوده  هایعامل 4sو1sهایعامل

ستند  G شبکه ارتباطیدر  3و2های همچنین فرض خود در ارتباط ه
 گیرنتگرالاکت صتتورتبهو رهبرها  هادینامیک عامل .باشتتندمیصتتادق 

(  در نظر گرفته 24) و (23) وابهگستتتستتتته و مطابج ر کستتتریمرتبه
با یکدیگر،  ماتریس  رهبرها و ها.با توجه به ارتباط بین عامل نداشتتتده

 اند:هزیر محاسبه شد صورتبه Dو ماتریس  Lلاپلاسین

 

(43) 

1 1
0 0 0  0 0

5 5
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0 0 0 0 0 0 0

                                  , 0 0 0 1 0 0 0
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 1دار مثال شبکه ارتباطی جهت: 2شکل

 
، 4171/1، 4832/0، 1، 0، 0 صورتبهمقادیر ویژه ماتریس لاپلاسین 

i4278/00499/1 استدهشهظرگرفتنرد 4فرض  ،باشند. بنابراینمی 
1 ،جردن متناظر با مقادیر ویژه صفر هایکبلو) 1 )با در نظر . هستند

85/0 گرفتن  01/0 وT   30وk  صورتبه، حدود بهره کنترلی 
46/161k 0 استدهشلحاص . 

 

 
 1/0 ازایبه 1ها و رهبرها در مثال : موقعیت عامل3شکل   

 
 1/0 به ازای 1ها در مثال : سیگنال کنترلی عامل4شکل   

 

 
01/0 ازایبه 1ها و رهبرها در مثال : موقعیت عامل5شکل   
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5621/71k ازایبه 1ها در مثال : سیگنال کنترلی عامل6شکل   

01/0 و  

901 صورتبهها و رهبر های عاملمقادیر اولیه برای حالت (0)x ، 

1102 (0)x ، 101(0)x ، 202(0)x ، 303(0)x ، 404(0)x ، 
505(0)x  ،606(0)x (0)707 وx  اکنون با ندادهشهظر گرفتنرد .

1/0فرض    2037/31 (، مقدار42سازی )مساله بهینهو حلk   ،
 . استدهشم، رس3ها و رهبرها در شکلاست. موقعیت عاملدهشلحاص

های رهبر موقعیتبه هاعاملموقعیت  ،ستا ورکه مشخصطنهما
و  1ضمنا، عاملهای  .استهرفتگتو اجماع صور همگرا شده خودمتناظر

، سریعتر هاعامللیل ارتباط مستقیم با رهبر و ارتباط بیشتر با سایر ده، ب4
 هاعاملهمچنین، سیگنال کنترلی اند. هبه رهبر متناظر خود همگرا شد

01/0 با فرض است.هدشه، نمایش داد4در شکل  بهره کنترلی بهینه ، 
5621/71k  و  5و رهبرها در شکل  هاعاملاست. موقعیت هدشلحاص
که سرعت  است مشخصاند. ه، رسم شد6ای کنترلی در شکل هلسیگنا

است ولی، دامنه هافتیشبه رهبرهای متناظرشان، افزای هاعاملهمگرایی 
 اند.  های کنترلی، افزایش یافتهلسیگنا

و ستته  عاملنه  متشتتکل از Gدارجهت شتتبکه ارتباطی:  2مثال 

شکل گروه شان داد، 7، در  ستدهشهن 1های. عاملا 3s s 4و 6s s  و

7 9s s ،1 ارتباطی هایبکهشتتتزیرترتیب متعلج به هبG2وG  3وG ،

1sباشند. همچنینمی 2وs   3وs ،ارتباطی هایبکهشزیررهبر ترتیب هب 

1های. عاملباشتتتندمی، 3و 2و 1 3 4 7, , ,s s s s  دارای مستتتیری به تمام
م باط طبهدیگر بوده و  هایلعا با رهبر گروه خود در ارت ور مستتتتقیم 

. اندمنظور شتتتده G شتتتبکه ارتباطیدر  6و 5 هایفرضو  باشتتتندمی
 اند:هزیر تعیین شد صورتبه، Dو  Lهایماتریس

(44) 

1 1
0 0 0  0 0 0 0

2 2

1 1 0 0 0 0 0 0 0

1 1
1 0 1 0 0 0 0  

3 3

1 1
 0 0 0 0 0 0 0
2 2

0 0 0 1 1 0 0 0 0

0 0 0 0 1 1 0 0 0

1 1
0 0 0 0  0 0 0

6 6

0 0 0 0 0 0 1 1 0

0 0 0 0 0 0 1 0 1

1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0

                        , 

L

D

 
 

 
 

 
  
 
 
 

  
 
 

 
 
 
 
 
   



0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 2دار مثال شبکه ارتباطی جهت: 7شکل

(، در نظر 24) و (23صورت روابه )ها و رهبرها بهدینامیک عامل
i، 0، 0، 0 صورتاند. مقادیر ویژه ماتریس لاپلاسین، بهدهشهگرفت

1433/06181/0، i1433/03819/1 ،1  باشند. ضمنا، می 1و
95/0 رفتنگرظنرد با باشد.می، صادق 7فرض   01/0 وT  5 و

0k 91/101شکل به ی، حدود بهره کنترلk 0  است.دهشلحاص 
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  2ها و رهبرها در مثال : موقعیت عامل8شکل 

 
  2ها در مثال : سیگنال کنترلی عامل9شکل 

100صورت ها و رهبر بههای عاملهمچنین مقادیر اولیه برای حالت

1 (0)x ، 4012 (0)x ، 8013 (0)x ، 011(0)x ،252(0)x ، 35

3(0)x ، 454(0)x ، 555(0)x ، 666(0)x  ،757(0)x  ،80

8(0)x  ،1509(0)x  01/0اند. با فرض دهشهظرگرفتنرد  با ،
7541/61kسازی، استفاده از بهینه ها است. موقعیت عاملدهشل، حاص

ها با توجه . اجماع گروهی عاملاستدهشه، نمایش داد8و رهبرها در شکل
لیل ارتباط ده، ب7و  4و  1باشد. ضمنا، عاملهای میمشخص به این شکل، 

رعت ها، با سلیل ارتباط بیشتر با سایر عاملدهب 3مستقیم با رهبر و عامل 
، نیروهای کنترلی 9اند. شکل بیشتری به رهبر متناظر خود همگرا شده

 دهد.ها را نشان میوارده بر عامل

ی چندعاملی  هاستمیسرهبر  بریمبتنکاربرد اجماع  -6

 گسستهکسری زمانمرتبه

ستمرهبر  بریمبتناجماع کاربرد در این بخش، یک مثال برای  ی اهسی
 .استدهشهارایها ازی مصرف انرژی در ساختمانسهبهین برایچندعاملی 

هر اتاق شامل و  باشدمیاتاق N  ساختمانی را در نظر بگیرید که شامل
ها، با درنظرگرفتن  باشتتتد.ها و درب ورودی میپنجره ،ستتتقف دیوار
 یک عامل عنوانبههر اتاق نوان  یک سیستم چندعاملی،  عهن بساختما

ستدهشهدرنظرگرفت  با iیاام i اتاق هوای داخل دمای فرض کنید .ا

باشتتتتدi Vحجم  خت  ) ، یکنوا 1 2 i , , ,N ) . توان ان اگر میز

 اب توستته رادیاتور یا وستتایل گرمایی دیگر ده به اتاقشتتلمنتق حرارتی
in

i Q انتقال حرارتتوستتته  ده از اتاقشتتتجتوان حرارتی خارو میزان 

out را بادیوارها و تهویه 

i Qشا  i تغییرات دما در اتاق، آنگاه، شوددادهنن
  :[45]باشدمییان بلقابزیر  صورتبه  ،ام

(45)   0( ) ( ) ,    0in out

i t i i i i ic V D Q t Q t       

باشتتد. می ، چگالی  هواهوا و، ظرفیت حرارتی ویژه  cکهقستتمیبه

0ومرتبه مشتتتج کستتری  0,1همچنین

i، دمای اولیه اتاق iام 

 د.نباشمی
 :[45]باشدمییان بل، قابزیر صورتبههر اتاق  خروجی  از توان حرارتی 

(46)  ( ) ( ) ( )out tc ve

i i iQ t Q t Q t  

)کهقسمیبه )tc

iQ t انتقال حرارتتوسه تلفات حرارتی  میزانبا  ، مرتبه 

سقف اتاق میدیوارها، پنجره شد. همچنینها، درب و  ) ،با )ve

iQ t  بیانگر
 باشد.می اتاق تهویهسیستم توسه تلفات حرارتی 
سه انتقال حرارت شفتوان حرارتی تل زیر  صورتبه ،امi در اتاقده تو

 :[45]باشدقابل محاسبه می

(47) 
1

n
tc

i i , j i , j i j

j

Q ( t ) A U ( (t) (t)) 


  

iهکایونهگهب , jA، سطح ساحت  ام j ام و اتاق i بین اتاقدر معرض  م

iبوده و , jU  متناظر با ستتطحانتقال حرارت کل ضتتریبijAباشتتد. می

j 0 و j= 1 همچنین  ملتهب عا یانگر  یب ب های زمین و محیه رت
ب که  ملدیگر وان عنهبیرون بوده  تاقعا با ا بادل حرارت  ها های ت

 شوند.یمهظرگرفتنرد
ناشتتتی از تهویه  بل محاستتتبه  صتتتورتبهتوان حرارتی اتلافی  قا زیر 

 :[45]باشدمی

(48)   01ve

i i iQ ( t ) c q ( (t) (t))      
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بازیابی راندمان  ام و i در اتاق ، دبی حجمی هواi q کهایگونهبه
 . باشدمی، دمای هوای محیه بیرون اتاق (t)0و  باشدمی یحرارت

ساختمان سریمرتبهها با مدل بنابراین الگوی تغییرات دما در  از  ک
پژوهش شود. اکنون با توجه به ( حاصل می48( الی )45ترکیب روابه )

جا ماع  دهشتتتتمان نه اج که در زمی له  قا رهبر در  بریمبتندر این م
ده گسسته بو در حوزه کسریمرتبهی چندعاملی با دینامیک اهسیستم

را با هدف تنظیم دمای  [45]توان ستتتیستتتتم چندعاملی مذکور در می
ه معادل ،در واقع ها به دمای مطلوب مورد بررستتتی قرار داد.تمامی اتاق

شده و یکی از عامل45) سی  سته بازنوی س نوان رهبر عهها ب( در حوزه گ
ده که هدف از این ستتیستتتم چندعاملی رستتیدن دمای شتتهظرگرفتنرد

شد. بنابراین با نوان رهبر میعهها به دمای اتاق مورد نظر بتمامی اتاق با
زیر قابل  صتتتورتبه(، 45مدل گستتتستتتته رابطه )  ،(6رابطه )توجه به 
  :استبازنویسی

(49)   0( 1) ( ) ( ) ,    0in out

i T i i i i ic V k Q k Q k         

طه ) (، 49در واقع در راب in

iQ k  ،مل عا نال کنترلی هر   ستتتیگ

 ، برابرهای عاملاهگروهتعداد  [45]با توجه به مثال مذکور در باشتتد.می
تنریک د تاخیر استتتتتدهشتتتتهظرگرف و میزان 

0k   نیز برابر صتتتفر
 .استدهشراختیا

سته س وان نعهده بشهظرگرفتنرتغییرات دمای اتاق د ضمنا، مدل گ
 باشد:زیر می صورتبه (45( و )24) معادلات با توجه به رهبر

(50)  * * * * * *0

1 1 1 1 1 1( 1) ( ) ( ) ,    0in out

Tc V k Q k Q k         

 کهایگونهبه  

 

 in

jQ k حرارتی توانیا  ستتیگنال کنترلی رهبر عنوانبه 

1و  باشتتتدمی ده به اتاق رهبرشتتتلمنتق

*( k ) دمای هوای داخل اتاق ،

1رهبر و 

* V تاق رهبر خل ا ندمی، حجم هوای دا . همچنین، باشتتت
*

1 ( )outQ k 0*و  ده از اتاق رهبرشتجتوان حرارتی خار

1 دمای اولیه اتاق ،
 باشند.رهبر می

( و 23( به فرم معادلات )50( و )49در ابتدا، برای اینکه معادلات )

سیگنالهای کنترلی 24) شود،  )(، تبدیل  )in

iQ k  و*in

1 ( )Q k صورتبه 
 :اندشدهزیر انتخاب 

(51) 
 

, ,

1

0

( ) ( ( ) ( ))

1 ( ( ) ( )) ( )

n
in

i i j i j i j

j

i i i i

Q k A U k k

c q k k c V u k

 

    



  

  


 

(52) 
 

* * * *

1 1, 1, 1

1

* * * *

1 1 0 1 1

( ) ( ( ) ( ))

1 ( ( ) ( )) ( )

n
in

j j j

j

Q k A U k k

c q k k c V u k

 

    



  

  


 

سمیبه ) کهق )iu k  و*

1 ( )u k ستند که هلسیگنا سبی ه ای کنترلی منا
(، در روابه 52( و )51با جایگذاری روابه )در ادامه تعیین خواهند شد. 

به توان حرارتی 50( و )49) حاستتت به م به روابه مربوط  جه  با تو ( و 
 :توان نوشتمیخروجی اتاقها، 

(53) ( 1) ( )T i ik u k   

(54) * *

1 1( 1) ( )T k u k   

تاق مای ا مایاکنون، اگر اختلاف د با د تاق رهبر ها   صتتتورتبه، ا
*

1( ) ( ) ( ) , 1, ,i ik k k i N       رستتیدن برای د، آنگاه بیان شتتو
تاق به دمایدمای تمامی ا تاق رهبر، ستتت ها  )کنترلی هاییگنالا )iu k 
هر ظر بتتا  تنتتا بطتته ایگونتتهبتته اتتتاق م ین شتتتود کتته را ی ع  یت

lim  ( )  = 0 ,  1, ,i
k

k i N


  (0) ازای هر حالت اولیهبهi همواره ،

، برای دستیابی به اجماع، سیگنال کنترلی برای هر اتاق، لذا .برقرار باشد
 :استدهشضزیر فر صورتبه

(55) 
      

      

1 , ,

1

* *

1 ,1 ,1 1 1+

N

i i j i j j i

j

i i i

u k k A U k k

k A U k k u k

 

 



 

  




 

 باشد.میبهره کنترلی 1k کهایگونهبه

,در واقع،  ,i j i jA U   نقش ija ( طه *( و  27در راب *

,1 ,1i iA U   نقشid   در

ام با اتاق  iکه اگر اتاق  استتت مشتتخص .باشتتندمی( را دارا 27رابطه )
شد،  ست.  idرهبر در ارتباط نبا صفر ا ستی دمای تمام اتابرابر  ا هقبای

*یا مقدار ثابتی داشتتته باشتتد، لذا ستتیگنال کنترلی رهبر  

1 ( )u k رای ب
  :استدهشرزیر ، اختیا صورتبه ،dمطلوب و ثابت به دمایدستیابی 

(56)  
1

* *

1

0

( ) ( 1  2 ( ))
k

j

d

j

u k T k
j

 


  






 
   

 
 

)* کهقستتتمیبه )k  مای تاق رهبر از د مای ا طای د یانگر میزان خ ب

 صتتورتبهمطلوب بوده و  *

1( ) dk k    و  استتتدهشتتفتعری 

جایگزینی رابطه با   اکنون .باشتتتدمییک عدد مثبت بین صتتتفر و یک 

)*( و با توجه به تعریف 54( در )56) )k ( 6و رابطه ،)ودشنتیجه می: 

(57) * *2
( 1) ( ) ( )T k k

T

       

( در ناحیه 57که مقدار ویژه ستتتیستتتتم ) استتتتاکنون، مشتتتخص
، سیستم 1و با توجه به قضیه  استهرفتگر، قرا1هاشورخورده در شکل

)*(، پایدار مجانبی بوده و 57) )k مت صفر میل خواهد کرد یا در سهب

واقع 1 k  مت سه، بd  ضمنا پارامتر سرعت  ،میل خواهد نمود. 

 ند. کیهمگرایی را تعیین م
در فصل چهارم بیان شد و با توجه به روابه اکنون با توجه به آنچه 

 وان نوشت:تمی( 55و ) (54( و )53)

(58)    11  T k k H k     

کهایگونهبه     1

 T

Nk k ,  , k       لذا، تنظیم دمای .

کسری چندعاملی مرتبه یستمس درها به دمای مطلوب تمامی اتاق

پایداری  بهمنوط(، 50( و )49با روابه ) شدهتوصیفگسسته زمان

باشد با انتخاب می(، 58گسسته )کسری زمانمجانبی سیستم مرتبه

0با فرض (33در ) شدههاز بازه نمایش داد k 1پارامتر کنترلی  0k  

 یابد.این امر تحقج می
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شه هوایی نوان مثال، عه، باکنون  شکلنمونه که در ساختمان  یک  نق
همچنین تمامی  .[45]را در نظر بگیرید  استتتتدهشتتتهنمایش داد 10

 اند.مشخص شده 5تا  1هایپارامترهای ساختمان در جدول

4N( و با توجه به 49دمای هر اتاق توستتته رابطه )الگوی تغییرات   
قابل توصتتیف بوده و الگوی تغییرات دمای اتاق رهبر نیز توستته رابطه 

شتتتود. همچنین با توجه به اطلاعات ذکرشتتتده در ( توصتتتیف می50)
 اند:صورت زیر محاسبه شده، بهDو  Lماتریسهای، 5تا  1های جدول

(59) 

12.29 5.52 6.77 0

5.52 10.704 5.184 0

6.77 5.184 22.692 10.738

0 0 10.738 10.738

0 0 0 0

0 5.52 0 0
       , 

0 0 5.13 0

0 0 0 6.8013

L

D

  
 
  
   
 

 

 
 
 
 
 
 

 

 ،9766/16 ،179/8 ،0صورت بهمقادیر ویژه ماتریس لاپلاسین، 
بیانگر ظرفیت حرارتی   باشند. مرتبه مشتج کسری می 2684/31

 ای شناسایی سیستم، تعیینهباشد و طبیعتا باید با روشساختمان می
است.  اکنون با فرض شدهن، مقدار این پارامتر ذکر[45]شود. متاسفانه در 

85/0    رداری بهزمان نمونوmin3T   00وk  حدود بهره،-

0005979/01kصورت بهکنترلی  0 است. همچنین دهشحاصل

18، 26 صورت بهراد گسب سانتیحها بردمای اولیه اتاق

1(0)  ،190(0)  ،201(0)  ،242(0)  ،323(0)     36و

4(0) 0002989/01اند. با درنظرگرفتن شدهرفتهگظرن، درk   5/0و

 اگر دمای استدهشه، نمایش داد11ها در شکل، دمای تمامی اتاق .

C28dمطلوب برابر   ه مشخص است، کوریطانتخاب شود، همان
، توان حرارتی 12اند. شکل ها به دمای مطلوب رسیدهدمای تمامی اتاق

 .دهدها را نشان میوارده بر اتاق
 با هریک های متناظرها و نمایه:  لیست تمامی اتاق1جدول 

Living

-room 
Kitche

n 
Anteroo

m 

Bath 

roo

m 

Bed 
roo

m 

Oute

r 

space 

Eart

h 
Roo

m 

Name 

Leader 4 3 2 1 0 1- Index 
 

 هاو فضای بیرونی و زمین: مساحت ناحیه مشترک بین اتاق2جدول 
Leade

r 
4 3 2 1 0 1- 2  ijA m 

0 0 77/6 
90/
6 

0 18/21 51/7 1 

90/6 0 80/4 0 
90/

6 
11/10 31/5 2 

75/4 
80/1
1 

0 
80/
4 

77/
6 

14/14 39/9 3 

87/6 0 
80/1
1 

0 0 
307/3

1 
02/1
3 

4 

0 87/6 75/4 
90/

6 
0 36/79 

43/3

6 
Leader 

 
 

 [45]: نقشه هوایی یک ساختمان نمونه 10شکل 

 

  ijAانتقال حرارت متناظر با سطوحیب ا: ضر3جدول 
Leade

r 
4 3 2 1 0 1- 2  ijU W m K 

0 0 
00/
1 

80/
0 

0 
27/
0 

30/
0 

1 

80/0 0 
08/
1 

0 
80/
0 

30/
0 

30/
0 

2 

08/1 
91/
0 

0 
08/
1 

00/
1 

34/
0 

30/
0 

3 

99/0 0 
91/
0 

0 0 
28/
0 

30/
0 

4 

0 
99/

0 

08/

1 

80/

0 
0 

30/

0 

30/

0 
Leader 

 
 دبی های حجمی متناظرها و اتاق حجم :  4جدول 

Leader 4 3 2 1  

08/91 55/32 48/23 28/13 78/18 3  iV m 

60 70 10 50 20 3  iq m h 

 
 دیگر ساختمانحرارتی :  مشخصات 5جدول 

 پارامتر نماد مقدار واحد

J ( kg.K ) 1005 c 
ظرفیت حرارتی 

 ویژه
3kg m 205/1  چگالی هوا 

-
 8/0  

راندمان بازیابی 
 حرارتی

1 (0)  
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 ها و اتاق رهبر : دمای تمامی اتاق11شکل 

 
 هاتوان حرارتی وارده بر اتاق: 12شکل 

 گیریهنتیج -7

ساله در این مقاله،  صی بر  مبتنی گروهی اجماع م سته خا رهبر برای د
نامیک از ستتتیستتتتم با دی ی در حوزه کستتتریمرتبههای چندعاملی 

با  رها با یکدیگارتباط عامل کهایگونهبه .استدهشیبررس ،گسستهزمان
صیفثابت  دارجهتشبکه ارتباطی یک  ست.شدهتو ، هاعاملدینامیک  ا

ستهدشتهگستستته در نظر گرفت کستریمرتبه گیرانتگرال صتورتبه . ا
ای برای بهره کنترلی هر عامل برای دستتتتیابی به هستتترانجام، محدود

ستخراج ستدهشاجماع گروهی ا ای هلبر روی مثا سازیشبیه. نتایج ا
دهد. در نظر میرا نشان  اجماع گروهی پیشنهادی روشعددی، صحت 

و در نظر گرفتن محدودیت بر روی  هاعاملگرفتن تاخیر ارتباطی میان 
در پژوهش  باشند. میسیگنال کنترلی از دیگر مباحث تحقیقاتی آینده 

شتج  ضر، مرتبه م سان فر هاعاملحا ست اما در نظر گرفتن هدشضیک ا
سری متفاوت، نیز مهالعام ک نوان یعهواند بتیی نامتناجس با مرتبه ک

ن رفتگرظنراجماع گروهی با د حل مسالهپژوهش آتی مد نظر قرار گیرد. 
ند بمیبرای هر عامل نیز  کستتتریمرتبه گیرانتگرالدینامیک دو  هتوا

 عنوان یک موضوع تحقیقاتی دیگر مطرح شود.
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1- Group consensus 

2- Leader-following 

3- Multi-agent systems 

4- Fractional-order systems 

5- Discrete-time 

6- Directed graph 

7- Consensus 

8- Formation control 

9- Flocking 

10- Diffusion 

11- Node 

 هازیرنویس

12- Edge 

13- Adjacency 

14- Laplacian 

15- Directed 

16- Leader 

17- Strongly connected 

18- Spanning tree 

19-  Globally reachable 

20- Inter-act 

21- Intra-act 

                                                 


