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 چکیده

 .با شرایط مرزي ویژه مدل سازي کردصورت صفحه تخت یک سري فرضیات بهتوان آن را با که میباشد میهاي بسیار مهم در صنعت فرایندنورد گرم یکی از 

 روي یک ورق با ضخامت لایه مرزيصورت به پژوهش حاضر این فراینددر هاي حائز اهمیت در فرآیند نورد گرم است. پارامترکاهش دماي قطعه کار یکی از 

براي اعتبارسنجی حل حاضر، . شبیه سازي شده استفتن حل تشابهی و تعریف متغیر تشابهی با در نظر گرمتغیر، بدون گرادیان فشار و درحال کشش غیرخطی 

معادلات  هاي تشابهی بهمتغیري وسیلهمعادلات پیوستگی، مومنتوم و انرژي به همچنین .شده استمقایسه تحقیقات منتشر شده نتایج با  شبیه سازي هنتیج

در ادامه  تر فرایند نورد گرم با ضخامت متغیر، از تحلیل انتروپی نیز استفاده شده است.براي بررسی دقیقهمچنین  .شدندیر خطی تبدیل غدیفرانسیل معمولی 

منجر به  صفحه ضخامت پارامتر افزایشدهد که نتایج نشان می نیز مورد بررسی قرار گرفت. حرارتی و اصطکاکی بیژنبعد تاثیر تغییر ضخامت صفحه بر اعداد بی

خنک کاري با توان براي میاز نتایج این تحقیق  همچنین تغییرات انتروپی بیشتر ناشی از تغییرات لایه مرزي حرارتی است. شود.می گرماکاهش نرخ انتقال 

  .در صنعت نورد گرم استفاده کردبیشتر يازدهب

  .بیژن، عدد ضخامت متغیر ،، حل تشابهی، نورد گرمتولید آنتروپی :کلیدي هايواژه

 
  

Analytical study of fluid flow entropy generation over a stretching sheet with variable 
thickness  
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Abstract  
Hot rolling is one of the most important processes in the industry that can be modeled with a series of flat plate assumptions with 
specific boundary conditions. Lowering the workpiece temperature is one of the important parameters in the hot rolling process. In 
this study, hot rolling is simulated as a boundary layer on a sheet of variable thickness, without pressure gradient and nonlinear 
tensile concerning the similarity solution and the definition of the similarity variable. For the validation of the present solution, the 
simulation results are compared with published research results. The continuity, momentum, and energy equations were transformed 
into nonlinear ordinary differential equations by similarity variables. Also Entropy analysis has also been used to examine more 
precisely the hot-rolling process with variable thickness. In the following, the effect of plate thickness change on thermal and 
frictional Bejan dimensional numbers was investigated. The results show that increasing the parameter of plate thickness decreased 
the heat transfer rate. Also, the entropy changes are mostly due to the thermal boundary layer changes. The results of this study can 
be used for more efficient cooling in the hot rolling industry. 

Keywords: Entropy Generation, Similarity Solver, Hot Rolling, Variable Thickness, Bejan Number 

 
 

  مقدمه -  1

ها در صنعت امروز، استفاده از فراینداز جمله پر کاربردترین  

جریان سیال روي صفحات تخت با ضخامت متغیر و در حال کشش با 

پدیده مذکور،  لایه مرزيبررسی جریان علت این بهسرعت متغیر است. 

 هاجریاننوع ازجمله مواردي که این  .ه استاهمیت قرار گرفت مورد

شکل و فرم دهی هاي تغیر فرایندتوان بهمی ،دنکناهمیت پیدا می

هاي شکل دهی و رساندن فرایندفرایند نورد یکی از  فلزات اشاره کرد.

یکی از بهترین و  فرایند نورد ضخامت مورد نیاز است.صفحات به

تغییر شکل  دادن است و آن عبارت از هاي شکل ترین روش کاربردي

باشد. انواع محصولات از  ها می ماده از طریق عبور بین غلتک پلاستیک

وسیله این فرایند تولید قبیل تیرآهن و نبشی با مقاطع مختلف به

همین منظور  باشد بهامري مهم میدر نورد گرم کنترل دما . شوند می

. خت تا مقدار معینی بالا بردصورت یکنواابتدا بهتر است دماي فلز را به

فرایند نورد نیازمند گرم نگه داشتن قطعه در حرارت معین براي زمان 

اگر دماي قطعه یکنواخت نباشد، تغییر شکل ایجاد شده  ،طولانی است

اي پیشگامانه تحلیل و تجزیه] 1[ ساکایدیس .نواخت استکنیز غیر ی

 سرعت با مداوم کششی سطح یک روي رالایه مرزي  جریان و داد انجام

بررسی  شد. تأیید ]2[ همکاران و تسوا توسط که کرد، مطالعه ثابت

ي نانوسیال بوسیله با استفاده از ايلایهتجربی انتقال گرماي جابجایی 

نشان دادند که اضافه کردن ها آن ] انجام گرفت.3همکارانش [اخوان و 

دو درصد کسر حجمی نانو ذره منجر به افزایش ده درصدي در رسانایی 

تاثیر میدان مغناطیسی در جریان  شود.گرافین می –نانو سیال آب 

ي خالد و اي عمودي بوسیلهسیال در حال عبور از صفحه همرفتی

بر توزیع ها تاثیر میدان مغناطیسی ] بررسی شد. آن4همکارانش [

  سرعت در لایه مرزي را مطالعه کردند.

 توسط کششی سطح در مرزي شرایط مطالعات، اینراستاي  در 

 روي برلایه مرزي  هايجریان مطالعه]. 6و5[ یافت تعمیم دیگر محققان
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 با صفحه تخت جریان در بار اولین براي ،متغیر ضخامت و باریک بدنه

 مطالعات سپس .گرفت قرار بررسی مورد ]7[لی توسط ،متغیر قطر

 توجه با صفحه تخت یک روي برلایه مرزي  جریان مورد در گسترده

 نیز به] 11لکزیان و همکاران [ ].10-8[ شد انجامگرما  انتقال اثراتبه

هاي انتروپی، درصد حجمی نانو ذرات، مغناطیس و عدد بررسی پارامتر

 این باهاي نورد پرداختند. سیستم بهینه درگرما جهت انتقال  بیژن

 مشکلات روي برتغییر ضخامت  اثرات مورد در تحقیق گونه هیچ وجود،

 کششی ورق یک براي مثال، عنوانبه. انجام نشده است کششی ورق

 متناسب خطی صورت به کشش سرعت اگر ،فشار بدون گرادیان خطی

 کاهش خطی صورت به فاصله با ورق ضخامت باشد، شکاف از فاصله با

 ورق ضخامت متفاوت، ارتقاء قابلیت با مواد سایر مورد در .یابدمی

 با کششی ورق یک .کند تغییر هالپروفی سایر به توجه با است ممکن

 وضعیت به نزدیک کاربردي هايبرنامه در تواندمی متغیر ضخامت

به آنالیز پیوستگی و ] 12[در همین راستا فنگ و همکاران  .باشد واقعی

  مومنتوم روي یک صفحه با ضخامت متغیر پرداختند.

لایه مرزي  فرایند نورد گرم است که جریان بررسی مقاله این هدف

مثال ساده شده اي از این  متغیر ضخامت با کششی ورق یک روي بر

توان با اعمال شرایط مسئله آن را تا حد امکان تحقیق است که می

به منظور ي حاضر در مطالعهشرایط واقعی مدل سازي کرد. شبیه به

روي صفحات در حال کشش با ضخامت متغیر گرما بررسی نرخ انتقال 

مومنتوم و همچنین انرژي مورد بررسی و  ،ابتدا معادلات پیوستگی

حرارتی  بیژنتاثیر انتروپی تولیدي، عدد سپس  شبیه سازي قرار گرفت.

قرار  مطالعهد نیز مورخنک کاري کیفی  ي ازعنوان معیاربه اصطکاکیو 

 گرفته است.

 

        فرمول بندي مسئله -  2

  آنالیز جریان -1- 2

 کششدر حال  ورق یک روي بر را بعدي دو ثابت لایه چند جریان یک

 ورق کشش سرعت .بگیرید نظر در ساکن سیال یک در

U� = U�(x + b)�  هدیوارسرعت عمودي در  و است ʋ� = ] 10و6[ 0

که  �Tروي صفحه تا   �Tدماي صفحه در حال کشش از . باشدمی

-به مختلف، کاربردهاي برايیابد. تغییر می ،جریان اصلی است دماي

 فاصله با است ممکن کشیده ورق ضخامت ،ورق کاهش یا شتاب دلیل

 داده نشان 1 شکل در جریان پیکربندي .یابد افزایش یا کاهش شکاف از

 کندضخامت آن تغییر نمی و است صاف ورق m=  1 براياست.  شده

فرض شده است که اثرات تغییر آن بر  5/2و  1بین  mي بازه .]5[

 شیب از جلوگیري منظور به شود.مشاهده می 2ضخامت ورق در شکل 

��  یعنی ،ورق امتداد در فشار

��
=  کوچک A ضریب شود، فرض می0

 امتداد در x محور .باشد نازك کافی اندازهبه  ورق که طوري به باشد

معادلات بقاي  است. آن بر عمود y محور وقرار دارد  ورق حرکت جهت

مومنتوم و شامل بقاي پیوستگی، لایه مرزي سیال براساس فرضیات 

  باشد.انرژي می

 
  مسئله  پیکربندي – 1شکل 

  

  
با  ضخامت ورقبر تغیرات  (m) هاي نمایی مختلفاثرات توان -2شکل 

  b=1و  A=0.5فرض 

  

سیال تراکم  ،جریان دوبعدي ،شرایط پایامعادلات حاکم با فرضیات  

صورت زیر سیال ویسکوز و بدون تولید انرژي به ،خواص ثابت ،ناپذیر

  :]12[باشدمی

)1(  ∂u

∂x
+

∂v

∂y
= 0 

)2(  
u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
= ϑ

∂�u

∂y�
 

)3(  
u

∂T

∂x
+ v

∂T

∂y
=∝

∂�T

∂y�
 

  ]:12[صورت زیر استشرایط مرزي مناسب به

)4(  u(x, A(x + b)
���

� ) = U�(x + b)� 
)5(  v = � x, A(x + b)

���
� � = 0 

)6(  u(x, ∞) = 0 

  ].10[شدصورت زیر تعریف شرایط مرزي دمایی به

)7(  
T �x, A(x + b)

���
� � = T� + bx�� 

 ]:12[شوندصورت زیر تعریف مییر خطی بههاي بدون بعد غپارامتر

)8(  

η = �
m + 1

2

U�(x + b)���

ϑ
 

)9(  
θ(η) =

T − T�

T� − T�

 

  ]:12[شوندمی بیان صورت اینبه هاسرعت تعاریف این با

)10(  

v = −�
m + 1

2
ϑU�(x + b)��� �η

m − 1

m + 1
f �(η) + f(η)� 

)11(  u = U�(x + b)�f′(η) 

ي شرایط مرزي مناسب و وسیلهمشتقات جزئی حاکم به با معادلات

لی تبدیل ومعادلات دیفرانسیل غیر خطی معمهمچنین روابط فوق به

 زیر شرحبه معادله سپس ١ < m < 5/2 است این بر فرض شده اند.

   :آیدمی بدست

)12(  
f ��� + ff �� −

2m

m + 1
f �� = 0 
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)13(  m + 1

Pr
θ�� − (m − 1)(1 − f �)ηθ� + (m + 1)fθ� = 0 

  شرایط مرزي :

)14( 
f(α) = α

1 − m

m + 1
 

)15( f(α)=1  
)16( f(∞)=0  
)17(  ()=1  
)18(  (∞)=0  
)19( 

=A�
���

�

��

�
   

� = Aکه 
���

�

��

�
 باشد و ضخامت دیواره میپارامتر مرتبط به  

= A�
���

�

��

�
   =  .منظور ساده به نشان دهنده ي سطح صفحه است

 .]12[در نظر میگیریم F(  ) = F(  -  ) = f(  )شدن محاسبات 

  شوند:صورت زیر تعریف میو شرایط مرزي به معادلات

)20(  
F��� + FF�� −

2m

m + 1
F�� = 0 

)21(  m + 1

Pr
Q�� − (m − 1)(1 − F�)ηQ� + (m + 1)FQ� = 0 

)22( 
F(0) = α

1 − m

m + 1
 

)23( F(0)=1  
)24( F(∞)=0  
)25( Q (0)=1  
)26( Q (∞)=0  

  

  انتروپی آنالیز تولید  -2- 2

بر اساس اختلاف دما گرما تولیدي در لایه مرزي شامل انتقال انتروپی 

(S�′′′) ) و اصطکاك(S�′′′ که هر دو از عوامل بازگشت  است

 ايلایهو فرض  با درنظر گرفتن تقریبات لایه مرزيناپذیري هستند .

  :]13[شودمییان صورت زیر ببهانتروپی هنگ تولید ، آبودن جریان

)27(  S���
��� = S�

��� + S�
��� 

)28(  
S���

��� =
k

T�
��

∂T

∂x
�

�

+ �
∂T

∂y
�

�

� +
μ

T
(
∂u

∂y
)� 

 N� بدون بعد است که انتروپی عددي بدون بعد براي تعریف

  است.آن ي مشخصهنرخ تولیدي بهانتروپی نسبتی از نرخ حجمی 

  : ]11[صورت زیر استتولیدي بهانتروپی  ينرخ مشخصه

)29(  
S�� =

k∆T�

x�T�
 

)30(  
 N� =

S�
���

S��

 

بی بعد انتروپی دله دیفرانسیل معمولی ابا استفاده از روابط بالامع

  آید:میصورت زیر بدست به

  

)31(  

  

 N� = ��
m − 1

2
η�

�

+
(m + 1)Re

2
� θ� 

+((θ + θ�)(m + 1) × Ec × Re × Pr × f ��) 

،که در آن + � بعد،دماي بی Re  ،عدد رینولدزPr  ،عدد پرانتل

Ec عدد اکرت، BeT  وBeF  حرارتی و اصطکاکی عدد بیژنبه ترتیب 

  :]10[صورت زیر تعریف شده اندکه به هستند

)32( 

 
)33(  

  

)34(  

  

)35(  

  

 + � =
T

∆T
 

Re =
U�(x + b)

ϑ
 

Pr =
μC�

k
 

Ec =
U�

�

C�∆T
 

)36(  

  

)37(  

��� =
ST

′′′

ST
′′′ + SF

′′′
 

��� =
SF

′′′

ST
′′′ + SF

′′′
 

  هاو شکلنتایج  - 3

معادلات غیر خطی معمولی بدست آمده از روابط بقاي مومنتوم و 

صورت صورت همزمان با استفاده از شرایط مرزي مشخص بهانرژي به

 ،مقاله منظور اعتبار بخشی بهبه شد.حل α و  mعددي براي مقادیر 

همان  .مقایسه گردید] 12[ فنگ و همکاراننتایج بدست آمده با نتایج 

 از مدلسازي داراي نشان داده شده نتایج حاصل 3طور که در شکل 

 اعتبار و دقت قابل قبولی است.

  

  
 ]12[ و ھمکاران  Fangي نتایج مقاله ومده آنتایج بدست – 3شکل 

  جهت اعتبار سنجی 

 

 مومنتوم و پیوستگی معادلات بررسی به] 12[ فنگ و همکاران

 همان به توجه با که است آن بر سعی پژوهش این در .پرداختند

 به مومنتوم و پیوستگی معادلات حل بر علاوه] 12[مرجع  يهندسه

 تولید تحلیل ادامه در وود ش پرداخته نیز انرژي يمعادله بررسی

 مورد حرارتی و اصطکاکی بیژن بعد بی عدد دو بر اثرات آن و انتروپی

 .خواهد گرفت قرار مطالعه

ایش مقدار زنشان داده شده است اف 4همانطور که در شکل 

در ندارد.  ()′�بدون بعد  سرعتضخامت تاثیر چندانی بر پروفیل 

بیانگر شیب تغییرات پروفیل سرعت است که  ()′′�مقدار  5شکل 

تغییر  پروفیل سرعت mمقدار یا افزایش دهد با کاهش نشان می

  کند.میچندانی ن

  

 
  mپروفیل سرعت براي مقادیر مختلف  - 4شکل 
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 m مختلف مقادیر براي تغییرات پروفیل سرعت نرخ– 5شکل 

 

  =5/0در دهد که را نشان می � Qو  Qمقادیر  7و  6شکل 

رسم شده است. شرایط مرزي مناسب براي   mبراي مقادیر مختلف 

   این قسمت لحاظ شده است.

دهد. نشان میما دبر پروفیل  راm  مختلفمقادیر تاثیر 6شکل 

شدیدي در  سبب افزایش mکه افزایش پارامتر حاکی از آن است نتایج 

  شود.ضخامت لایه مرزي حرارتی می

  

 
 mپروفیل دما براي مقادیر مختلف  – 6شکل 

  

 ′ Qمقدار  ، با افزایش شودمشاهده می 7همانطور که در شکل 

هاي  mو براي  کندسمت صفر میل می به m=1.25, 1.5, 2براي 

توان نتیجه گرفت که از این شکل می .یابدتر مقدار آن کاهش میبزرگ

- می �Tدما سریع تر به هر چقدر پارامتر موثر بر ضخامت کمتر باشد 

   گیرد.بیشتر صورت میگرماي رسد و انتقال 

 

  
 mبراي مقادیر مختلف )  ′ Q نرخ تغییرات پروفیل دما ( – 7شکل 

  

) را براي مقادیر مختلف Nsهاي تولیدي (پروفیل نرخ آنتروپی 8شکل 

m با کاهش مقدار . همان طور که پیداست دهدنشان میm  تغییرات

 mبراي  F"()دلیل ثابت بودن مقدار به .انتروپی بیشتر خواهد بود

مرزي سرعتی تاثیر چندانی بر تغییرات انتروپی  هاي مختلف، لایه

تروپی بیشتر تغییرات انگویاست  7تا  4هاي همانطور که از شکلندارد. 

 است.مرزي حرارتی ناشی از تغییرات لایه 

  

 
  هاي تولیدينتروپیپروفیل نرخ ا – 8شکل 

  

کل بازگشت برگشت ناپذیر را بهگرما نرخ انتقال  حرارتی بیژنعدد 

ناپذیري ناشی از اصطکاك و انتقال حرارت براي جریان لایه مرزي آرام 

است که ضخامت صفحه  mتاثیر گذار مقدار  رپارامت. ]14[کندبیان می

 2هاي بزرگ تر از  mبراي پیداست دهد و همان طور که را تغییر می

- هاي کوچک تر به mکند ولی در روند افزایشی خود را حفظ می بیژن

 یابد وسپس بهکاهش می   =65/1دلیل بیشتر بودن ضخامت تا مقدار 

ناشی دهد بازگشت ناپذیري عمدتا کند که نشان میحرکت می 1سمت 

 از انتقال گرماست.

  

  
 حرارتی بیژنپروفیل عدد بر   mتاثیر مقادیر مختلف  – 9شکل 

  

همانطور را نشان داده است.  بیژن اصطکاکیپروفیل عدد  10شکل 

بیانگر مقدار بازگشت ناپذیري ناشی از بیژن اصطکاکی عدد که میدانیم 

رود تغییرات پس انتظار می باشد.کل بازگشت ناپذیري میاصطکاك به

باشد  حرارتی بیژنهمواره معکوس عدد بیژن اصطکاکی پروفیل عدد 

  گویاي این نتیجه است. 10که شکل 
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 بیژن اصطکاکیپروفیل عدد  بر  m مختلف مقادیر تاثیر – 10شکل 

  

  نتیجه گیري  - 4

تحلیل انتروپی جریان در لایه مرزي و انتقال گرماي  بهي حاضر مطالعه

 ، بدون با ضخامت متغیر صفحه تخت یک سیال لزج روي

سرعت پارامتر است.  پرداختهگرادیان فشار و در حال کشش غیر خطی 

. تاثیر کندمبدا تغییر می که نسبت بهاست کششی یک تابع توانی 

مورد بررسی قرار تغییرات ضخامت بر لایه مرزي سرعتی و حرارتی 

حرارتی و  بیژن گرفت. همچنین اثرات انتروپی تولیدي، اعداد بی بعد

مطالعه قرار مورد خنک کاري کیفی  عنوان معیاري از به اصطکاکی

با گرما کاهش نرخ انتقال  توان بهاز نتایج مهم کار حاضر می گرفتند.

تغییرات  دهدنتایج نشان میهمچنین  اشاره کرد. mافزایش مقدار 

بنابراین  مرزي حرارتی است. انتروپی بیشتر ناشی از تغییرات لایه

شود براي کاهش دماي یک صفحه تا دماي دلخواه به پیشنهاد می

منظور به حداقل رساندن بازگشت ناپذیري ها ، فرایند انتقال حرارت 

  طی چند مرحله انجام شود.

  

 نمادها -  5

 T توزیع دما

 p فشار

 Pr عدد پرانتل

 Ec عدد اکرت

 Re عدد رینولز

 U سرعت صفحه

 �� ظرفیت گرمایی ویژه

 F   (  -  )تابع بی بعد بر حسب 

 f  ( )تابع بی بعد بر حسب 

 x  فاصله از مبدا مختصات

 یونانی علائم 

  متغیر مستقل تشابهی

 �� بعدتغییرات دماي بی

 μ لزجت دینامیکی

 � لزجت سینماتیکی

 ρ چگالی

    متغیر تشابهی

   ضخامت دیواره پارامتر مرتبط به

 هازیرنویس 

 ٠ حالت اولیه

 gen تولیدي

 w دیواره

 ∞ آزاد سیال
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