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  چکیده 

باشد. این هاي ناچیز بسیار متداول بوده و مورد بررسی بسیاري از محققان فناوري نانو میدر مقیاس نانو، استفاده از نانوتیرهاي مرتعش در کاربرد حسگر جرم

پردازد. بدین منظور، دینامیکی و ارتعاشی نانوتیرهاي حسگر جرم در مودهاي مختلف ارتعاشی با در نظر گرفتن اثر ابعاد در مقیاس نانو میمقاله به تحلیل 

ه غیرمحلی استخراج الاستیسیتنظریه معادلات حاکم بر ارتعاش عرضی یک نانوتیر با در نظر گرفتن اثر ابعاد و جرم حسگر در فاصله دلخواه از تیر و با استفاده از 

حسگر جرم  شود. با استفاده از اصل همیلتون، معادلات نهایی و شرایط مرزي نانوتیر حسگر جرم بدست آمده و از روش تحلیلی، مشخصات فرکانسی نانوتیرمی

دهد که ویژگی سازي می شود. نتایج نشان میشبیهآید. سپس اثر ابعاد و جرم حس شده بر رفتار فرکانسی نانوتیر به ویژه در مودهاي بالاتر ارتعاشی دست میبه

شود که اثر . همچنین مشاهده میحایز اهمیت استمودهاي بالاتر ارتعاشی  لذا کاربرد نانوتیر حسگر جرم درحسگر جرم نانوتیر در مودهاي بالاتر افزایش یافته و 

  بیشتر از تابع شکل مود نانوتیر است.          طبیعی بر فرکانسپوشی بوده و این اثرات ابعاد در مودهاي بالاتر ارتعاشی غیرقابل چشم

 اثر ابعاد، مود بالا. غیر محلی، نانوتیر، حسگر جرم، ارتعاش،  :کلیدي هايواژه

   

  

Vibration Analysis of Mass Sensing Nanobeams at Higher Modes with Consideration of 
Size Effects in Nano-Scales  

   

Faculty of Mechanics, Malek Ashtar University of Technology, Iran.   M. Nazemizadeh  
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Abstract   
In Nano-scales, the application of nanobeams as sensors of infinitesimal masses is widespread and they been studied by many 
researchers in nanotechnology. This paper analyzes dynamics and vibration of mass sensing nanobeams in various vibrational 
modes, taking into account the size effects in nano-scales. To do this, the governing equations for the transverse vibration of a 
nanotube are derived by considering size effects and an added mass at the arbitrary distance from the beam using the nonlocal 
elasticity theory. Employing the Hamilton principle, final equations and boundary conditions of the mass sensing nanobeam are 
obtained. Using the exact method, the frequency characteristics of the mass sensing nanobeam are obtained. Then, The size effects 
and mass sensing on the frequency behavior of the nonlocal nanobeam are simulated especially at higher modes of vibration. The 
obtained results show that the mass sensor feature of the nanobeam has increased at higher modes and therefore higher vibrational 
modes should be carefully studied. It is also observed that size effects at the higher vibrational modes are inventible, and these 
effects on the frequency are greater than the mode shapes of the nanobeam. 

Keywords: Nanobeam, Mass Sensor, Vibration, Non-local, Size effect, Higher modes.  

   

 

  مقدمه  - 1

از دیرباز تیرهاي مکانیکی در بسیاري از سازه هاي مهندسی 

توجه به گیرند. همچنین با صورت گسترده مورد کاربرد قرار می به

ساخت و تولید، ساخت و کاربرد  هايفناوريهاي چشمگیر در پیشرفت

- تیرهاي کوچک با ابعاد میکرو/نانو در دو دهه گذشته در تمامی زمینه

-]. امروزه تیرهاي کوچک به4- 1هاي مهندسی گسترش یافته است [

علت خصوصیات ویژه نظیر جرم ناچیز، ابعاد کوچک، ساخت آسان و 

هاي مقیاس عنوان عضو اصلی در سیستمس بالا، بهعملکرد فرکان

هاي مهم ]. یکی دیگر از ویژگی5شوند [میکرو/نانو شناخته می

ها ناشی از خاصیت میکرو/نانوتیرها مربوط به جابجایی و تغییر شکل آن

باشد. این برتري از ناتوانی ساخت مفاصل در ها میالاستیک این سیستم

هاي ها را در سیستما کاربرد آنمقایس کوچک ناشی شده و لذ

]. بنابراین تیرهاي مقیاس 6نانوتکنولوژي حایز اهمیت کرده است [

هاي نظیر میکروسکوپ فناوري هاي نانوکوچک در بسیاري از کاربرد

ها به عنوان سازه مقیاس نانو، نانو رزوناتورها، نانو حسگرها و نانومحرك

ن در دو دهه اخیر تحقیقات ]. بنابرای9- 7کنند [اصلی نقش ایفا می

  زیادي بر عملکرد تیرهاي مقیاس کوچک انجام شده است. 

] به تحلیل مکانیکی نانوتیر میکروسکوپ نیروي اتمی 10طاهري [

هاي مختلف اصطکاکی در مجاورت سطح با در نظر گرفتن مدل

پرداختند. او به مدلسازي دقیق سیستم پرداخته و با در نظر گرفتن 

لف تماسی نانوتیر با سطح به تحلیل نانوتیر پرداخت. لیو هاي مختمدل

] به تحلیل استاتیکی و کمانش یک نانوتیر کربنی 11و همکارانش [

گیري مشخصات ها اثر ناپایداري استاتیکی بر اندازهپرداختند. آن

ها از مود استاتیکی مکانیکی تیرنانو را بررسی کردند. اگر چه آن

علت محدودیت جابجایی و خیز تیرها در د، اما بهنانوتیرها استفاده کردن
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مقیاس کوچک، در کاربردهاي عملی اکثر نانوتیرها در مود دینامیکی و 

 دینامیکی تحلیل به] 12[ همکارانش و روند. دمیرارتعاشی به کار می

 عددي روش از هاآن. پرداختند برش اثرات گرفتن نظر در با نانوتیر یک

 هايفرکانس و پرداخته نانوتیر بر حاکم ارتعاشی معادلات حل براي

 یک ارتعاشات] 13[ دیگران و ژیانگ. آوردند دستبه را سیستم طبیعی

 هاآن. را بررسی کردند الاستیک محیط نیروهاي با شده تحریک نانوتیر

 نظیر متعددي پارامترهاي به نانوتیر طبیعی هايفرکانس که نشان دادند

 آنالیز به] 14[ طاهري .دارد بستگی محیط مشخصات و تیر ابعاد

 با کربنی نانوتیرهاي مکانیکی رفتار بر ابعادي پارامترهاي حساسیت

 به را نیرو او. پرداخت سوبل حساسیت آنالیز آماري روش از استفاده

 معرفی اتمی نیروي میکروسکوپ نانوتیر عملکرد در مهم پارامتر عنوان

 ارتفاع و ضخامت طول، نظیر ورودي مختلف پارامترهاي اثر و کرد

 قرار مطالعه مورد حساسیت آنالیز از استفاده با آن عملکرد بر را نانوتیر

  .داد

سازي مکانیکی و تحلیل تیرهاي لاگرچه مراجع بیان شده به مد

اند، اما توانایی الاستیسیته کلاسیک پرداختهنظریه کوچک بر اساس 

هاي مقیاس کوچک با انجام در تشریح مکانیک سیستم نظریهاین 

سازي مولکولی مورد تردید زیادي قرار گرفته آزمایشات تجربی و شبیه

]. در حقیقت در مقیاس کوچک، خصوصیات و رفتار 17- 15است [

الاستیک  نظریهها بوده که مکانیکی میکرو/نانوتیرها وابسته به ابعاد آن

کوچک نیست  کلاسیک قادر به اعمال و تفسیر اثر ابعاد در مقیاس

]. از طرفی انجام آزمایشات تجربی در مقیاس میکرو/نانو بسیار 17[

هاي الاستیسیته نظریهباشد. لذا در چند دهه اخیر دشوار و هزینه بر می

هاي مقیاس مرتبه بالاتر به منظور تحلیل استاتیکی و دینامیکی سیستم

اشته و مورد کوچک ارائه شده که توانایی در نظر گرفتن اثر ابعاد را د

] به تحلیل 18توجه بسیاري از محققان علم نانو قرار گرفته است. در [

شد. الاستیسیته سطح پرداخته  نظریهاستاتیکی نانوتیرها با استفاده از 

با حل دقیق معادلات حاکم بر سیستم، اثرات سطح بر خیز نانوتیرها 

] به تحلیل ارتعاشی 19مورد بررسی قرار گرفت. ایلیشاکوف و دیگران [

بیولوژیکی با استفاده از اثرات تنش سطح  حسگرنانوتیر کربنی با کاربرد 

اصیت ها نشان دادند که اثر ابعاد بر رفتار دینامیکی و خپرداختند. آن

 اصلاح کوپل تنشنظریه ] از 20حسگري نانوتیر بسیار موثر است. در [

 با صفحه نانو رفتار ارتعاشی بر گرما اثر شده براي مدلسازي و بررسی

دما و  تغییر که استفاده شد و نشان داده شد شده بندي درجه ساختار

شرایط مرزي مختلف  در سیستم طبیعی فرکانس پارامترهاي ابعادي بر

  گذار است.اثر

 نظریه بالاتر، مرتبه الاستیسیتههاي نظریه میان در طرفی از

] 22- 21[ ارینگن توسط بار اولین براي که غیرمحلی پیوسته مکانیک

 علم محققان از بسیاري توجه است توانسته است شده معرفی

نظریه ] 23[ همکارانش و پدیسون. است کرده جلب را فناورينانو

 نشان و بردند بکار را نانوتیر سازيمدل براي غیرمحلی الاستیسیته

 کاربردهاي در مفیدي نقش غیرمحلی الاستیسیته نظریه که دادند

 غیرمحلی الاستیسیتهنظریه  از ]24در [. کندمی ایفا فناورينانو/میکرو

 ثابت سر دو غیرمحلی تیرهاي ارتعاش و خمش معادلات استخراج براي

 تکیه با تیر کمانش تحلیل به] 25[ دیگران و ژانگ. کردند استفاده

 الاستیسیته نظریه اساس بر محوري نیروي معرض در ضعیف گاههاي

 کمانشی بار بر شده تضعیف اتصالات و ابعاد اثر آنها. پرداختند غیرمحلی

 بر کوچک ابعاد اثر بررسی به] 26[ آیدوگ. کردند بررسی را نانوتیر

 غیرمحلی الاستیسیته نظریه اساس بر هانانومیله طولی ارتعاشات

 تعیین براي فرکانسی معادله یک مسئله، دقیق حل با هاآن. پرداختند

 وانگ. دادند ارائه یکسرگیردار و دوسر هاينانومیله  طبیعی هايفرکانس

 و ضخیم نانوتیرها/میکرو آزاد ارتعاشات فرمولاسیون] 27[ دیگران و

 ابعاد اثر و داده ارائه غیرمحلی الاستیسیتهنظریه  با شده مدل کوتاه

 .کردند بررسی تیر طبیعی فرکانس بر را برشی شکل تغییر و کوچک

نظریه  از استفاده با صفحات نانو تحلیل به] 28[ استبرق رئیسی

 و شعاع همچون مختلفی عوامل تاثیر او. پرداخت محلی غیر الاستیسیته

 مکانیکی رفتار روي بر مرزي شرایط همچنین و صفحه نانو ضخامت

 کوچک، مقیاس در ابعاد اثر اهمیت بیان با او. کرد بررسی نانوصفحه

 بحرانی بارهاي و طبیعی هايفرکانس بر کوچک مقیاس اثرات

 تحلیل به] 29[ نژاد بختیاري و زاده ناظمی. کرد بررسی را نانوصفحات

 هاآن. پرداختند پیزوالکتریک لایه داراي نانوتیرها/میکرو آزاد ارتعاشات

 نشان و کرده بررسی غیرمحلی تیر خطی ارتعاش رفتار بر را ابعاد اثر

 دینامیکی رفتار بر پوشیچشم قابل غیر اثر غیرمحلی پارامتر که دادند

] به ارائه یک فرمول بندي عمومی 30ها [همچنین آن . دارد نانوتیر

براي محاسبه فاکتور کیفیت نانوتیرهاي مرتعش در مجاورت هوا 

 ارتعاش و خمش فرمولاسیون ارائه به] 31[ دیگران و تايپرداختند. 

 نظر در با ابعاد اثر و برشی تغییر شکل اثرات گرفتن نظر در با نانوتیر

 تحلیلی پاسخ سپس. پرداختند غیرمحلی الاستیسیته تئوري گرفتن

 بررسی نانوتیر مکانیکی رفتار بر ابعاد اثر و گردیده ارائه حاکم معادلات

 و آزاد ارتعاشات تحلیل به] 32[ همکارانش و طرابلسی همچنین. شد

 از استفاده با هاآن. پرداختند الاستیک بستر بر غیرمحلی نانوتیر اجباري

 غیرمحلی تیر بر حاکم معادلات حل به تربیعی دیفرانسیلی روش

  .پرداختند آن ارتعاشی رفتار بر رفتار اثر بررسی به و پرداخته

ارتعاشی نانوتیر حسگر جرم در مودهاي در  مقاله کنونی، تحلیل 

اهمیت شود. بالا با در نظر گرفتن اثر ابعاد در مقیاس نانو انجام می

بررسی جرم افزوده شده بر نانوتیر حسگر در مودهاي بالاتر از این لحاظ 

گیرد تا بررسی شود که حساسیت شناسایی جرم مورد مطالعه قرار می

مودهاي بالاتر بیشتر خواهد شد  شده بر اساس تغییر فرکانس درحس

نانوتیر با در نظر گرفتن اثر ابعاد و جرم یا خیر. لذا در این تحقیق، 

نظریه حسگر در فاصله دلخواه از تیر در نظر گرفته شده و از 

شود. الاستیسیته غیرمحلی براي مدلسازي دینامیکی نانوتیر استفاده می

ستم، انرژي جنبشی و براي استخراج معادلات ارتعاشی حاکم بر سی

کرنش سیستم بیان و با استفاده از اصل همیلتون، معادلات نهایی و 

شرایط مرزي نانوتیر غیرمحلی با شرایط مرزي یکسرگیردار استخراج 

شود. سپس با استفاده از حل تحلیلی، معادله فرکانسی نانوتیر با می

با آید. دست میصورت یک رابطه جبري بهلحاظ جرم حس شده به

استفاده از حل عددي، فرکانس طبیعی در مودهاي مختلف نانوتیر 

بدست آمده و اثر جرم حس شده و پارامتر غیرمحلی بر رفتار فرکانسی 

- آن بررسی می شود. همچنین اثر ابعاد و جرم حس شده بر مود شکل

شود. این اثرات در مودهاي بالا هاي نانوتیر و در مودهاي بالا بررسی می

یشتري بررسی می گردد تا کاربرد و کارایی حسگر جرم با در با دقت ب

نظر گرفتن مودهاي بالاتر با در نظر گرفتن تغییرات فرکانس و مود 

  شکل مورد مطالعه قرار گیرد.      
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  بیان مسئله  -2

در این بخش، ابتدا یک نانوتیر حسگر جرم یکسرگیردار با جرم 

ن داده شده و سپس با حس شده در فاصله دلخواه از تکیه گاه نشا

در آید. استفاده از اصل همیلتون معادله ارتعاشی حاکم بر آن بدست می

کرنش -استخراج معادلات ارتعاشی نانوتیر فرضیات شامل: رابطه تنش

برنولی - غیرمحلی، عدم لحاظ اثرات غیرخطی و مدل تیر غیرمحلی اویلر

نشان داده شده نانوتیر یکسرگیردار  1در شکل شود. در نظر گرفته می

  است. 

   

 
  نانوتیر یکسرگیردار با حسگر جرم -1شکل 

  
...، موقعیت  ℎ،  ضخامت �، وعرض �مشخصات نانوتیر برابر با: طول

است. با در نظر گرفتن ارتعاشات عرضی نانوتیر در  ���جرم متمرکز 

، جابجایی هر نقطه دلخواه از مقطع عرضی نانوتیر به zراستاي محور 

 Wو  Uبه ترتیب برابر با  zو  xاز تارخنثی در راستاي محور  zفاصله 

  نشان داده شده و برابر است با:

)1(  U = −z
∂w�(x, t)

∂x
    and   W = w� (x, t) 

�wکه در رابطه بالا،  (x, t)  برابر با جابجایی عرضی تار خنثی نانوتیر در

  است. tزمان 

دست آوردن معادلات حاکم بر سیستم، اصل همیلتون به براي به

  شود: صورت زیر در نظر گرفته می

)2(  � (dT − dU + dW�.�) = 0
�

��

 

به ترتیب انرژي جنبشی، انرژي پتانسیل و کار نیروي  �.�Wو  T ،Uکه 

  خارجی سیستم است.

  باشد:) می3انرژي جنبشی سیستم برابر با رابطه (

)3(  

T =
1

2
�r�

�
�

∂w�

∂t
�

�

dV�� +
1

2
M� � �

∂w�(L�� , t)

∂t
�

� 

���

 

=
1

2
� r�

�
A�� �

∂w�

∂t
�

�

dx +
1

2
M� � �

∂w�(L�� , t)

∂t
�

��

�

 

�rکه در آن 
�

 ���باشد و  ترتیب چگالی جرم و حجم نانوتیر میبه ���و  

  باشد.  جرم افزوده شده بر روي نانوتیر می

) محاسبه 4همچنین، انرژي پتانسیل سیستم برابر با رابطه (

  شود: می

)4(  U =
1

2
�s���,�e��dV��

 

��

 

است. همچنین ترم  xتنش  غیرمحلی نانوتیر در امتداد محور  �,���sکه 

  غیرصفر کرنش نانوتیر، کرنش محوري بوده و برابر است با:

)5(  e�� = −z
∂�w� (x, t)

∂x�
 

ر محلی بدست الاستسیته غی نظریهبر اساس  از طرفی تنش در نانوتیر

مکانیک پیوسته غیرمحلی فرض این است که تانسور  نظریهآید. در می

تنها به تانسور کرنش همان نقطه،  نه  ⃗�تنش غیرمحلی در نقطه مرجع 

   ].22-21بلکه به جابجایی و کرنش تمام نقاط جسم بستگی دارد [

رابطه اساسی تنش غیرمحلی پیشنهاد شده توسط ارینگن در شکل 

  :]22انتگرالی برابر است با [

)6(  s���(r⃑) = �a(|r⃑ − r⃑�|)s��(r⃑�)dV�(r⃑�)

 

�

 

تابع کرنل غیر محلی،  (|⃑�|)aتانسور تنش غیرمحلی،  ���sکه در آن 

نشان دهنده موقعیت هر نقطه   �⃑�بردار موقعیت نقطه مرجع و  ⃑�

برابر با تانسور تنش محلی است که  ��sباشد. علاوه بر این  دلخواه می

      براي یک جسم همگن همسان برابر است با:

)7(  s�� = E�����e�� 

تانسور کرنش  ��eتانسور سختی الاستیک و  ������)، 7در رابطه (

) 6توان بجاي معادله انتگرالی ( است. همچنین ارینگن نشان داد که می

  ]:22از یک رابطه دیفرانسل معادل بصورت زیر استفاده کرد [

)8(  �1 − m�Ñ��s��� = s�� 

 شده تعریف مقیاس ضریب عنوان به  و لاپلاس عملگر � Ñ آن در که

   .است کوچک مقیاس هايو بیانگر وابستگی به اندازه در سیستم است

) فرم دیفرانسیلی تانسور 8) در رابطه (7سپس با جایگذاري رابطه (

  شود: زیر ارائه می شکلتنش غیر محلی به 

)9(  �1 − m�Ñ��s��� = E�����e�� 

صورت معادله توان به ) را می9معادله (همچنین شکل یک بعدي 

  ) بازنویسی کرد:10(

)10(  �1 − m�
∂�

∂x�
�s���,� = E��e�� 

  مدول یانگ نانوتیر است. ���که در آن 

) و سپس با جایگذاري در 10) در (5معادله (اکنون با جایگذاري 

  شود: )، معادله انرژي کرنش مطابق با رابطه زیر حاصل می4معادله (

)11(  U =
1

2
� �M� �,�

∂�w�(x, t)

∂x�
� dx

��

�

 

) در نظر 12گشتاور غیرمحلی نامیده و برابر با رابطه (  �,���که در آن 

  شود:گرفته می

)12(  M� �,� = − �s���,�zdA��

 

���

 

  شود:همچنین کار نیروي خارجی بصورت زیر محاسبه می

)13(  W�.� =
1

2
� ��̅ − f����w� (x, t)dx

�

�

 

نیروي   ���fوارد بر نانوتیر و برابر با نیروي خارجی  ̅�که در آن 

  است. لزجتاستهلاك 

) در اصل همیلتون، 13) و (11)، (3بنابراین با جایگذاري معادلات (     

  آید:)، معادلات حرکت و شرایط مرزي بصورت زیر بدست  می2معادله (

)14(  r�
��

A���

∂�w�(x, t)

∂t�
+ f̅ =

∂�M� �,�

∂x�
 

  

)15(  
x = 0 ∶  w�(0, t) = 0     and   

∂w�(0, t)

∂x
= 0 

x = L ∶  M� �,� = 0     and   
∂M� �,�

∂x
= 0 

  شود:که در آن جرم معادل سیستم بصورت زیر بیان می

)16(  r�
��

A��� = r�
�

A�� + M� �(x − L��
) 

) در هر مقطع نانوتیر، 11) و (10علاوه بر این، با ترکیب معادلات (
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  آید:رابطه زیر بدست می

)17(  M� �,� − m�
∂�M� �,�

∂x�
= −E��I̅�

∂�w�

∂x�
 

I̅که در آن 
ممان اینرسی سطح مقطع بوده و به صورت زیر در نظر   �

  شود:گرفته می

)18(  I̅
� = � z�

 

���

dA�� 

  ) خواهیم داشت:17) در (15با جایگذاري معادله (

)19(  M� �,� = −E��I�̅

∂�w�(x, t)

∂x�
+ m� �r�

��
A���

∂�w�(x, t)

∂t�
+ f�̅ 

)، معادله حاکم بر 19) و (16)، (15همچنین، با استفاده از معادلات (

ارتعاشات عرضی نانوتیر داراي جرم حسگر و شرایط مرزي غیرمحلی را 

  صورت زیر نشان داد:توان بهمی

)20(  
�1 − m�

∂�

∂x�
� �r�

��
A���

∂�w�(x, t)

∂t�
� + 

∂�

∂x�
�E��I̅�

∂�w�(x, t)

∂x�
� + f̅ �1 − m�

∂�w� (x, t)

∂x� ∂t
� = 0 

  

)21(  

x = 0 ∶ 

 w�(0, t) = 0     and   
∂w� (0, t)

∂x
= 0 

x = L ∶ 

  −E�bIb̅

∂2w�(x, t)

∂x2
+ m2r�

eq
A�eq

∂2w�(x, t)

∂t2
= 0 

∂

∂x
�−E��I�̅

∂�w� (x, t)

∂x�
+ m�r�

��
A���

∂�w�(x, t)

∂t�
� = 0 

) مربوط به جابجایی و 21شرایط مرزي داده شده توسط معادله (

�شیب صفر در  = و همچنین، گشتاور غیرمحلی و نیروي برشی  0

xعرضی صفر در  = L است.  

   

  پاسخ تحلیلی مسئله  - 3

در این بخش، در ابتدا معادلات ارتعاشی حاکم بر نانو تیر حسگر 

شود. براي بدون بعد سازي معادلات، از تغییر بعد سازي میجرم بی

�xمتغیر  =
�

�
استفاده شده و معادله حاکم بر ارتعاشات نانوتیر با لحاظ  

  تغییر متغیر برابر است با:

)22(  

E��I̅�

L�

∂�w�(x�, t)

∂t�
+ r�

��
A���

∂�w� (x�, t)

∂t�
− 

m�r�
��

A���

∂�w� (x�, t)

∂x�� ∂t�
= 0 

,�w�(xدر حالت کلی پاسخ ارتعاشی سیستم برابر  t) = w� (x�)e�w�  

�bشود و با فرض در نظر گرفته می =
r���������w�

����̅�
ارتعاشی ، معادله 

  نانوتیر غیرمحلی در حوزه مکان برابر است با:

)23(  d�W� (x�)

dx��
+ m�b� d�W� (x�)

dx��
− b�W� (x�) = 0 

براي حل دقیق ارتعاشات نانوتیر با جرم حس شده در فاصله 

، تیر را به دو بخش از سرگیردار تا محل جرم افزوده شده و ��Lدلخواه 

از محل جرم افزوده تا انتهاي آزاد تیر تقسیم کرده و جابجایی عرضی 

,�W��(xهر قسمت را به ترتیب  t)  وW��(x�, t) گیریم. در این در نظر می

) بیان 24صورت معادله (به ي در دو انتهاي نانوتیرصورت شرایط مرز

  شود:  می

)24(  

x� = 0 ∶  

W��(0) = 0     and   
∂W��(0)

∂x�
= 0 

x� =
L

L
= 1 ∶ 

d�W��(1)

dx��
+ m�b�W� �(1) = 0 

d�W��(1)

dx��
+ m�b� ∂W� �(1)

∂x�
= 0 

همچنین، شرایط سازگاري حاکم بر دو طرف نانوتیر در محل قرارگیري 

  شود:: ) بیان می25صورت معادله (جرم حس شده به

)25(  

x� =
���

�
= L��     

W��(L��) = W��(L��)     and     
∂W�(L��)

∂x�
=

∂��� �L���
�

∂x�
 

M� = M� ∶ 
∂�W��(L��)

∂x��
+ m�b�W��(L��) −

∂�W��(L��)

∂x��
− 

m�b�W��(L��) = 0 

V� − V� = M�

∂�W� (L��)

∂t�
 ∶ 

∂�W��(L��)

∂x��
+ m�b� ∂W� (L��)

∂x�
+

M�

r�
��

A���

∂�W� �(L��)

∂x��
− 

∂�W��(L��)

∂x��
− m�b� ∂W� (L��)

∂x
= 0 

و  R)، نسبت جرم افزوده شده به جرم نانوتیررا با پارامتر 25در معادله (

  شود:بیان می )26صورت رابطه (به

)26(  R =
M�

r�
��

A���L
 

) حاکم بر روابط 23اکنون از حل عمومی معادله دیفرانسیل (

دو  ارتعاشی نانوتیر در حوزه مکان، پاسخ تابع شکل مود هر یک از

  شود:) حاصل می27بخش نانوتیر برابر با رابطه (

)27(  W� = A� sin(hx�) + B� cos(hx�) + C� sinh(lx�) + 
D� cosh(lx�) 

   برابر است با: و  )، پارامترهاي بدون بعد 27در رابطه (

)28(  

h� =
mb�

2
+ �

m�b�

4
+ b� 

l� = −
mb�

2
+ �

m�b�

4
+ b� 

 

هاي ) در پاسخ25) و سازگاري (24اکنون چنانچه شرایط مرزي (

  شود:فرکانس زیر حاصل می) جایگذاري شود، ماتریس 29(

)29(  [[K�]�´� [K�]�´� ⋯ [K�]�´� [K�]�´�]�´�

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
A�

B�

C�

D�

A�

B�

C�

D�⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

= 0 

)، از روابط زیر بدست 29هاي ماتریس ضرایب در رابطه (که ستون

  آید: می

)30(  

K� =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

0
h

sin(hL��)

h cos(hL��)

− sin(hL��) �h� − b�m��

Rb� sin(hL��) − h� cos(hL��) + b�hm� cos(hL��)
0
0 ⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

K� =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

1
0

cos(hL��)

−h sin(hL��)

− cos(hL��) �h� − b�m��

h�sin(hL��) + Rb�cos(hL��) − b�hm� sin(hL��)
0
0 ⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤
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K� =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

0
l

sinh(lL��)

l cosh(lL��)

sinh(lL��) �b�m� + l��

Rb� sinh(lL��) + cosh(lL��) �l� + b�lm��

0
0 ⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

K� =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

1
0

cosh(lL��)

l sinh(lL��)

cosh(lL��) �b�m� + l��

Rb� cosh(lL��) + sinh(lL��) �l� + b�lm��

0
0 ⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

K� =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

0
0

− sin(hL��)

−h cos(hL��)

sin(hL��) �h� − b�m��

h cos(hL��)�h� − b�m��

− sin()�h� − b�m��

−h cos() �h� − b�m�� ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

   

K� =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

0
0

− cos(hL��)

h sin(hL��)

cos(hL��)�h� − b�m��

−h sin(hL��) �h� − b�m��

− cos() �h� − b�m��

h sin(hL��) �h� − b�m�� ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

K� =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

0
0

− sinh(lL��)

−l cosh(lL��)

− sinh(lL��) �b�m� + l��

−l cosh(lL��) �b�m� + l��

sinh(l) �b�m� + l��

h cosh(l) �b�m� + l�� ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

K� =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

0
0

− cosh(lL��)

−l sinh(lL��)

− cosh(lL��)�b�m� + l��

−l sinh(lL��) �b�m� + l��

cosh(l) �b�m� + l��

l sinh(l) �b�m� + l�� ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

 

)، معادله 29گیري از ماتریس ضرایب رابطه (اکنون با دترمینان

- همچنین از حل معادله فرکانسی، فرکانسشود. فرکانسی حاصل می

  آید.هاي طبیعی و سپس شکل مودهاي سیستم بدست می

   

  شبیه سازي و نتایج  - 4

هاي مختلف به تحلیل فرکانسی نانوتیر در این بخش با شبیه سازي

شود. مشخصات فیزیکی و حسگر جرم در مودهاي بالاتر پرداخته می

  : استبیان شده 1هندسی نانوتیر در جدول 

  
 
 
  

  مشخصات هندسی و فیزیکی نانوتیر حسگر جرم -1 جدول

 مشخصات مقدار

90 (nm) L 

20  (nm) b 

10 (nm) h 

2330 (��/��) r 

107 (Gpa) E 

   

سازي و کدنویسی انجام شده  در ابتدا به منظور صحت سنجی مدل

بدون جرم حس شده، فرکانس  در حالت براي فرکانس طبیعی نانوتیر

سرگیردار با مقادیر ارائه شده در مرجع  طبیعی اول بدون بعد نانوتیر یک

  مقایسه می شود. 2در جدول ] 24[

   

  ]24مقایسه فرکانس طبیعی اول تحقیق کنونی و مرجع [ -2 جدول

R  m 24مرجع [ تحقیق کنونی[  

٨٧  ٠  ٠۵٨٧ ١/١۵١/١ 

 ٨٧٩١/١  ٨٧٩٢/١  ١/٠ 
 ٨٩١٧/١  ٨٩١٩/١  ٢/٠ 

  

محلی حسگر جرم در نانوتیر بدون بعد همچنین فرکانس طبیعی 

  مقایسه شده است. ]33[ مرجع و باه ارائ مودهاي اول و دوم ارتعاشی

  

  

  بدون بعد نانوتیر محلی حسگر جرم فرکانس طبیعی  -3 جدول

 R  مود ارتعاشی  تحقیق کنونی  ]33[مرجع 

  01/0  اول  8568/1  852/1

  دوم  6498/4  650/4

  1/0  اول  7228/1  723/1

  دوم  3996/4  399/4

  

 تحقیقشود، نتایج ارایه شده در این همانطور که مشاهده می

   .دارد]33[تطبیق مناسبی با نتایج ارایه شده در مرجع 

پارامتر غیرمحلی بر فرکانس طبیعی در شبیه سازي اول، اثر ابعاد و 

نانوتیر داراي جرم حس شده مختلف در انتهاي آن، در مودهاي 

، مقادیر فرکانس 4شود. در جدول ارتعاشی اول تا سوم بررسی می

 جملاتازاي هاي حس شده متفاوت در انتهاي نانوتیر بهطبیعی در جرم

  ه است: غیرمحلی مختلف، بر حسب مگا هرتز محاسبه و ارائه شد

  

  فرکانس طبیعی نانوتیر داراي حسگر جرم بر حسب مگاهرتز -4 جدول

��� =1 

 m  R  مود اول  مود دوم  مود سوم

715/23  

460/22  

628/19  

643/16  

150/14  

470/8  

332/8  

949/7  

396/7  

756/6  

352/1  

353/1  

357/1  

365/1  

376/1  

0  

05/0  

1/0  

15/0  

2/0  

  

  

0  
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884/20  

844/19  

461/17  

894/14  

697/12  

182/7  

076/7  

782/6  

354/6  

856/5  

066/1  

067/1  

070/1  

074/1  

080/1  

0  

05/0  

1/0  

15/0  

2/0  

  

  

15/0  

379/20  

336/19  

045/17  

539/14  

389/12  

862/6  

762/6  

484/6  

082/6  

615/5  

952/0  

953/0  

955/0  

958/0  

962/0  

0  

05/0  

1/0  

15/0 

2/0  

  

  

25/0  

  

873/19  

886/18  

623/16  

179/14  

076/12  

497/6  

404/6  

144/6  

770/5  

336/5  

775/0  

775/0  

776/0  

778/0  

781/0  

0  

05/0  

1/0  

15/0  

2/0  

  

  

5/0 

  

   

شود، اثر ابعاد و افزایش ترم مشاهده می 3همانطور که در جدول 

غیرمحلی در تغییر فرکانس اول نانوتیر ناچیز بوده و این تاثیر با افزایش 

یابد. همچنین در مود ارتعاشی اول، شده کاهش مینسبت جرم افزوده 

تغییرات فرکانسی تحت اثر جرم حسگر ناچیز بوده و لذا حساسیت 

نانوتیر ارتعاشی حسگر جرم ناچیز است. در حالیکه در مودهاي ارتعاشی 

بالاتر، اثر جرم افزوده شده بر فرکانس طبیعی نانوتیر بیشتر بوده و لذا 

یابد. همچنین با افزایش مودهاي فزایش میحساسیت حسگري نانوتیر ا

ارتعاشی، اثر ابعاد و ترم غیرمحلی بر فرکانس حایز اهمیت بوده و باعث 

شود. علت این امر آن است که در کاهش فرکانس طبیعی سازه می

هاي ماده به الاستیسیته کلاسیک فرض بر آن است که اتم نظریه

الاستیسیته  نظریهیکه در اند در حالصورت صلب به یکدیگر متصل شده

هاي ماده در یک محیط ماتریسی الاستیک و با فرض غیرمحلی اتم

الاستیسیته  نظریهاتصال فنري به یکدیگر متصل هستند. لذا در 

غیرمحلی، سختی سازه نانو کمتر بوده و  فرکانس طبیعی کاهش یافته 

  است.    

اي اول و سازي دوم اثر پارامتر غیرمحلی بر شکل مودهدر شبیه

هاي مختلف نشان ازاي جرمدوم براي نانوتیر حسگر جرم در انتها به

ازاي تابع شکل مود اول نانوتیر حسگر جرم به 2شود. در شکل داده می

  شود:نشان داده می آنجرم حس شده مختلف در انتهاي 

  

  
انتهاتابع شکل مود اول نانوتیر حسگر جرم در  -2شکل   

غیرمحلی،  جملهشود، با افزایش دیده می 2همانطور که در شکل 

یابد، اما این اثر با افزایش جرم حسگر دامنه شکل مود اول افزایش می

یابد. از طرفی با افزایش جرم حسگر، دامنه شکل مود کاهش کاهش می

یابد. علت در این است که با افزایش جرم انتهایی، اینرسی انتهایی می

- نانوتیر حسگر جرم افزایش یافته و باعث کاهش دامنه انتهاي تیر می

  شود. 

- تابع شکل مود دوم نانوتیر حسگر جرم به، 3همچنین در شکل 

  شود:ازاي جرم حس شده مختلف در انتهاي نانوتیر نشان داده می

  

  
  تابع شکل مود دوم نانوتیر حسگر جرم در انتها -3شکل 

شود، در مود دوم ارتعاشی، با دیده می 3همانطور که در شکل 

غیرمحلی، دامنه شکل مود افزایش یافته و این افزایش در  جملهافزایش 

مقایسه با مود اول ارتعاشی بیشتر است. علت افزایش دامنه شکل مود 

غیرمحلی باعث کاهش سختی نانوتیر شده و لذا  جملهآن است که 

اشی را به همراه دارد. از طرفی با افزایش جرم حسگر، افزایش دامنه ارتع

یابد. علت در این است که با افزایش جرم دامنه شکل مود کاهش می

انتهایی، اینرسی انتهایی نانوتیر حسگر جرم افزایش یافته و باعث 

شود که با شود. همچنین مشاهده میکاهش دامنه انتهاي نانوتیر می

غیرمحلی بر شکل مود نانوتیر کاهش  ملهجافزایش جرم حس شده، اثر 

  یابد.می

ازاي مقدار جرم سازي سوم اثر ابعاد و پارامتر غیرمحلی بهدر شبیه

هاي مکانی مختلف بر روي نانوتیر بررسی حس شده ثابت در موقعیت

سه فرکانس طبیعی اول نانوتیر را بر حسب مقدار  5شود. جدول می

 جملهف بر روي نانوتیر به ازاي جرم حس شده ثابت در موقعیت مختل

  دهد.غیرمحلی مختلف نشان می

   

اثر تغییر موقعیت حسگر جرم روي نانوتیر بر  فرکانس  -5 جدول

  ارتعاشی مودهاي اول تا سوم بر حسب مگاهرتز

� =  5/0  

 ��� m  مود اول  مود دوم  مود سوم

584/17  

020/17  

600/15  

854/13  

175/12  

175/7  

099/7  

878/6  

541/6  

122/6  

339/1  

340/1  

344/1  

352/1  

362/1  

0  

05/0  

1/0  

15/0  

2/0  

  

25/0  
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710/23  

454/22  

613/19  

609/16  

086/14  

251/6  

211/6  

093/6  

907/5  

665/5  

216/1  

217/1  

220/1  

224/1  

231/1  

0  

05/0  

1/0  

15/0 

2/0  

  

  

5/0  

050/20  

498/19  

081/18  

266/16  

419/14  

383/8  

262/8  

920/7  

417/7  

826/6  

989/0  

990/0  

991/0  

994/0  

998/0  

0  

05/0  

1/0  

15/0  

2/0  

  

  

75/0 

  

   

شود، در مود اول فرکانسی با مشاهده می 5همانطور که در جدول 

تغییر موقعیت جرم حسگر به انتهاي نانوتیر، کاهش فرکانس طبیعی 

بیشتر خواهد شد. علت آن است که جرم اضافی در انتهاي تیر اثر 

بیشتري بر جرم برآیند کل سازه داشته و فرکانس را کاهش بیشتري 

به عبارت دیگر با توجه به اینکه انتهاي آزاد تیر داراي جابجایی دهد. می

باشد، قرارگیري جرم متمرکز در انتهاي آزاد اثر بیشتري بر بیشتري می

همچنین شود. اینرسی کل دارد و باعث کاهش بیشتر فرکانس می

رم حسگر در مود اول ارتعاشی در انتهاي آزاد تیر بیشتر از حساسیت ج

شود در مود دوم هر موقعیت دیگري بوده. از طرفی مشاهده می

ارتعاشی، حساسیت حسگر جرم افزایش یافته است و لذا مودهاي 

ارتعاشی بالاتر کاربرد مناسبی بر نانوحسگر ارتعاشی دارند. همچنین در 

شود که با تغییر موقعیت جرم مشاهده می مودهاي بالاتر ارتعاشی نیز

یابد. حسگر به انتهاي نانوتیر در حالت کلی فرکانس طبیعی کاهش می

البته در هر مود ارتعاشی، قرار گرفتن جرم حس شده در نزدیکی 

اثر شدن خاصیت حسگر هاي تابع شکل مود، باعث بیهاي گرهموقعیت

نقاط براي قرارگیري جرم شود و لذا یکی از بهترین جرم نانوتیر می

باشد. از طرفی، در مودهاي حسگر، موقعیت انتهاي آزاد نانوتیر می

ارتعاشی بالاتر اثرات نانو و ترم غیرمحلی افزایش یافته است و لذا 

نبایستی از اثر ابعاد براي نانوتیرهاي مرتعش صرف نظر کرد. علت این 

ها کاهش یافته ل موجامر در آن است که در مودهاي بالاتر ارتعاشی، طو

ها باعث افزایش بیشتر اثر الاستیسیته غیرمحلی تر اتمو اندرکنش قوي

  شود.بر سازه می

هاي دیگري اثر پارامتر غیرمحلی بر تابع شکل در شبیه سازي

مودهاي اول و دوم نانوتیر داري جرم حسگر به ازاي موقعیت مکانی 

مود اول نانوتیر به ازاي ، شکل 4شود. در شکل مختلف نشان داده می

  شود. موقعیت مکانی مختلف جرم حسگر بر روي آن نشان داده می

  

  
تابع شکل مود اول نانوتیر به ازاي موقعیت مختلف جرم  -4شکل      

  حسگر     

  

شود، با تغییر موقعیت جرم مشاهده می 4همانطور که در شکل 

، دامنه شکل مودها کاهش یافته است. علت در حس شده به انتهاي تیر

آن است که با حرکت جرم به انتهاي تیر، شرط مرزي آزاد به شرط 

- مرزي داراي جرم متمرکز نزدیکتر شده و لذا باعث کاهش دامنه می

همچنین اثرات ترم غیرمحلی بر شکل مود اول ارتعاشی ناچیز  شود.

  است.

انوتیر حسگر جرم به ازاي تابع شکل مود دوم ارتعاشی ن از طرفی

نشان داده شده  5موقعیت مکانی مختلف جرم حس شده در شکل 

  است: 

  

  
تابع شکل مود دوم نانوتیر به ازاي موقعیت مختلف جرم  -5شکل 

  حسگر

  

، با افزایش ترم غیرمحلی در مود دوم ارتعاشی، 5مطابق با شکل        

یابد. علت این پدیده آن است که با دامنه تابع شکل مود افزایش می

افزایش ترم غیرمحلی، سختی سازه کاهش یافته و لذا تابع شکل مود 

شود که با تغییر داراي دامنه بیشتري خواهد بود. همچنین مشاده می

مرکز جرم به سمت انتهاي آزاد آن، در حالت کلی دامنه تابع موقعیت 

یابد اما چنانچه جرم حسگر در نزدیکی گره شکل شکل مود کاهش می

  شود.    مود باشد، اثر جرم متمرکز ناچیز می

  

  گیري نتیجه -5

در  این مقاله، تحلیل ارتعاشی نانوتیر حسگر جرم در مودهاي بالا 
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الاستسیسته  نظریهدر مقیاس نانو انجام شد. با در نظر گرفتن اثر ابعاد 

غیرمحلی براي مدلسازي دینامیکی نانوتیر با لحاظ اثر ابعاد و جرم 

حسگر بکار گرفته شد. با استفاده از اصل همیلتون، معادلات نهایی 

ارتعاش عرضی و شرایط مرزي نانوتیر حسگر جرم یکسرگیردار استخراج 

معادله فرکانسی و توابع شکل مود  گردید. سپس با حل دقیق و تحلیلی،

سازي نشان داد اثر سازي گردید. نتایج شبیهنانوتیر بدست آمده و شبیه

ابعاد و ترم غیرمحلی در تغییر فرکانس اول نانوتیر ناچیز بوده و این 

یابد. همچنین با تاثیر با افزایش جرم حسگر افزوده شده کاهش می

غیرمحلی بر فرکانس حایز جمله و افزایش مودهاي ارتعاشی، اثر ابعاد 

  شود. اهمیت بوده و باعث کاهش فرکانس طبیعی سازه می

غیرمحلی، دامنه شکل مود اول افزایش  جملهبا افزایش از طرفی 

یابد. با افزایش یابد، اما این اثر با افزایش جرم حسگر کاهش میمی

غیرمحلی در مود دوم ارتعاشی، دامنه شکل مود افزایش یافته و  جمله

این افزایش در مقایسه با مود اول ارتعاشی بیشتر است. همچنین با 

غیرمحلی بر شکل مود نانوتیر کاهش  جملهافزایش جرم حس شده، اثر 

شود که با همچنین در مودهاي بالاتر ارتعاشی نیز مشاهده مییابد. می

جرم حسگر به انتهاي نانوتیر در حالت کلی فرکانس  تغییر موقعیت

یابد. از طرفی، در مودهاي ارتعاشی بالاتر اثرات نانو و طبیعی کاهش می

غیرمحلی افزایش یافته است و لذا نبایستی از اثر ابعاد براي  جمله

  نانوتیرهاي مرتعش صرف نظر کرد.

  

  نمادها - 6
  سطح مقطع ��

  تیکتانسور سختی الاس �����

a|�⃑| تابع هسته غیر محلی  

L  طول(nm) 

B  عرض(nm) 

H  ارتفاع(nm)  

r   جرم واحد حجم(��/��)  

E  مدول یانگ(Gpa)  
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