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دسته  طرفهکیتز لیپشی یهاستمیس .پرداخته است طرفهکیمرتبه کسری لیپشیتز  یهاستمیساین مقاله به طراحی رویتگر تطبیقی برای  ده:کیچ

های بردار حالت و پارامتر زمانهم صورتبه شدهیطراح. رویتگر شوندیملیپشیتز را نیز شامل  یهاستمیسغیرخطی هستند که  یهاستمیسوسیعی از 
روش  یریکارگبهبا  نکهیبا توجه به او در برابر اغتشاش ورودی و اغتشاش محدود بر روی بهره رویتگر مقاوم است.  زندیمسیستم را تخمین  ناشناخته

H
H تگریرو کد، یکر دایپ یدسترس عملکرد مطلوبدر کنار  تگریرو یداریپا به توانیم تگریرو یدر طراح 

 یمنظور طراح نیا یبرا رشکنندهیغ 
اش در خطای اغتش ریتأث یسازنهیکمی ضمن سیماتر یخط ینامساو یریکارگبهاست. با  دهیاثبات گرد اپانوفیل هیقض یبر مبنا تگریرو یداریو پا

بودن رویتگر پیشنهادی، دو مثال آورده شده و نتایج مؤثرنمایش  منظوربهخواهد آمد.  دستبهرویتگر نیز به روش سیستماتیک  تخمین، بهره
رای ادامه ب ییشنهادهایپمطالب،  یبندجمعنیز ضمن  یریگجهینتآن ارائه و با پژوهشی جدید در این زمینه مقایسه شده است. در بخش  یسازهیشب

 کار مطرح شده است.

 .یسیماتر یخط ینامساو ،طرفهکی تزیپشیل ،یمرتبه کسر یهاستمیس ،یقیتطب تگریرو اپانوف،یل یداریپا :یدیلک یهاواژه
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Abstract: This paper presents adaptive observer design for one-sided Lipschitz systems. One-sided Lipschitz systems are a wide branch 

of nonlinear systems that include Lipschitz systems. Designed observer simultaneously estimate states and unknown parameters of the 

system and it is robust against input perturbation and limited observer gain disturbance. As using H  observer will results in having 

desirable performance besides observer stability, a non-fragile H  observer is presented and its stability is investigated based on 

Lyapunov theorem. Using linear matrix inequality causes minimizing the effect of disturbance on the estimation error addition to 

calculating the observer’s gain systematically. Two examples are presented to show the efficiently and performance of the proposed 

observer and comparison with a new research in this field. Finally the conclusion of the paper and the useful suggestions for future 

researches in this field is presented. 
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 مقدمه -1

مورد  شتریب 1یمرتبه کسر لیفرانسید مطالعات حسابدر دهه گذشته، 
 اهستمیس نیدر مورد ا یمختلف و قیدق جیاست و نتا توجه قرار گرفته

 توانیمرا  یارشتهنیب یهاستمیساز ی اریبس[. 1-4]ت اس آمده دستبه
 همچنین .[6، 5]د کر فیتوص یخوببه یمرتبه کسر یهاستمیسکمک  با

 تیقابل ارتقاء منظوربهتاکنون  [4، 3]ی مرتبه کسر یهاکنندهکنترل
 . انددهشگرفته  کاربهبسته  کنترل حلقه یهاستمیس عملکردو  نانیاطم

کنترل و  یتئور در یاکنندهنییتعحالت نقش  یگرهانیتخم
از  یاری. بس[7] دارند یکینامید یهاستمیس یخطا صیتشخ

 یخط ستمیس یخود را بر رو قاتیتحق یپژوهشگران حوزه مرتبه کسر
به طراحی رویتگر  2017[ در سال 10مرجع ] .[9، 8] انددادهانجام 

از  یاریبسمرتبه کسری خطی پرداخته است.  یهاستمیسبهینه برای 
 مربوط یمرتبه کسر یرخطیغ یهاستمیس یبرا شدهیطراح یتگرهایرو
-15، 8] باشدیمرا دارا هستند  2تزیپشیکه شرط ل هاآناز  یادستهبه 
 یکوچک در بهره آن خطا یآشفتگ کیکه با اعمال  یتگریرو[. 11
با توجه  یطرف[. از 16] شودیم دهینام 3شکننده شودیمواگرا  نیمتخ
در و  شودیممحاسبه  4یخطبرون صورتبه عموماً تگریبهره رو نکهیبه ا
 یاندک راتییدستخوش تغ بهره ،اتگرهیرو یعمل یاز کاربردها یاریبس
هره ب یاندک بر رو راتییبتواند تغ تگریاست که رو یلذا ضرور شودیم

 حالت نیتخم[ 11رجع ]در م بارنینخستی برا .[17ید ]نما تحملرا 
مطرح  5رشکنندهیغ تگریرو توسطی مرتبه کسری رخطیغ یهاستمیس

مرتبه کسری در  6. طراحی این رویتگر با استفاده از قضیه لیاپانوفشد
[ صورت گرفته است. با افزودن اغتشاش ورودی به سیستم 12مرجع ]

[ رویتگر مقاوم غیرشکننده به روش بازگشتی طراحی شده است 13] در
 قبولقابله بین باز یاسهیمقا[ 14در مرجع ] 2015و در نهایت در سال 

برای حل نامساوی خطی در طراحی رویتگر مقاوم به روش لیاپانوف 
مرتبه کسری و لیاپانوف مرتبه صحیح صورت گرفت و نشان داده شد که 

 بیشتری دارد. قبولقابللیاپانوف مرتبه صحیح بازه 
بیشتر معادلات غیرخطی، شرط پیوستگی لیپشیتز با یک ثابت 

کوچک از فضای حالت  یاهیناحمحلی در  صورتبهلیپشیتز مشخص را 
 هرگز برای کل فضا برقرار نیست و باًیتقرو این شرط  کنندیمبرآورده 

 صورتبه، دهآمدستبهاکثر نتایجی که با استفاده از پیوستگی لیپشیتز 
، غیرخطی یهاستمیسدیگر  یهادستهاز  یک[. ی18محلی است ]

خود  تزیپشیل یهاستمیساست که  7طرفهکی تزیپشیل یهاستمیس
 یهاستمیس یبرا تگریرو یطراح .[19] انددسته نیاز ا یارمجموعهیز

ار مورد توجه قر هاپژوهشاز  یدر تعداد طرفهکی تزیپشیل یمرتبه کسر
 در دو حالت رشکنندهیغ یمرتبه کسر تگریرو [21، 20]در  گرفته است.

 زتیپشیل یرخطیغ یهاستمیس یبرا افتهیمرتبهکاهشمرتبه کامل و 
 ر ایند شدهیطراح تگریحال رو نیبا ا شده است. یطراح طرفهکی

در مورد  یو اطلاعات زندیم نیرا تخم ستمیس یهاحالتتنها  جعامر
یک نمونه متفاوت  [22]در مرجع  .دهدینم ستمینامعلوم س یپارامترها

برای  9لفلر تگیمو پایداری  8از رویتگر با استفاده از مشتق کپوتو

ده مطرح ش 10طرفهکیو شبه لیپشیتز  طرفهکیلیپشیتز  یهاستمیس

است. در این مرجع نیز تخمین پارامترهای نامعلوم سیستم نادیده گرفته 
زمان  یهاستمیسبه طراحی رویتگر برای  [23]در مرجع  شده است.

 مرتبه صحیح پرداخته شده است. طرفهکیگسسته لیپشیتز 
 یاتگرهیروردار پارامتر از و بحالت  ریردار متغب زمانهم نیتخم یبرا

به طراحی رویتگر  [24]. در مرجع [19] گرددیماستفاده  11تطبیقی
، در لیپشیتز پرداخته شده است یهاستمیستطبیقی مرتبه صحیح برای 

در  12نامعین غیرخطی یهاستمیسنیز این رویتگر برای  [25]مرجع 
فازی  یهاستمیسبرای  [26]جع و در مر نشدهمدل یهاکینامیدحضور 

برای [ 15]مرجع در طراحی شده است. طراحی رویتگر تطبیقی مقاوم 
 یطراح نیاما الیپشیتز مرتبه کسری گسترش یافته است  یهاستمیس
. ده استداده نش میباشد تعم طرفهکی تزیپشیل ستمیکه س یحالت یبرا

 طورهببا افزایش فضای طراحی  معمولًاثابت لیپشیتز بسیاری از توابع 
طراحی رویتگر موجود، دینامیک  یهاروشو  ابدییمچشمگیری افزایش 

[. 18] کندیمبا ثابت لیپشیتز کوچک پایدار  ییهاستمیسخطا را برای 
 طرفهکی تزیشپی، ثابت لی لیپشیتزرخطیغ یهاستمیساز  یاریبس یبرا
 یامعمول است که آن را بر تزیشپیاز ثابت ل ترکوچک یتوجهقابل طوربه

توجه به  با نی[. همچن27] سازدیم ترمناسب یخطریبخش غ نیتخم
 یهاستمیسنسبت به  طرفهکی تزیپشیل یهاستمیس تربودنجامع

 تزیپشیل یهاستمیس یبرا قاتیتحق نیا شرفتیگسترش و پ تز،یپشیل
 تگریرو یطراح راًیاخکه  یاگونهبه رسدیم نظربه یضرور طرفهکی

ر مرجع د حیمرتبه صح طرفهکی تزیپشیل یهاستمیس یبرا یقیتطب
 یمرتبه کسر یهاستمیس یبرا مسئلهو صورت  رفته[ صورت گ19]

 همچنان باز است.
پیشین  یهایطراح نویسندگان این مقاله، یهادانستهتوجه به با 
 یاغتشاش خارج لحاظ بدون ،طرفهکی تزیپشیل یهاستمیسبه  مربوط

و کاربرد  یدر طراح یاز مشکلات اصل یکیاست.  ستمیوارد بر س
 طیشرا نیدر ا که استکار  نیحالت در ح یرهایمتغ تیرؤ تگرها،یرو

وجود اغتشاش  نکهیا ههمراه با اغتشاش هستند. با توجه ب عموماً هاداده
هم داشته باشد ممکن است  یهرچند دامنه کوچک ،یکوچک خارج

مشکل در  نیغلبه بر ا یبرا ،[15شود ] نیتخم یخطا یداریموجب ناپا
نیز  هااغتشاش نیکه در برابر اشده  یطراح یاگونهبه تگریمقاله رو نیا

 .مقاوم باشد
صورت  انیبنیاز،  پس از عنوان مقدمات ریاضی مورد ادامه مقالهر د
انجام شده است. در بخش سوم  یمرتبه کسر تگریرو یطراح و مسئله

در بخش چهارم کارایی رویتگر تطبیقی مقاوم در حضور اغتشاش ورودی 
 تینها دربر روی دو مثال نشان داده شده است و  یسازهیشببا 

 در بخش پنجم صورت گرفته است. یریگجهینتو  یبندجمع

 مقدمات ریاضی -2

 ازیموردن مقاله اینکه در  ییهالمو  فیتعار یقسمت به معرف نیار د
 .شودیمپرداخته است، 



                    ر مرتبه کسری . . .تگیرو یطراح                                                              1398زمستان  ،4شماره  ،49جلد ز، یبرق دانشگاه تبر یمهندس مجله/  1771

 

Tabriz Journal of Electrical Engineering, vol. 49, no. 4, winter 2019                                                                                                               Serial no. 90 

 13تعاریف اولیه حسابان کسری از قبیل مشتق و انتگرال ریمن لیوویل
دانسته است، آمده  [5]و  [21]که در مراجع مختلفی مانند  14او تابع گام

 .شودیمفرض 
ر که د ریز یرخطیغ یمرتبه کسر لیفرانسی[: معادله د28]تعریف 

nxآن   :است 

(1) 
0

( ) ( ( ))q

t tD x t f x t  

 یرمرتبه کس ریگانتگرالی فرکانس عیتوز وستهیتوجه به مدل پ با
 قابل نمایش است. (2) صورتبه

(2) 
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( ) ( ) ( , )

z t
z t f x t
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x t z t d


 

   



   


 




 

)که در آن  )  دیآیم دستبهزیر  صورتبه: 

(3) sin( )
( ) qq

  


 

 :یسیماتر یخط ینامساو [:29( ]15ر)مکمل شو 1م ل

(4) ( ) ( )
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( ) ( )T

Z x W x

W x R x

 
 

 
 

)که در آن  ) ( )TZ x Z x ،( ) ( )TR x R x  و( )W x  بهx  بستگی
 دارد با:

(5) 
1

( ) 0

( ) ( ) ( ) ( ) 0T

R x

Z x W x R x W x




 
 

 معادل است.
هستند. آنگاه  کسانیبا بعد  یقیبردار حقدو  yو x: [11] 2 لم

0لر هر اسکا یبرا  برقرار است ریز ینامساو: 

(6) 12 T T Tx y x x y y    

 صورتبهع پیوسته روی یک مجموعه فشرده : هر تاب[30] 3لم 
خاص، اگر تابعی در فاصله محدود و بسته  طوربهیکنواخت پیوسته است. 

از اعداد حقیقی پیوسته باشد در آن فاصله یکنواخت پیوسته نیز خواهد 
 بود.

 صورتبه E: هرگاه تابعی روی مجموعه محدود [30] 4لم 
 یکنواخت پیوسته باشد، روی این مجموعه محدود نیز خواهد بود.

 Hبیان صورت مساله و طراحی رویتگر تطبیقی  -3

 مفروض است: ریز صورتبه یمرتبه کسر یرخطیغسیستم 

(7) 
( ) ( ) ( ( )) ( ( )) ( )

( ) ( )

qD x t Ax t f x t bF x t d t

y t Cx t

    



 

) در آن که ) nx t  بردار حالت ،( ) my t  یبردار خروج، r  
)، معلومنا یارهبردار پارامت )n mb  و ثابت  سیماتر( ) nd t  ردار ب

و با ابعاد مناسب  ستمیس یهاسیماتر C و A. اغتشاش محدود است

0ن مچنیه. هستند 1q  باشدیم. 

( ( )) : n m rF x t  را  تزیپشیرط لش که است یرخطیغ یابعت
 [:31] داراست

(8) 1 2 1 1 2( ) ( )F x F x x x   

1 0  و معلوم است تزیپشیثابت ل. 

( ( )) : n nf x t  [:31] است طرفهکی تزیپشیلی رخطیابع غت 

(9) 2

1 2 1 2 2 1 2( ) ( ),f x f x x x x x    

 نشانگر عملگر ضرب داخلی است و که در آن 
2  ثابت لیپشیتز

)ست. ا طرفهکی ( ))f x t را  16یمربع یداخل تیشرط محدود نیهمچن
 [:31]د دار زین

(10) 
2

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

( ( ) ( )) ( ( ) ( ))

( ) ( ),

Tf x f x f x f x x x

f x f x x x





   

  
 

 ثابت و معلوم هستند. و  که در آن 
و بردار اغتشاش  ثابت و نامعلوم  یاتکهکه بردار پارامتر  شودیمفرض 

( )d t بردار پارامتر ثابت که  یصورتبهی کران محدود هستند هر دو دارا
 شرط زیر را داراست:  نامعلوم و

(11) 3  

3 زیر در نظر گرفته  صورتبهمعلوم است. اغتشاش نیز  اسکالر ثابت و
 :شودیم

(12) 2

0

( ) ( ) ( )TD d t d t d t 
  

   
  

 

0که   برای اغتشاش است. قبولقابلران بالای ک 
زیر در نظر گرفته  صورتبه 17رویتگر مقاوم و غیرشکننده لیونبرگر

 شده است:

(13) 

ˆˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ( )) ( ( ))

ˆ( ( ) ( ))

ˆ ˆ( ) ( )

qD x t Ax t f x t bF x t

L y t y t

y t Cx t

   


 
 


 

)ˆ که ) nx t  بردار تخمین حالت ،ˆ ( ) my t   بردار تخمین خروجی

)ˆو  ) rt  تصوربهیتگر بردار تخمین پارامتر است. همچنین بهره رو: 

(14) ( )L L L t   

)و  ماتریس بهره رویتگر بوده L لحاظ شده است. )L t  اغتشاش
) شدهشناختهروی بهره رویتگر با کران  ریپذجمع )L t r  .است 

)ˆ صورتبهرویتگر  با فرض خطای تخمین ) ( ) ( )e t x t x t  
 :شودیمدینامیک خطای سیستم به شکل زیر نوشته 

(15) 
ˆˆ( ) ( ) ( ( )) ( ( ))

( )

q

clD e t A e t b F x t F x t

f d t

    
 

 

 

clAکه در آن ماتریس  A LC   تعریف شده و
ˆ( ( )) ( ( ))f f x t f x t  باشدیم. 

 قضیه: قانون تطبیق پارامتر زیر را در نظر بگیرید:

1ˆ ˆ ˆ( ( )) ( ( ) ( ))TT F x t C x t x t    
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TT که در آن T داد مثبت عا اگر است.دلخواه مثبت معین  ماتریس
 و حقیقی

3 2 1, ,    و
4 مثبت معین  سیماتر وTP P  و همچنین

ماتریسی  یهاینابرابر که یصورتبهوجود داشته باشد  Mماتریس 
 خطی زیر برقرار گردد:

Optimize 
 
and L  

Subject to 

(16) 

3 2
11

3

4

1

2
0* 0 0

00* 0
*

0* *
*

* * *
*

PbP PP I

I
I

I

I

 









 
 

 
 

 
 
 

 
 

 

(17) 0
*

T

n

n

I b P C

I





 
 

 
 

 که:

11

2 2 2

2 2 3 1 1 3 4( 1)

T T T

T

PA A P MC C M

I r C C



       

    

   
 

و 
2 1,   و

3 هستند  (11)و  (9)، (8)در  شدهفیتعر یهاثابت بیترتبه
 و  اندشدهذکر  (10)نیز در شرط محدودیت داخلی مربعی  و  و 

عددی مثبت و کوچک در نظر گرفته شده است. آنگاه بهره رویتگر 
1L P M  را پایدار خواهد کرد. (15)دینامیک خطای تخمین 

 (15)دینامیک خطای سیستم  شدهانیباثبات: با استفاده از تعریف 
 زیر نوشت: صورتبه توانیمرا 

(18) 

0

( , )
( , ) ( )

ˆˆ( ( )) ( ( )) ( )

( ) ( ) ( , )

cl

z t
z t A e t f

t

b F x t F x t d t

e t z t d


 

 

   



     


     








 

 زیر در نظر گرفته شده است: صورتبهتابع لیاپانوف 

(19) 
0

( ) ( ) ( , ) ( , )T TV t z t Pz t d T      


  

, در آنکه  0T P  مثبت معین و  ییهاسیماتر     است. با
)گرفتن مشتق از  )V t  یم دستبهعبارت زیر  (18)و استفاده از رابطه

 :دیآ

(20) 

0

0

( ) ( ){ ( , ) ( )

( )} ( , )

( ) ( , ) { ( , )

( ) ( )}

2

T T T T

cl

T T T

F

T

cl F

T

V t z t e t A f

b d t Pz t d

z t P z t

A e t f b d t d

T





   

  

    

 

 





   

 

 

   





 

)ˆˆکه  ( )) ( ( ))F F x t F x t    
 

رابطه در نظر گرفته شده است.  

از  یریگبهرهفوق با 
0

( ) ( ) ( , )e t z t d   


  یمه این صورت ساده ب

 :شود

(21) 
0

( ) 2 ( ) ( , ) ( , )

2 ( ) ( ) 2 ( ) 2 ( )

2 ( ) 2

T

T T T T T

cl F

T T

V t z t Pz t d

e t A Pe t f Pe t b Pe t

d Pe t T



    



 



  

 

 


 

)ˆبا اضاقه و کم کردن عبارت  ( ))F x t   (21)در قسمت چهارم معادله 

ˆو جایگذاری     زیر بازنویسی کرد: صورتبهآن را  توانیم 

(22) 
 

 

 

ˆˆ2 ( ( )) ( ( )) ( )

ˆ2 ( ( )) ( ( )) ( )

ˆ2 ( ( )) ( )

T
T

T T

T
T

F x t F x t b Pe t

F x t F x t b Pe t

F x t b Pe t

 

 



 

  

 با ثابت (22)در قسمت اول رابطه  2با استفاده از لم 
1 0   نامساوی

 زیر نتیجه خواهد شد:

(23) 
 

   1

1

1

ˆ2 ( ( )) ( ( )) ( )

ˆ ˆ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( ))

( ) ( )

T T

T

T T

F x t F x t b Pe t

F x t F x t F x t F x t

e t Pbb Pe t

 

    

 

 

 



 

یم دستبهعبارت زیر  (11)و شرط  (8)که با استفاده از شرط لیپشیتز 
 :دیآ

(24) 
   

   
2 22 2 2

1 1 3

ˆ ˆ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( ))

ˆ ˆ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( ))

T

TT

T

F x t F x t F x t F x t

F x t F x t F x t F x t

e e

   

 

    

  

 

 

 

 :شودیمنتیجه زیر حاصل  (23)در  (24)با جایگذاری نامساوی 

(25) 
 

22 2 1

1 1 3 1

ˆ2 ( ( )) ( ( )) ( )
T T

T T

F x t F x t b Pe t

e e Pbb Pe

 

    

 


 

 زیر قابل بازنویسی است: صورتبه (21)بنابراین رابطه 

(26) 
 

0

22 2

1 1 3

1

1

( ) 2 ( ) ( , ) ( , )

2 ( ) ( ) 2 ( )

ˆ2 ( ( ))

2 ( ) 2

T

T T T

cl

T
T T T

T T

V t z t Pz t d

e t A Pe t f Pe t e

e Pbb Pe F x t b Pe

d Pe t T

    

  

 

 





 

  

  

 



 

0 فرض شده است، بنابراین یاتکهثابت   آنجا کهاز   و ˆ   
 فرمبهلذا با در نظر گرفتن قانون تطبیقی خواهد بود. 

1ˆ ˆ ˆ( ( )) ( ( ) ( ))TT F x t C x t x t   اوی و برقراری تسTb P C ،
 :شودیمزیر حاصل  رابطه

(27)  ˆ( ( )) 0
T

T TF x t b Pe T    

زیر بازنویسی  صورتبه توانیمرا  (26)رابطه  (27)استفاده از تساوی با 
 کرد:

(28) 
0

1

( ) 2 ( ) ( , ) ( , )

* 0 0

* 0 0

T

T

V t z t Pz t d

P P

X X

    


  

 
 
 
  



 



                    ر مرتبه کسری . . .تگیرو یطراح                                                              1398زمستان  ،4شماره  ،49جلد ز، یبرق دانشگاه تبر یمهندس مجله/  1773

 

Tabriz Journal of Electrical Engineering, vol. 49, no. 4, winter 2019                                                                                                               Serial no. 90 

1ه ک 2 2

1 1 1 1 3

T T

cl clPA A P Pbb P I         است و بردار

( ) ( )
T

X e t f d t    .تعریف شده است 

2عبارت (9)با استفاده از شرط  ( ) ( ) ( ) 0T Te t e t e t f     برای خطای
نامساوی خطی زیر بیان  صورتبهآن را  توانیمبرقرار است که  تخمین

 کرد:

(29) 
2

1
0( ) ( )2

* 0 0 0

( ) * * 0 ( )

T I Ie t e t

f f

d t d t


 

    
    

    
    

    
 

 

 بر روی تابع غیرخطی عبارت (10)با اعمال شرط 

( ) ( ) ( ) 0T T Te t e t e t f f f     نامساوی  صورتبهبرقرار است که
 زیر قابل بازنویسی است:

(30) 

0( ) ( )2

* 0 0

( ) * * 0 ( )

T I Ie t e t

f I f

d t d t



 
    
    

     
    

    
 

 

با وزن اسکالر مثبت  (29)با اضافه کردن رابطه 
2  با وزن  (30)و رابطه

اسکالر 
3  شودیمعبارت زیر حاصل  (28)به سمت راست: 

(31) 
0

2 3

3

( ) 2 ( ) ( , ) ( , )

* 0

* 0 0

T

T

V t z t Pz t d

P

X I X

    





  

  
 

 
 
  



 

 که
2 2

2 2 2 3 1 1 3

1

1

( )T

cl cl

T

PA A P I

Pbb P

      

 

     


 

3و  2
3

2
P I

 
    با توجه به . استشدهدر نظر گرفته

0
( ) ( , ) ( , ) 0Tz t Pz t d    



 ،0رط کافی برای شV  

 :دیآیم دستبهزیر  صورتبه

(32) 

3 2
2

3

2

* 0 0

* 0 0

T

P I P

X I X

 



 
  
 

  
 
 
 

 

) Hاثر اغتشاش خارجی روی پایداری خطا با استفاده از نرم  )e t 
) نسبت به )d t صورتبه: 

(33) 
2

2

2
( ) 0

2

( )
sup

( )d t

e t

d t




 

0. شودیممینیمم    (33)عددی مثبت است. با استفاده از شرط 
 [.32] شودیمحاصل  (34)برای پایداری مقاوم رویتگر تساوی 

(34) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0T TV t e t e t d t d t   

شرط کافی برای پایداری را  توانیم (34)و  (32)با استفاده از نامساوی 
 زیر خلاصه کرد: صورتبه

3 2
2

3

2

* 0 0

* 0

T

I P I P

X I X

I

 





 
   
 

  
 
 
   

 که معادل نامساوی زیر خواهد بود:

(35) 

3 2
2

3

2

* 0 0

* 0

I P I P

I

I

 





 
   
 

  
 
 
 

 

 لازم است رابطه زیر ارضا شود: (35)برای برقراری نامساوی 

(36) 
2 2

2 2 3 1 1 3

1

1

( 1)

0

T

cl cl

T

PA A P I

Pbb P

      

 

    

 
 

) شرطو  2با استفاده از لم  )L t r  نامساوی: 

(37) 0T

cl clPA A P  

 معادل است با:

(38) 2

4

1 2

4

( ) ( ) ( ) ( )

0

T T T

T T T T

P A LC A LC P C L t P P L t C

A P PA PLC C L P r C C

P



 

      

    

 

 

که 
4 0   توانیمزیر  صورتبهرا  (36)است. بنابراین نامساوی 

 جایگزین کرد:

(39) 2 2

2 2 3 1 1 3

1 2 1 2

1 4 4

( 1)

0

T T T

T T

A P PA PLC C L P

I

Pbb P r C C P

      

   

  

    

  

 

Mبا تعریف  PL  دستبه (16)از لم مکمل شور نامساوی  یریگبهرهو 
شرط برقراری تساوی   (16)که برای حل نامساوی  آنجا. از دیآیم

Tb P C ین دو رابطه مورد نیاز است که ذکر شده، حل همزمان ا
معادله  [15]، با توجه به مرجع هاپاسخ 18قبولقابلافزایش بازه  منظوربه

Tb P C  با  توانیمراLMI (17) .جایگزین کرد 
[ کاهش همزمان و 14با توجه به روش پیشنهادی در مرجع ]

در  (اغتشاش در خطای تخمین ) ریتأثمتناسب نرم بهره رویتگر و 
خلاصه تحت  طوربهمورد نیاز است که  (17)و  (16) یهاینامساوحل 

 . با توجه به تساوینام برده شده است و L یسازنهیبهعنوان 
1L P M ،1L P M  خواهد بود. لذا برای کاهشL  لازم

1Pو  Mاست    .زیر برای تعیین این مرز  یهاینامساومینیمم شود

 :شوندیممعرفی 

(40) 
1

0

0

T

S

S

S

P S

P

P

K I M
M K

M K I
L K K

P I
P K

I K I
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استفاده از 
1 2 3min( )P Sw w K w K    (16) یهاینامساوبرای حل 

با توجه به ضرایب  و  L همزمانموجب کاهش متناسب و  (17)و 

2 1,w w  و
3w .خواهد شد 

): از آنجا که تذکر  ( ))f x t  تابعی پیوسته بوده و( )x t L  ،است
)که  شودیمنتیجه  3با استفاده از لم  ( ))f x t یکنواخت  صورتبه

) 4پیوسته است. همچنین با توجه به لم  ( ))f x t L .خواهد بود 
)اثبات همگرایی  )e t 0که شودیم: فرض    وجود دارد

 :کندیمرا برقرار  (41)که نامساوی  یصورتبه

(41) 

3 2
2

3

2

* 0

* 0

I P I P

I I

I

 

 



 
   
 

   
 
 
 

 

 آنگاه نامساوی زیر برقرار خواهد بود:

(42)  

 :(42)از نامساوی  یریگانتگرالبا 

(43) 
0

(0) ( )

t

TX X V V t   

)که در آن  شودیمبرقرار  )V t L (0)وV  محدود است، بنابراین

2X L  و در نتیجه
2( )e t L  کهنیاو  1خواهد بود. با توجه به تذکر 

)تابع  ( ))f x t لیپشیز در نظر گرفته شده است  صورتبه( )e t L 
) [33] 19خواهد بود. بنابراین با استفاده از لم باربالات ) 0e t  رودیم. 

 یسازهیشب -4

، شدهیطراحسنجی و تحلیل رفتار رویتگر اعتبار منظوربهدر این قسمت 
 دو مثال ارائه شده است.

 مثال اول -4-1

در حالت مرتبه کسری و با افزودن پارامتر  [34]مدل غیرخطی مرجع 
 زیر پیشنهاد شده است: صورتبهنامعلوم 

(44) 

 

1 1

2 2

3 3

2 1

1

2

3

( ) 1 0.9 0

( ) 0 1 0.4

( ) 0.48 0.3 1

0 1

cos( ( )) 8 ( ) 1 sin ( )

0 2

( ) 1 0 0

q

q

q

D x t x

D x t x

D x t x

x t t x d t

x

y t x

x

 

     
     

       
         

   
   

  
   
      

 
 


 
  

 

) صورتبهورودی سیستم  ) sin(0.35 )t t   اندشدهدر نظر گرفته. 
Y با استفاده از جعبه ابزارهای ALMIP و LMI  به حل همزمان

آورده شده  دستبهپرداخته و بهره رویتگر  (17)و  (16) یهاینامساو

جهت تخمین متغیرهای حالت با کمک جعبه ابزار  (13)است. رویتگر 

NINTEGER  گرفته شده است. کاربه 4/0در لحظه 
 لحاظ شده است: 2ر زیر براب صورتبهحد اغتشاش بهره رویتگر 

 

(45) 

( ) ( )

1 0 0 0.5sin 0 0 2

0 1 0 0 0.25 0 1

0 0 1 0 0 0.5cos 0

L L LL t D F t E

t

t

 

     
     


     
          

 

 

 دستبه 3ر براب (44)خطی برای تابع غیر طرفهکیز ثابت لیپشیت
 یهاثابتآمده است. این تابع غیرخطی محدودیت مربعی درونی را نیز با 

  و یهاثابت. همچنین کندیمارضا  -1و 7/1برابر  بیترتبه 
3 1,  

 .اندشدهدر نظر گرفته  0012/0و  2/1، 1به ترتیب برابر  و 
خطی بهره رویتگر  یهاینامساواز حل همزمان 

 168.0424 168.0377 336.0754
T

L  0.8238پارامتر  و   و

3ماتریس متقارن و مثبت 

3.3321 0.6510 1.3401

10 0.6510 6.1014 2.7252

1.3401 2.7252 2.0326

P

  
 

  
 
   

 

در ثانیه  (12)با توجه به شرط  شدهاعمالغتشاش ا .آمده است دستبه

 صورتبهابتدایی   0.08( ) 0.8 0.9 0.7 sin(5 )
T td t e t  به سیستم

اغتشاش  60است. همچنین در ثانیه  وارد شده

  0.05( ) 7.2 6 3.6 sin(8 ) ( 60)
T td t e t u t   نیز به سیستم اضافه

)که در آن شده  )u t  نشان  1تابع پله واحد است. این اغتشاش در شکل
 داده شده است.

 

 
 به سیستم شدهاعمال: اغتشاش 1شکل 

 

1 ترپارام 0.5 ( 40)u t     لحاظ شده است. تخمین این پارامتر
 آورده شده است. 2در حضور اغتشاش در شکل 

TV X X 
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آبی( و تخمین پارامتر  -)خط چین : مقدار واقعی پارامتر 2شکل 

 (قرمز -توسط رویتگر تطبیقی )خط پیوسته

تخمین  یخوببهتوسط رویتگر  پارامتر  شودیمهمانطور که  مشاهده 
به بعد که اغتشاش اعمالی به  70همچنین از ثانیه  .زده شده است

سیستم به صفر میل کرده است تخمین با سرعت بیشتر و خطای کمتری 
 به مقدار واقعی همگرا شده است.

 در شکل حالت در حضور اغتشاش یرهایمتغ نیحاصل از تخم جینتا
د وجو رغمیعل شودیمنشان داده شده است. همانطور که مشاهده  3

سیستم  یهاحالت نیتخمورودی غتشاش و ا تگریش بهره رواغتشا
 صورت گرفته است. یخوببه

 
آبی( و تخمین  -: متغیرهای حالت سیستم )خط پیوسته3شکل 

  قرمز( -متغیرهای حالت توسط رویتگر )خط چین

 

 
حالت توسط رویتگر یرهایمتغخطای تخمین  :4شکل   

 

 4خطای تخمین رویتگر جهت وضوح بیشتر دقت تخمین، در شکل 
حاصل از طراحی  رسم شده است. با توجه به نرم اغتشاش ورودی و 

 بودناوممقبوده و بیانگر  قبولقابله رویتگر مطلوب، خطای تخمین در باز
یطراحنامعلوم سیستم توسط رویتگر تخمین همزمان حالت و پارامتر 

 .باشدیم شده
بهتر عملکرد رویتگر در لحظات اولیه، تخمین  مایشن منظوربه

 یهاشکلثانیه ابتدایی در  10متغیرهای حالت سیستم و خطای تخمین 
 آورده شده است. 6و  5

 
 نیتخم و( آبی -وستهیپ)خط  ستمیس حالت یرهایمتغ: 5 شکل

ثانیه ابتدای  10در  (قرمز -نیچ)خط  تگریرو توسط حالت یرهایمتغ

 تخمین
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ثانیه  10در  تگریرو توسط حالت یرهایمتغ نیتخم یخطا :6 شکل

 ابتدایی تخمین

 

 مثال دوم -4-2

 یجسم در مختصات دکارت کیحرکت  یمرتبه کسر یرخطیمدل غ
 زیر ارائه شده است: صورتبه [20]

(46) 

 

2 2

1 1 2

2 2

2 1 2

2

1 1 ( )
( ) ( )

1 1 ( )

1
sin ( ) ( )

1

( ) 1 0 ( )

q x x x
D X t X t

x x x

x t d t

Y t X t



   
    

     

 
  
 



 

  1 2

T
X x x [35، 23]نظر گرفته شده است. همانطور که در در 

بیان شده است تابع غیرخطی 
2 2

1 1 2

2 2

2 1 2

( )

( )

x x x

x x x

  
 
  

لیپشیتز محلی است و  

روی مجموعه  2 : rX X d    23ثابت لیپشیتز آن rd  .است

ش دی افزایثابت لیپشیتز با سرعت زیا،  با افزایش شعاع ناحیه لیپشیتز

حی بهتر است از ویژگی لیپشیتز افزایش بازه طرا منظوربه. ابدییم
ی ین تابع غیرخطخطی مورد نظر استفاده کرد. اتابع غیر بودنطرفهکی

را در کل فضای  طرفهکیویژگی لیپشیتز  2X   داراست. از

خطی را روی مجموعه این تابع غیر توانیمطرف دیگر 

 2 : rX X d    یهاثابتدارای محدودیت مربعی درونی با 

  و  یمدر نظر گرفت که شعاع این مجموعه در رابطه زیر صدق
 :کند

(47) 

2

4

2

min , , 0
4 4

0
4

rd
 

 




 
    
 
 

  

 و بنابراین مجموعه مورد نظر برای طراحی از اشتراک دو مجموعه 

 بیترتبه  و گرفتن خواهد بود. با درنظر آمده و برابر با  دستبه

یم دستبه 9372/5برابر  rdناحیه طراحی  -199و  -200 صورتبه

 بیترتبه (46) خطیسیستم غیر یهاثابتمچنین ه. دیآ
1  ،

2  و
3 

 است.فرض شده  5/1و  6/0، 1برابر 
زیر  فرمبهو دینامیک این اغتشاش  2ر حد اغتشاش بهره رویتگر براب

 لحاظ شده است:

(48) 1 0 sin 0 2
( ) ( )

0 1 0 cos 0
L L L

t
L t D F t E

t

     
        

     
 

1همچنین  0.2 ( 60)u t    .در نظر گرفته شده است 
( 0012/0برابر  )با فرض  (17)و  (16)از حل همزمان نامساوی 

بهره رویتگر    73.3228 83.5524
T

L  0.8531 و  دستبه 

در حضور  آورده شده است. نتایج حاصل از تخمین پارامتر نامعلوم 

 اغتشاش  0.08( ) 1.5 1.2 sin(5 )
T td t e t  و اعمال رویتگر در لحظه

این مثال نیز تخمین پارامتر در  آورده شده است. در 7شکل   در 4/0
در ادامه تخمین  و عدم حضور اغتشاش نشان داده شده است. حضور

و خطای حاصل  8 متغیرهای حالت سیستم در حضور اغتشاش در شکل
 نشان داده شده است. 9در شکل از تخمین 

 
آبی( و تخمین پارامتر توسط  -)خط چین : مقدار واقعی 7شکل 

 قرمز(-پیوستهرویتگر تطبیقی )خط 

 
آبی( و تخمین  -: متغیرهای حالت سیستم )خط پیوسته8شکل 

 قرمز( -)خط چین متغیرهای حالت توسط رویتگر
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 حالت توسط رویتگر یرهایمتغخطای تخمین  :9شکل 

 
بهتر عملکرد رویتگر در لحظات اولیه، تخمین  مایشن منظوربه

 یهاشکلثانیه ابتدایی در  10متغیرهای حالت سیستم و خطای تخمین 
 آورده شده است. 11و  10

 5/1ثانیه ابتدایی تخمین به  10با توجه به اینکه دامنه اغتشاش در 
، رویتگر پیشنهادی در مقابل این اغتشاش مقاوم عمل کرده رسدیمنیز 

  است.
 

 
 نیتخم و( آبی -وستهیپ)خط  ستمیس حالت یرهایمتغ: 10 شکل

ثانیه ابتدای  10در  (قرمز -نیچ)خط  تگریرو توسط حالت یرهایمتغ

 تخمین

 

 
ثانیه  10ر در تگیرو توسط حالت یرهایمتغ نیتخم یخطا :11 شکل

 ابتدای تخمین

مقایسه عملکرد رویتگر پیشنهادی، در ادامه به طراحی  منظوربه
در پرداخته شده است. برای طراحی این رویتگر  [15]رویتگر مرجع 

در نظر  7511/105پشیتز ثابت لی لازم است 9372/5با شعاع  یاهیناح
( 21ثابت لیپشیتز در نامساوی ) کهنیاگرفته شود. همچنین با توجه به 

مورد نظر جواب قابل قبولی LMI با توان دوم ظاهر شده،  ،این مرجع
از ناحیه  بزرگتر طرفهکیرای رویتگر لیپشیتز ندارد. لذا ناحیه پایداری ب

پایداری رویتگر لیپشیتز است. برای طراحی رویتگر لیپشیتز ناحیه 
1rdطراحی به    خطای تخمین متغیرهای  12کاهش داده شد. شکل

 .دهدیمبعد از زمان گذرا را نشان حالت توسط این دو رویتگر 

 
ر لیپشیتز تگیرو توسط حالت یرهایمتغ نیتخم یخطا :12 شکل

قرمز( و خطای تخمین متغیرهای حالت توسط  -)خط چین طرفهکی

 آبی(-)خط پیوسته [15]رویتگر مرجع 
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ر که د [15]همچنین تخمین متغیرهای حالت توسط رویتگر مرجع 
 است.آورده شده  13در شکل ، به سیستم وارد شده 4/0لحظه 

 
آبی( و تخمین  -: متغیرهای حالت سیستم )خط پیوسته13شکل 

 قرمز(-)خط چین [15]متغیرهای حالت رویتگر مرجع 
 

خطای تخمین متغیر حالت  شودیممشاهده  12که در شکل  طورهمان

1x  در این مرجع  شدهیطراحبیشتر از رویتگر  [15]توسط رویتگر مرجع
ر و وجود اغتشاش در بهره رویتگ لیدلبه. این امر باشدیم
 در این مقاله است. شدهیطراحرویتگر  بودنرشکنندهیغ

نگر عملکرد مقاوم و مثال اول و دوم بیا یسازهیشبنتایج حاصل از 
تطبیقی  دقیق تخمین حالت و پارامترهای نامعلوم توسط رویتگر

 . باشدیمدر این مقاله  شدهیطراحغیرشکننده و مقاوم 

 یریگجهینت -5

مرتبه   ریگانتگرال یفرکانس عیتوز وستهیمقاله با استفاده از مدل پ نیا در
قید پایداری رویتگر برای سیستم  م،یرمستقیغ اپانوفیل و یکسر

نامساوی خطی  صورتبه طرفهکی تزیپشیل یمرتبه کسر یرخطیغ
در این مقاله، کران  شدهارائهآمده است. در طراحی  دستبهماتریسی 

 یهایآشفتگشده به سیستم، کران بالای دربالای اغتشاشات بیرونی وا
رض مساله ف یهادانستهبهره و کران بالای پارامترهای نامعلوم سیستم از 

شده است. یکی از پیشنهادات برای ادامه کار تعیین حداکثر مقدار قابل 
تحمل این تغییرات در صورتی که رویتگر بتواند پایداری خود را حفظ 

همچنین گسترش طراحی به دسته است.  LMIنماید با استفاده از 
نیز یکی دیگر از پیشنهادات موجود غیرخطی  یهاستمیساز  یترعیوس

 برای ادامه کار است. 
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