
 1392سال / 260تا  249هاي  صفحه 3شماره 23جلد/ نشریه دانش آب و خاك 

 

  هاي ناهمگنها در خاكانتقال آلایندهریاضی ضریب پراکنش در تحلیل  مدل مقایسه چهار
  

  3صدرالدینیاشرف و علی  2، امیرحسین ناظمی1*فرشید تاران

  

  17/10/91: تاریخ پذیرش  05/09/90: تاریخ دریافت
  کارشناسی ارشد، گروه مهندسی آب، دانشگاه تبریز سابق دانشجوي - 1
  مهندسی آب، دانشگاه تبریز استاد، گروه - 2
  دانشیار، گروه مهندسی آب، دانشگاه تبریز - 3
   farshidtaran@gmail.com : یپست الکترونیکات، مسئول مکاتب *
  

  چکیده
هاي متخلخل موجود در طبیعت، ناهمگن هستند و ضریب پراکنش آلاینده در آنها ممکن است داراي تغییـرات  محیط
ضریب پـراکنش متغیـر   . ده استضریب پراکنش به دو صورت ثابت و متغیر مکانی منظور شدر این پژوهش . مکانی باشد

هـاي بـه   با سه نوع تابع خطی، توانی و نمایی تعریف و هر یک جداگانه در رابطه انتقال آلاینده وارد گردیـده و مـدل   مکانی
هـاي  مـدل مـذکور بـا یکـدیگر از داده     چهـار براي مقایسـه نتـایج   . اندحل شده دیریکله دست آمده با شرایط اولیه و مرزي

هـاي مختلـف خـاك    متـري حـاوي بافـت    5/12سدیم در یـک سـتون   آزمایشگاهی مربوط به تزریق پیوسته محلول کلرور 
هاي اولیه پس از شـروع تزریـق،   هاي مختلف، نشان داد که در زمانمکان در زمان -هاي غلظتمنحنی .استفاده شده است

با گذشت زمـان، نتـایج مـدل تـوانی     . هاي آزمایشگاهی داردکمتري با داده مطابقتر و مدل توانی مدل خطی مطابقت بیشت
ها را با نتـایج آزمایشـگاهی کـاهش    در مجموع، گذشت زمان مشابهت نتایج کلیه مدل. شودنسبت به دو مدل دیگر بهتر می

-طول ستون، ضریب تبیین مربوط بـه مـدل   با برازش مقادیر ضریب پراکنش حاصل از آزمایش در نقاط مختلف. دهدمی

هـاي تـوانی و   دهـد مـدل  تخمین زده شد که نشان می 714/0و  856/0، 501/0هاي خطی، توانی و نمایی به ترتیب برابر با 
ها نتایج مربوط به مدل با ضـریب پـراکنش ثابـت نسـبت بـه      در کلیه زمان. نمایی تخمین بهتري نسبت به مدل خطی دارند

  .یر مکانی، تشابه کمتري با نتایج آزمایشگاهی نشان دادهاي متغمدل
  

  پراکنش، شرط دیریکله، ضریب پراکنش ثابت، ضریب پراکنش متغیر مکانی -ايانتقال توده :کلیدي هاي هواژ
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Abstract 

Media found in nature are heterogeneous and contaminant dispersion coefficient in such 

media may have spatial variations. In this study, dispersion coefficient is presented in constant and 

spatially-varied forms. The spatially-varied dispersion coefficient has been defined by means of 

three types of linear, power and exponential functions and each of them has been entered separately 

in the transport equation and the obtained models are solved using the initial condition and Dirichlet 

boundary condition. For comparison of the models results, data of the continuous injection of 

sodium chloride ions in a 12.5m column containing different soil textures have been used. 

Concentration-location curves at different times showed that at early times after the injection 

dispersion coefficient of the linear model was more compatible with  the experimental data and that 

of the power model was less compatible with them. With elapsing time, results of the power model 

were better than those of the two other models. In general, with increasing time the similarity 

between the results of models and experiments was reduced. By fitting dispersion coefficient values 

obtained from the experiments at different points of the column length, the coefficients of 

determination for the linear, power and exponential models were estimated as 0.501, 0.856 and 

0.714, respectively. This showed that power and exponential models had better estimation than the 

linear model. At all times, results of the constant dispersion coefficient model had less similarity 

with the experimental results than the other models. 

 

Keywords: Advection-dispersion transport, Constant dispersion coefficient, Dirichlet condition, 

Spatialy-varied dispersion coefficient 
 

  مقدمه
ــد درك بهتــر  هــاي محــیطانتقــال جــرم در فرآین

حایز اهمیـت   هابراي ارزیابی آلودگی این محیط متخلخل

 طبیعی، پژوهشهاي به دلیل ماهیت ناهمگن محیط. است
نـاهمگن ضـروري   هـاي  در مورد فرآیند انتقال در محیط

 مسـتلزم درك  هـا، جلـوگیري از آلـودگی خـاك   . باشدمی
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طی دو . استهاي متخلخل مکانیزم انتقال جرم در محیط
هاي متعـددي بـراي تشـخیص رفتـار     دهه گذشته، روش

هاي همگـن توسـعه داده   حرکت در خاك فرآیندمواد در 
ــد  ــوختن  (شـ ــا و ون گنـ ــتر و و ،1989ویرنگـ ن کلوسـ

ی هـا در پـیش بین ـ  قابلیت این مدل کنلی ،)1993همکاران 
-خـاك . بود همگن ناکارآمدهاي غیررفتار جرم در محیط

بـراي  شـده و تنهـا   به ندرت در طبیعت یافت هاي همگن، 
 و هسـتند  مناسـب دربـاره خـاك    دقیقغیر  هايپژوهش

هاي نـاهمگن  توان انتظار داشت رفتاري که در محیطنمی
در برخـی   .یجه گرددشود از این مطالعات نیز نتدیده می

اي مورد لایهناهمگن هاي انتقال در خاك مطالعات فرآیند
 هر چند که ،)1977سلیم و همکاران (گرفته بررسی قرار 

 .منظـور شـده اسـت   آنها هر لایه بـه صـورت همگـن    در 
ــودیکی و چــري   ــه    )1979(س میــزان نشــان دادنــد ک

با فاصله از منبـع آلاینـده افـزایش    یک آلاینده پخشیدگی 
) 1980(، سـائوتی  میـدانی یک سري آزمـایش   با. یابدمی

-ابتدا با فاصـله افـزایش مـی   پراکنش دریافت که ضریب 

. مانـد یابد تا این که در یک مقدار مشخص، ثابت باقی می
پـراکنش  مکان بـر ضـریب    یریتغثیر براي پی بردن به تا

هـایی بـر   آزمـایش ) 1987(ن و سیمپسـون  آلاینده، سیلم
) 1990(خان و ژوري  .ی انجام دادندروي یک ستون شن

هـاي متفـاوت و   سه ستون خاك دست نخورده بـا طـول  
لـف را بـراي هـر سـتون آزمـون      سه شدت جریـان مخت 

 افـزایش بـا   ،که میزان پخشـیدگی  گرفتند نتیجهنمودند و 
) 1996(بـرنس   .اي داردفزونی قابل ملاحظهطول ستون 

کـه ضـریب   ن شنی، پی برد یک ستوبا آزمایش بر روي 
-فاصله از منبع آلاینده افـزایش مـی   به تدریج باپراکنش 

-يا تـوده موسـوم بـه    ها رابطـه این یافته اساس بر. یابد
بــراي توصــیف چگــونگی حرکــت کــه  ADE(1(پــراکنش 
 ،گـردد اسـتفاده مـی   هـاي متخلخـل  هـا در محـیط  آلاینده

بـا فـرض ضـریب پـراکنش متغیـر       )1990(توسط ییتـز  
 بـر اولیه اعتقاد  هايپژوهشدر  .شد به کار گرفتهمکانی 

براي ضـریب پـراکنش    یک مقدار ثابت فرضبود که  نیا
                                                        
1 Advection-Dispersion Equation 

ــافی اســت  ــر ( در تمــام طــول مســیر ک ــیکن، )1972بی  ل
-نمـی  درستنشان داد چنین فرضی  بعدي هايپژوهش

حل رابطه انتقال چـه بـا    ).1981پیکنز و گریساك (باشد 
ضـریب پـراکنش متغیـر مکـانی و چـه بـا فـرض         فرض

هـاي تحلیلـی یـا    کـار راهنیازمنـد  ضریب پراکنش ثابـت،  
ــروش. اســت عــددي ــراي تاهــاي تحلیلــی اغل ییــد و ب ب

. رونـد هاي عددي به کـار مـی  سنجش میزان صحت مدل
در حالـت یـک    رابطـه حتـی  ایـن  هر چند که حل تحلیلـی  

). 2009کومــار و همکــاران (هــایی دارد بعــدي پیچیــدگی
ــا فــرض رابطــه مســتقیم بــین ضــریب  ) 1962( رومــر ب

و سرعت جریان، یک حل تحلیلـی بـراي رابطـه    پراکنش 
با فرض ضـریب  ) 2008(چن و همکاران . انتقال ارایه داد

متغیــر مکــانی بــه صــورت یــک تــابع هــذلولی  پــراکنش 
کومار . تحلیلی حل نمودندبا روش رابطه را این مجانبی، 

انتشـار  -ايان تـوده براي رابطه جری ـ) 2009(و همکاران 
مولکولی با ضرایب متغیـر در یـک محـیط نیمـه محـدود      

  .دادند رایهحل تحلیلی ا روش
ه در حالت یـک  انتقال آلایند رابطه پژوهشدر این 

و بـا اسـتفاده از شـرط اولیـه و     به روش تحلیلـی  بعدي 
ضـریب  . حل شده است2شرط مرزي نوع اول یا دیریکله

ر ثابت در تمام طـول  پراکنش یک بار به صورت یک مقدا
بـار  . محیط فـرض و در رابطـه انتقـال وارد شـده اسـت     

تابع متغیـر نسـبت بـه مکـان     نوع با استفاده از سه دیگر 
 گردیـده مذکور وارد  رابطهبه طور جداگانه در تعریف و 

هـا،  جداسـازي متغیـر   از روشهـا  مـدل براي حل . است
اسـتفاده گردیـده و   دیلات لاپـلاس  تب ـ و هاي توانیسري

ــري  ــراي نتیجــه گی ــدل،  وب ــرین م ــاي دادهتعیــین بهت ه
بـه  محلـول در آب   کلرور سـدیم آزمایشگاهی مربوط به 

  .است کار رفته
  
  
  
  
  

                                                        
2 Dirichlet 
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 هامواد و روش

، رابطه کلـی انتقـال آلاینـده در حالـت یـک بعـدي      
براي یک ستون آزمایشگاهی نشـان   1در شکل  چنان که

چـن و همکـاران   ( باشـد به صـورت زیـر مـی   داده شده، 
2008(:  

]1[  R C(x, t)∂t = D ∂ C(x, t)∂x − v ∂C(x, t)∂x  
  

ــه در آن  ــده   Cک ــت آلاین ــل  R و)   ML(غلظ عام
بـراي مـواد بـدون واکـنش      R. اسـت ) بدون بعد( 1خیرتا

گر بزرگتـر از یـک   برابر مقدار واحد و براي مواد واکنش
ــت x. باشــدمــی ــده در محــیط   موقعی مکــانی مــاده آلاین

سرعت متوسـط جریـان در     T( ،v( زمان t، )L( متخلخل
باشـد  و به حالت ماندگار و یکنواخت مـی )   x )LTجهت 

پراکنش ضریب نیز   D). باشدسرعت از نوع دارسی می(
پژوهش یک بـار بـه صـورت یـک     که در این  استطولی 

نوع تـابع متغیـر    با استفاده از سهمقدار ثابت و بار دیگر 
انه در رابطه انتقال به طور جداگهر یک و  مکانی، تعریف

این سه نوع تابع بـه قـرار زیـر بـوده     . منظور شده است
  :است

= D     : یک تابع خطی برحسب متغیر مکان -1 ax + b  
= D         :متغیر مکان یک تابع توانی برحسب -2 ax   

= D        :یک تابع نمایی برحسب متغیر مکان -3 ae    
 .دباشمیعدد نپر  eو ضرایب ثابت  bو  aدر توابع بالا 

انتخاب این سه تابع به این دلیـل بـوده اسـت کـه     
پژوهشگران قبلی بیشتر به حل عددي این توابع پرداخته 

هاي آنها در تطـابق بـا   و نتایج به دست آمده از پژوهش
هاي صورت گرفتـه رضـایت بخـش بـوده     نتایج آزمایش

کنش در هـا، ضـریب پـرا   از طرفی مطابق آزمـایش . است
یک محیط متخلخل ناهمگن ابتدا تا نقطه مشخصی تغییـر  

کـه طبـق   د رس ـده و سپس به یـک مقـدار ثابـت مـی    نمو
 نمودارهاي موجود براي غلظت در طول یک محـیط، هـر  

 .تواننـد نشـان دهنـد   سه تابع مذکور چنین روندي را می
توابـع مـذکور در    جـایگزینی دسـت آمـده از   هاي به مدل

                                                        
1 Retardation factor 

از شـرایط اولیـه و مـرزي زیـر بـه       استفاده، با 1رابطه 
  .ندشد صورت تحلیلی حل

  :شرایط اولیه و مرزي
]2[  C(x, t = 0) = 0 
]3[  C(x = 0, t) = C  
]4[  ∂C(x = L, t)∂x = 0 

  C  آلاینده در مرز ورودي محیط متخلخـل   غلظت
  .طول محیط متخلخل مشخص و مورد نظر است Lو 

 دیریکلهبه شرط مرزي نوع اول یا شرط  3رابطه 
  .موسوم است

  

  
انتقال یک بعدي جرم در یک محیط متخلخل به  -1شکل 

  .پیوسته صورت یک ستون
  

  هاي ریاضیمدل
ت یک مقدار ثابـت و  اگر ضریب پراکنش به صور

 1مکانی خطی، تـوانی و نمـایی در رابطـه    یک تابع متغیر 
ــط   ــب رواب ــه ترتی ــواهیم  8و  7، 6، 5وارد شــود، ب را خ

  :داشت
]5[  R ∂C(x, t)∂t = D ∂ C(x, t)∂x − v ∂C(x, t)∂x  
]6[  R   ( , )  = (ax + b)    ( , )   +  (    )  − v   ( , )    
]7[  R   ( , )  = ax .    ( , )   +  (   )  − v   ( , )                     

]8[  R ∂C(x, t)∂t = ae  .∂ C(x, t)∂x + ∂(ae  )∂x v∂C(x, t)∂x  

  
-هـا، سـري  هاي جداسازي متغیربا کاربرد روش

با   8و  7، 6، 5هاي توانی و تبدیلات لاپلاس، حل روابط 
بـه ترتیـب    4تـا   2استفاده از شـرایط کمکـی در روابـط    
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روش حـل در  (دهـد  را نتیجه مـی  14و  12، 10، 9روابط 
ایـن راهکارهـا بـراي غلظـت     ). قسمت ضمیمه آمده است

ــان هــاي هــا و زمــاندر مکــان آلاینــده موجــود در جری
  .مختلف است

  
  
]9[  

C(x, t) =
C  {1− ∑ {                }

{     .         } . sin(   x) . exp       x−           t−           t   
                 

α کـــه در آن = βL ،β = ضـــریب ثابـــت  λو              
  .مربوط به رابطه مشخصه در حل رابطه گفته شده است

  C(x, t) = C [1 −  ((cosh((t(   − αξ)  )/ξ)−(ξ. sinh((t(   − αξ)  )/ξ)(η/(2ξ) + (β− η)/(ξ−θ)))/(   − αξ)  ). (ξ− θ))/(ξ. exp((ηt)/(2ξ)))]    ]10[  

  
α  :که در آن = 24(aL + b) , β = [12(aL + b) (x− L) − 4(aL + b)(2a −v)(x − L) + (2a − v)(3a − v)(x − L) ]R, θ = [(aL + b)(x − L) ]R , η = [12(aL + b) L + 4(aL + b)(2a − v)L +(2a − v)(3a − v)BL ]R,   ξ = [(aL + b)L ]R          ]11[   

  C(x, t) = C [1 +      .      .  ]                 ]12[                   
    

λ  :که در آن = 2aL ,     γ = [(x− L) ]R ,     δ = [L ]R           ]13[  
 C(x, t) = C [1 +      .      .  ]                                      ]14[  

ω  :که در آن = 2ae  ,     ρ = [(x − L) ]R ,   ψ = [L ]R         ]15[  
  

  هاي مورد استفادهداده
ین پژوهش، برگرفتـه  در امورد استفاده هاي داده

ــایش ــایج آزم ــاران  از نت ــگ و همک ــک در ) 1994(هوان ی
هـاي  خاك بارا ابتدا ستون آنها . استمتري  5/12ستون 

و از بافت درشت به بافـت ریـز    طور غیرهمگنبه مختلف
به ترتیب سنگریزه، شـن درشـت، شـن    (در جهت جریان 

در فواصـل  . نمودنـد پر  )متوسط، شن ریز و خاك رسی
براي اندازه گیـري  هایی متري ستون، الکترودسانتی 100

به قبل از شروع آزمایش، ستون و نصب شوري جریان 
سـرعت جریـان، سـرعت    . با آب اشباع شـد روز  3مدت 

مـاده مـورد   . بود و به طور ثابت منظور شـد ) ks(منفذي 
 با غلظت) آلاینده عنوان به(کلرور سدیم محلول  ،استفاده
که به صورت پیوسته به سـتون   لیتر بود بر گرم 6 اولیه

روز و شـروع   4مدت زمان انجـام آبشـویی    .تزریق شد
آن از زمانی بود که به طور تقریبی تمام ستون به غلظت 

العـه،  در ایـن مط . و یکنواخت رسید) گرم بر لیتر 6(اولیه 
 کـه بـر   CXTFIT2.1 افزارمقادیر غلظت با استفاده از نرم

. تخمین زده شده اسـت  باشد،می ADE حل رابطهاس اس
مقــدار ضــریب پــراکنش ثابــت نیــز همــان مقــدار آن در 

متر مربـع در سـاعت   سانتی 185شروع آزمایش و برابر 
فرض شده که با در دست داشتن سرعت و غلظت اولیـه  

، هـا اندازه گیري. محاسبه گردید CXTFIT2.1 افزارنرمبا 
طـول   از هر نقطـه در  عبوريغلظت آلاینده را در جریان 

هاي تحلیلی نیز بر این اساس و حل دهدستون نشان می
 ماده بدون واکـنش بـوده و  یک  سدیم کلرور. بوده است
  .واحد است باخیر آن برابر عامل تا

  
  نتایج و بحث
   و    تعیین ضرایب

پــراکنش حاصــل از مقــادیر ضــریب  کــاربردبــا 
متـري و  سـانتی  1200تا ... ، 200، 100در نقاط آزمایش 

 بـه سـه صـورت خطـی،    شـده  خط برازش  رابطهتعیین 
 متغیر مکـانی براي سه مدل  bو  aتوانی و نمایی، مقادیر 

 4و  3، 2 هــايطــور کـه در شــکل همــان. دســت آمـد بـه  
براي مدل خطی، تـوانی و نمـایی    a مقدارمشخص است، 

براي  b مقدارو  7/399و  15/0، 582/7به ترتیب برابر با 
 003/0و  568/1، -7/167این سه مدل به ترتیب برابر بـا  

ضـریب تبیـین حاصـل از بـرازش بـراي مـدل        .باشدمی
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به دسـت   856/0توانی بیشتر از دو مدل دیگر و برابر با 
ز ضـریب تبیـین بـه    براي برازش نمایی و خطـی نی ـ . آمد

  .شد 501/0و  714/0ترتیب برابر با 
  

 
برازش خطی مقادیر ضریب پراکنش در نقاط  -2شکل

  .مختلف

 
برازش توانی مقادیر ضریب پراکنش در نقاط  -3شکل

  .مختلف

برازش نمایی مقادیر ضریب پراکنشدر نقاط  -4شکل
  .مختلف

  
  

  مکان -هاي غلظتنمودار
هاي توزیع غلظـت  نمودارله، مسا براي درك بهتر

-در نقاط مختلف از طول ستون آزمایشـگاهی در زمـان  

سـاعت پـس از شـروع فرآینـد تزریـق       40و  20، 1هاي 
گرم بر لیتـر بـه    6سدیم با غلظت  کلرورمحلول (آلاینده 

 5هـاي  به ترتیب در شکل) روز تزریق شده است 4مدت 
ساعت، مـدل   1در زمان  .رسم شده است) الف، ب و پ(

هـاي  بـه داده را ترین نتایج ، نزدیکپراکنشخطی ضریب 
هـاي نمـایی و   از مدل خطی، مدل پس. دارد آزمایشگاهی

هـاي  تـرین بـرازش بـا داده   توانی به ترتیب داراي نزدیک
رفـت، در  طور که انتظار مـی آزمایشگاهی هستند و همان

مشـابهت   نیتـر  کمثابت  پراکنشاین بین، مدل با ضریب 
هـــاي دارد، زیـــرا داده آزمایشـــگاهیرا بـــا نتـــایج  

آزمایشگاهی، مربوط به یک محیط ناهمگن هستند، حـال  
هاي همگن منظور ثابت، در محیط پراکنشضریب  آن که
  .گرددمی

هـا، کـاهش   مـدل  کلیـه ساعت، براي  20در زمان 
نکته  لیکن ،گرددمیقبل مشاهده  مشابهت نسبت به زمان
ساعت  1توانی که در زمان  مدلقابل توجه این است که 

هـاي متغیـر مکـانی، بـا     مشابهت را در بین مـدل  نیتر کم
این بار بیشترین مشـابهت  ، هاي آزمایشگاهی داشتداده
هـاي بعـدي   رتبـه نمایی و خطی در  هايمدلو  شتهرا دا

نتـایج  ثابـت نیـز    پـراکنش مدل با ضـریب   .اندقرار گرفته
ن داده و سـاعت نشـا   1نسـبت بـه زمـان     تـري نامطلوب

هـاي  نمودار آن بسیار متفاوت از نمودار مربوط بـه داده 
شـود  طور که در شکل دیده میهمان. آزمایشگاهی است

ستون آزمایشگاهی، غلظت بـه دسـت    متري 10تا حدود 
گونـه  آمده از این مدل برابر با غلظت اولیه بـوده و هـیچ  

  .شودمشاهده نمی آنکاهشی در 
کـاهش مشـابهت در    باز هـم  ساعت، 40 در زمان

دیگر تغییـري در ترتیـب    لیکن ،وجود داردها تمامی مدل
 چنـان همخـورد و  بـه چشـم نمـی   ها مدلمیزان مشابهت 

آزمایشـگاهی   هـاي را بـا داده  برازشمدل توانی بهترین 
 پـراکنش چنین نمودار مربوط به مدل با ضـریب  هم. دارد

y = 7.582x - 167.7

R² = 0.501
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تبدیل به یک خـط راسـت مـوازي بـا      به طور کاملثابت، 
شـده و از ابتـدا تـا    ) فاصله از محـل تزریـق  (ها x حورم

ت و برابر با غلظـت  انتهاي طول محیط، غلظت آلاینده ثاب
تشـابهی بـا    نیتـر  کوچـک  از ایـن نظـر   باشـد و اولیه می

  .ندارد یآزمایشهاي نمودار مربوط به داده
  

  
  

 
 

مکان براي سه مدل خطی، توانی و  -منحنی غلظت -5شکل
 20، 1هاي و مقدار ثابت آن در زمان پراکنشنمایی ضریب 
  .ساعت پس از تزریق آلاینده 40و 

  

انـد کـه ضـریب    ها نشان دادهبسیاري از آزمایش
پراکنش با افزایش فاصله از منبـع تزریـق آلاینـده ابتـدا     

رسـد  کند و سپس به یـک مقـدار مشـخص مـی    تغییر می
طـور  در این پژوهش نیز همـان ). 2008چن و همکاران، (

متغیـر مکـانی بـه     مشخص است سه مدل 5که در شکل 
کار رفته براي ضریب پـراکنش ایـن رونـد را بـه خـوبی      

  .دهندنشان می
هاي حـل شـده بـراي    نتایج به دست آمده از مدل

ضریب پراکنش ثابت در این پژوهش و همچنین پژوهش 
، ناکارآمـدي  )1990(انجام گرفته توسط میشرا و پـارکر  

در ایـن   .کنـد یید مـی هاي ناهمگن تامحیط این مدل را در
هــاي نــاهمگن، پــژوهش، نشــان داده شــد کــه در محــیط

هاي متغیر مکانی براي ضـریب پـراکنش   استفاده از مدل
ایسه با مدل ثابت ضـریب  تري در مقنتایج بسیار مطلوب

پانـگ و هانـت    تحقیـق دهنـد کـه   دسـت مـی  پراکنش بـه  
ــقم ) 2007(و چامخــا ) 2002(، ژو )2001( ــحت و س  ص

  .ددهنتایج پژوهش حاضر را نشان می
  

  هامقایسه آماري مدل
هـاي مـورد   براي مقایسه میزان تطابق نتایج مدل

میـانگین  جـذر  و  ) R( 1از دو آماره ضریب تبیـین  ،بحث
و  16روابـط  . استفاده شده است) RMSE( 2مربعات خطا

رضـایی  (دهنـد  تیب این دو آماره را نشـان مـی  به تر 17
1386.(  R = [∑(    )(    )] ∑(    ) ∑(    )                                                      [16] RMSE =  (   )                                                             [17] 

  
ــه در آن ــده،    X ک ــبه ش ــدار محاس ــدار  Yمق مق

-تعداد داده n و آنهامقادیر میانگین   Y و  Xآزمایشگاهی، 
  .باشدمیها 

به ترتیب مقادیر ایـن دو آمـاره    2و  1ول ادر جد
 براي سه مدل خطـی، تـوانی و نمـایی نشـان داده شـده     

                                                        
1 Coefficient of determination 
2 Root Mean Square Error 
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تـر بـودن مقـدار    یا کوچک  R تر بودن مقداربزرگ .است RMSE گر برتري آن مدل نسبت مربوط به یک مدل، بیان
  .باشدهاي دیگر میبه مدل

 1گــردد کــه در زمــان ملاحظــه مــی 1در جــدول 
تزریق، مدل خطی بیشـترین و مـدل ثابـت     ازساعت پس 

در بین سه مدل مربوط به . کمترین ضریب تبیین را دارد
محیط ناهمگن نیز ضریب تبیین مـدل تـوانی کمتـر از دو    

از این نظر در این زمان، مدل خطـی  . باشدمدل دیگر می
تـري نسـبت بـه    ثابـت نتـایج نـامطلوب   نتایج بهتر و مدل 

هـاي متغیـر مکـانی نیـز     ها دارد و در بین مدلسایر مدل
  .بدترین نتایج مربوط به مدل توانی بوده است

هـاي  ساعت، ضریب تبیـین مـدل   20در زمان      
لیکن بر ضـریب تبیـین    ،خطی، نمایی و ثابت کاهش یافته

بـوط  مدل توانی افزوده شده است و بیشترین مقـدار مر 
کمترین مقدار نیز همچنان مربـوط بـه   . به این مدل است
در این زمان مدل خطی که در زمـان  . باشدمدل ثابت می

قبلی بیشترین ضریب تبیین را داشت، ایـن بـار کمتـرین    
هاي متغیر مکانی دارد و نسـبت بـه   مقدار را در بین مدل

دو مدل دیگر کاهش چشمگیري داشـته اسـت و تخمـین    
  .داردتري نامطلوب

ساعت، ضریب تبیـین بـراي هـر     40در زمان      
لـیکن ترتیـب آنهـا در     ،چهار مدل با کاهش همـراه اسـت  

زمان قبلی حفظ شده و از نظر بیشتر بودن این ضـریب،  
هـاي نمـایی، خطـی و    پس از مدل توانی، به ترتیـب مـدل  

نکتـه قابـل ذکـر ایـن اسـت کـه مقـدار        . ثابت قرار دارنـد 
ثابت برابر با صفر بوده اسـت و   ضریب تبیین براي مدل

ســاعت، هــیچ  40ایــن بــدین معنــی اســت کــه در زمــان 
با نتایج آزمایشـگاهی وجـود    تشابهی بین نتایج این مدل

پ نیـز قابـل تشـخیص     -4موردي کـه از نمـودار    .ندارد
  .است

 1شود کـه در زمـان   مشاهده می 2در جدول      
دل ساعت پس از شروع تزریق، مدل خطی کمتـرین و م ـ 

ثابت بیشترین مقدار میـانگین مجـذور مربعـات خطـا را     

ــدل ــین م ــوانی داراي  دارد و در ب ــدل ت ــاهمگن، م هــاي ن
  .بیشترین مقدار است

ساعت، مقدار این آماره براي هر  20در زمان      
البتـه مقـدار ایـن افـزایش     . افزایش یافته اسـت  مدلچهار

 هـاي متغیـر  در بـین مـدل  . براي مدل ثابت بیشـتر اسـت  
مکانی نیز افزایش این آماره براي مـدل خطـی بیشـتر از    

مربوط مـدل   RMSEدر این زمان . باشددو مدل دیگر می
-کمتر و  در مورد مدل ثابت بیشتر از سایر مـدل   توانی

  .ها است
ساعت نیـز مقـدار آمـاره مزبـور در      40در زمان 

لیکن در این زمـان  . هر چهار مدل با افزایش همراه است
بیشترین و مـدل تـوانی کمتـرین مقـدار را بـه      مدل ثابت 

  .اندخود اختصاص داده
  

  .هایب تبیین مدلاضر -1جدول
  ) R(ضریب تبیین 

  ثابت  نمایی  توانی  خطی  )hr(زمان 
1  993/0 949/0 975/0 471/0  
20  824/0 978/0 959/0 149/0  
40  695/0 898/0 852/0 0  

  
  .هامدل يمیانگین مربعات خطاجذر  -2جدول

    )-( )RMSE( جذب میانگین مربعات خطا  
  ثابت  نمایی  توانی  خطی  )hr(زمان 
1  049/0 113/0 073/0 301/0  
20  190/0 138/0 120/0 523/0  
40  245/0 163/0 173/0 537/0  

  
  کلی گیرينتیجه

  :توان خلاصه نمودنتایج را به شرح زیر می
ها پس از تزریق آلاینده، مدل بـا  در کلیه زمان -1
-ثابت در تخمین مقادیر غلظت در مکـان  پراکنشضریب 

 پـراکنش هاي بـا ضـریب   تر از مدلهاي مختلف، ضعیف
تـوان نتیجـه   از ایـن نظـر مـی   . کنـد متغیر مکانی عمل می
داراي  پـراکنش هاي ناهمگن، ضـریب  گرفت که در محیط
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بــا مـدل  شــود از پیشـنهاد مـی  تغییـرات مکـانی بــوده و   
اسـتفاده   هـا ایـن گونـه محـیط   در ثابـت   پراکنشضریب 
  .نشود

هاي اولیـه، توزیـع غلظـت بـه دسـت      در زمان -2
متغیـر مکـانی در    پـراکنش آمده از  مدل خطـی ضـریب   

نقاط مختلف، در مقایسه با توابع نمایی و توانی به نتـایج  
شــود در پیشـنهاد مـی   تـر اسـت و  آزمایشـگاهی نزدیـک  

کمتر از (کم  طور نسبی بهمواردي که مدت زمان تزریق 
باشد، از این مدل در رابطه انتقال آلاینده می) ساعت چند

  .استفاده گردد

با گذشت زمان، نتایج دو مدل نمایی و تـوانی   -3
براي توزیع غلظت در طـول محـیط بهتـر از مـدل خطـی      

زمـان  گردد در مـواردي کـه مـدت    پیشنهاد می .شودمی
است از این دو مـدل اسـتفاده   تزریق به طور نسبی زیاد 

  .گردد
بـه رغـم اعمـال    در ایـن جـا    باید توجه داشت که

ــاد ــت زی ــال و ، فرآدق ــد انتق  ــ ین ــیدگی ب صــورت ه پخش
  .شده استماکروسکوپیک بررسی 

  
  ضمیمه

بـه عنـوان نمونـه آورده     )6رابطه( مکانی به صورت تابع خطیدر این جا حل رابطه انتقال با ضریب پراکنش متغیر 
بـه  ) 8و  7به ترتیـب روابـط   ( حل رابطه انتقال با ضریب پراکنش متغیر مکانی به صورت توابع توانی و نمایی . شده است
  .چنین حل رابطه انتقال با ضریب پراکنش ثابت آورده شده استهم . است 6مشابه حل رابطه  طور کامل

  
axبا قرار دادن  + b  به جايD   2007 چامخا( آیدمیدرزیر ، این رابطه به صورت 1در رابطه:(  R   ( , )  = (ax + b)    ( , )   +  (    )  − v ]الف - 1[                                                                                                          ( , )    

R  :داریم   ( , )  الف و فاکتورگیري از عبارت  - 1با ساده کردن رابطه    ( , )  = (ax + b)    ( , )   + (a − v) ]الف - 2[                                                                                                               ( , )    
Aبا فرض  = a − v داریم:  R   ( , )  = (ax + b)    ( , )   + A ]الف - 3[                                                                                                                         ( , )    

,R{sU(x  :گیریملاپلاس می tنسبت به  از تبدیلات لاپلاس استفاده کرده و الف - 3رابطه  در s) − C(x, t = 0)} = (ax + b)U"(x, s) + AU′(x, s)                                                                                      ]4 - الف[  
Bو فرض  الف - 4در رابطه 2با اعمال رابطه  = Rs  وU(x, s) = U(x)  و قرار دادنL  به جايxخواهیم داشت ها:  (aL + b)U"(L) + AU′(L) − BU(L) = ]الف - 5[                                                                                                                   0  

=  ( ,   )   :خواهیم داشت) لاس بگیریملاپ tنسبت به ( تبدیلات لاپلاس استفاده کنیم از 4رابطه  دراگر  U (L)     یا     0 = ]الف - 6[                                                                                                                          0  

U"(L)  :داریم الف - 5در رابطه  الف - 6با قرار دادن رابطه  =      U(L)                                                                                                                                                    ]7 - الف[  

  :ها داریمxبه جاي  Lالف و جایگذاري  -7الف و  -6توجه به روابط و با 1یک بار مشتق گرفته xنسبت به  الف -5از رابطه 

                                                        
گیري بستگی به مرتبه مشتق. نماییم استفادهمک لورن -لیبنتیزروش بتوانیم از فرم کلی در این جا دلیل یک یا چند بار مشتق گرفتن آن است که   1

 .رودمیزان دقتی دارد  که در حل یک رابطه انتظار می
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 U   (L) = −        U"(L) = − (   ) (    ) U(L)                                                                                   ]8- الف[  

U( )(L)  :دهیمقرار می Lها xگیریم و به جاي دو بار مشتق می xالف نسبت به - 5این بار از رابطه  = (    )   (   )(    ) (    ) U(L)                                                                                        ]9 - الف[  
U(x)  :پنج جمله اول سري مک لورن، داریم کاربردو  )1385نیکوکار (1مک لورن- لیبنتیز کارراهبا استفاده از  = U(L) + (x− L)U (L) + (   )  U"(L) + (   )  U′′′(L) + (   )   U( )                                                          ]10 - الف[  

U(x)  :آیددست میبه شکل زیر به U(x)، الف - 10در رابطه الف  - 9الف تا  - 6گذاري روابط با جای = U(L){  (    )    (    )  (   )   (    )(   ) (   )  (    )  (   )  (   )(    ) (   )   (    )       ]11- الف[  

U(x  :لاپلاس بگیریم، داریم tنسبت به و  تبدیلات لاپلاس استفاده کردهاز  3رابطه  دراگر  = 0, s) = U(0)     یا         = ]الف -12[                                                                                                                                          
U(x)  :داریمسازي و سادهالف  - 11در الف  -12عمال رابطه ابا  = C   (    )     (    ) (   )   (    )(   )(   )  (   )(    )(   )     [(    )(   ) ]    [  (    ) ]  [  (    )     (    )(   )   (   )(    )   ]    [(    )  ]          ]13 - الف[  
  

,C(xلاپلاس معکوس بگیریم تا  sنسبت به از معکوس تبدیلات لاپلاس استفاده کرده و  الف - 13رابطه  درحال باید  t) به-

,C(x  :)1383اسمعیلی(دست آید  t) = C [1 −  ((cosh((t(   − αξ)  )/ξ)− (ξ. sinh((t(   − αξ)  )/ξ)(η/(2ξ) + (β − η)/(ξ − θ)))/(   − αξ)  ). (ξ−θ))/(ξ. exp((ηt)/(2ξ)))]                                                                                                                                        ]14 - الف[  
  

  )5(ثابت  پراکنشحل تحلیلی رابطه انتقال آلاینده با ضریب 
,C(x  ):1364و کدخدایی شفیعی موسوي (ها داریم با استفاده از روش جداسازي متغیر t) = X(x). T(t),       ( , )  = X(x). T (t),       ( , )  = X′(x). T(t),        ( , )   = X′′(x). T(t)                                    ]1- ت[  R. X(x). T (t) = D  . X  (x). T(t) − V. X′(x). T(t)                                                                                                        ]2 - ت[  

.R  :تاس  λ−این رابطه مساوي با مقدار ثابت بوده و  دو مشتقبیشترین درجه  در رابطه بالا   ( ) ( ) = D  .   ( ) ( ) − V.   ( ) ( ) = −λ                                                                                                                             ]3- ت[  R.   ( ) ( ) = −λ ,     D  .    ( ) ( ) − V.   ( ) ( ) = −λ                                                                                                                           ]4 - ت[  
T(t)  ):1385نیکوکار (گردد حاصل می X(x) و T(t)ت،  - 4موجود در با توجه به رابطه مشخصه روابط  = A . exp (−     t),     X(x) [A  . cosβx + A  . sinβx] exp (      x)                                                                  ]5 - ت[  

β مقادیر ثابت هستند و  A و  A  ،Aکه  =   .باشدمی             
,C(x  :ت داریم - 5ت و روابط موجود در  - 1توجه به رابطه اول حال با  t) = [B  . cos βx + B  . sinβx]ex p       x . exp (−     t)                                                                                  ]6 - ت[  

= B  :آیدبه دست می  Bبا اعمال شرایط مرزي،  C  . exp (    t)                                                                                                                                                     ]7 - ت[  
αسپس با اعمال تغییر متغیر  = βL و یک سري ساده سازي، خواهیم داشت:  

                                                        
1  Leibnitz-Maclaurin 



   259...                                                                                                                   انتقال مقایسه چهار مدل ضریب پراکنش در تحلیل ریاضی
 α cosα +      . sinα  = αیا0 cot α +      = ]ت - 8[                                                                                                              0  

پیتـر  ( قرار داده و با اعمال شرایط مرزي جدید زیر، خـواهیم داشـت   αرا به جاي   αهاي مثبت رابطه بالا، با فرض ریشه
1971(:  C (x, 0) = −C ,     C (0, t) = 0,        ( , )  = ,C(x     و     0 t) = C (x, t) + C                                                       ]9 - ت[  C (x, t) = ∑ B sin(   x) . ex p       x−     t                                                                                                      ]10 - ت[  B = −C ∫                (    )     ∫ ]ت -11[                                                                                                                                            

C (x, t) = −C ∑ {                }
{     .         } . sin(   x) . ex p       x−        t−           t                                                          ]12 - ت[  

شاه محمدي (گردد ت رابطه مورد نظر به صورت زیر حاصل می - 12ت و رابطه  - 9در نهایت با توجه به رابطه آخر 
1382:(  

C(x, t) = C  {1− ∑ {                }
{     .         } . sin(   x) . ex p       x−        t −           t }                                                   ]13 - ت[  
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