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 چکيده

های کلاسیک و بررسی دترمینان ماتریس سختی دشوار است. در این مقاله، روش رهایی پویای صریح برای تعیین ها با شیوهمحاسبه بار کمانشی سازه

عرفی های آن مشود. سپس، شیوه رهایی پویا و رابطههای متداول بیان میوشرود. نخست، چگونگی محاسبه بار کمانشی با رها به کار میبار کمانشی قاب

رای نشان شود. بها پیشنهاد میمکان روش رهایی پویا برای محاسبه نخستین بار کمانشی سازه تغییر -گردند. در ادامه، راهکار نوینی بر پایه نمودار بارمی

ی شوند. نتایج عددهای دو بعدی تحلیل غیرخطی هندسی میها و قابنشی، چندین سازه شامل ستوندادن توانایی شیوه پیشنهادی در محاسبه بار کما

ترین بار کمانشی سازه به صورت ساده در دسترس قرار ای که کوچکدهد، به گونهکارایی مناسب شیوه رهایی پویا را در تعیین بار کمانشی نشان می

 گیرد.می
 

 .بار کمانش، عامل ساختگی، قاب، ضریب بار روش رهایی پویا، :هاکليدواژه

 
 مقدمه -8

های با رفتار غیرخطی های تحلیل خطی برای سازهروش

های غیرخطی از باشند. به همین دلیل، در تحلیلمناسب نمی

کنند. فرایندهای تکراری به دو گروه های تکراری استفاده میشیوه

 در راهکاری شوند. برای یافتن پاسخصریح و ضمنی تقسیم می

های ضمنی از ماتریس سختی صریح از نیروی داخلی و در روش

 گردد. استفاده می

ها، شیوه رهایی پویا های تحلیل غیرخطی سازهیکی از روش

(Dynamic Relaxation است که در دسته فرایندهای صریح قرار )

، Day) مطرح کردند Dayو  Otterدارد. این راهکار را نخستین بار 

 . (Day ،6481و  Otter؛ Otter ،6485؛ 6485

فرایند رهایی پویا، یک روش تکراری برای حل دستگاه 

باشد. این شیوه از قانون مرتبه دوم زمان میهای هممعادله

 گسترش داده شد Frankelآید که توسط ریچاردسون به دست می

(Frankel ،6451) جرم و میرایی ساختگی نقش اساسی در رهایی .

 ارند.پویا د

 Otterنخستین افرادی که جرم ساختگی را پیشنهاد نمودند 

و همکاران،  Otter؛ 6486و همکاران،  Cassell) بودند Cassellو 

های عددی دینامیکی، تکرارهای ها با استفاده از روش(. آن6481

ها ازهسرهایی پویا را بهبود دادند. اولین کاربرد رهایی پویا در تحلیل

گردد که این روش برای تحلیل غیرخطی هندسی می به راشتن باز

(. علاوه بر این، Rushton ،6486) های خمشی استفاده کردصفحه

های تحلیل تنش و تحلیل پس از وی این شیوه را برای مسأله

 (. Rushton ،6484) کمانش صفحات نیز به کار برد

Brew  وBrotton  جرم هر درجه آزادی را متناسب با درایه

آن در ماتریس سختی به کار بردند و با استفاده از آن به  قطری

، Brottonو  Brew) ها پرداختندتحلیل خطی و غیرخطی قاب

6416) . 

Wood های نشان داد که نرخ همگرایی رهایی پویا، از روش

 . (Wood ،6416) تکراری بیشتر استنیمه

با استفاده از اصل ریلی میرایی  Bunceدر پژوهشی دیگر، 

 .(Bunce ،6414) حرانی را به دست آوردب

Papadrakakis های روشی خودکار برای یافتن کمیت

 تکراری رهایی پویا، شامل جرم و میرایی ساختگی، پیشنهاد کرد

(Papadrakakis ،6466) . 

Underwood  نیز با ثابت پنداشتن گام زمانی ساختگی، یکی

 آورد های رهایی پویا را به دستدیگر از رابطه سازی

(Underwood ،6463) . 
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 انجام داد Felippaسازی ضمنی رهایی پویا را رابطه

(Felippa ،6464) . 

Hook  وRushton  به تحلیل کمانشی تیرها و صفحات

 . (Rushton ،6415و  Hook) پرداختند

Zhang رابطه جدیدی برای میرایی به دست و همکارش ،

لی برای تعیین کمینه . وی از اصل ری(Yu ،6464و  Zhang) دنآور

 فرکانس استفاده کرد. 

Qiang هایی برای میرایی و زمان ساختگی تعیین کردرابطه 

(Qiang ،6466). 

Zhang و همکاران الگوی میرایی گرهی را ارائه دادند (Zhang 

رفتار پس کمانشی  Wittrickو  Turvey. (6442و همکاران، 

. (Wittrick ،6413 و Turvey) صفحات چند لایه را بررسی کردند

تحلیل کمانشی و پس کمانشی صفحات را کدخدایان و همکاران 

ها از . آن(6441و همکاران،  Kadkhodayan) انجام دادند

زمان معیارهای دینامیکی پایداری و روش رهایی پویا به طور هم

 استفاده نمودند.

Munjiza های گوناگون میرایی را در رابطه و همکاران، نگره

و  Munjiza؛ Munjiza ،6448) رهایی پویا بررسی کردند سازی

 . (6446همکاران، 

های جدیدی برای جرم علامتیان براساس تحلیل نموی، رابطه

. (Alamatian ،4164) ساختگی در رهایی پویای جنبشی ارائه داد

کدخدایان و همکاران با کمینه کردن نیروهای پسماند، یک گام 

و همکاران،  Kadkhodayan) اد کردندزمانی بهبود یافته پیشنه

. رضایی پژند و علامتیان روش رهایی پویا را برای تحلیل (4116

، Alamatianو  Rezaiee) دینامیکی غیرخطی به کار بردند

. روش نوین این محققان، خطاهای تحلیل دینامیکی را (4116

های جدیدی دهد. علاوه بر این، این پژوهشگران رابطهکاهش می

و  Rezaiee) میرایی و جرم ساختگی پیشنهاد کردند برای

Alamatian ،4161) رضایی پژند و همکاران با کمینه کردن .

 Rezaiee) انرژی پسماند، گام زمانی ساختگی نوینی ارائه نمودند

. با کمینه نمودن خطا بین دو گام متوالی، (4164و همکاران، 

میرایی  رضایی پژند و همکاران روش دیگری برای محاسبه

 . (4166و همکاران،  Rezaiee) ساختگی به دست آوردند

Ramesh  وKrishnamoorthy جایی با استفاده از نمو جابه

 های بازگشتی بار را پیمودنددر تکرارهای رهایی پویا، ناحیه

(Ramesh  وKrishnamoorthy ،6443) این پژوهشگران روش .

دند و از آن برای گذر طول قوس متغیر را با رهایی پویا ترکیب کر

و  Ramesh) های حدی تغییرمکان استفاده نمودنداز نقطه

Krishnamoorthy ،6442) . 

Lee  و همکاران ترکیب روش طول قوس و رهایی پویای

. با این روش، (4166و همکاران،  Lee) جنبشی را استفاده کردند

 4163شود. در سال ها پیموده میمسیر پس کمانشی سازه

مکانی، دو رابطه  های تغییر، علامتیان با استفاده از روشمیلادی

 .(Alamatian ،4163) برای ضریب بار به دست آورد

هدف این مقاله، استفاده از روش رهایی پویا برای محاسبه بار 

باشد. از دیدگاه ها و مقایسه آن با پاسخ دقیق میکمانشی سازه

ن ر صفر قرار دادن دترمیناها، بار کمانشی با برابدانش پایداری سازه

آید. در اینجا، ماتریس سختی از دو ماتریس سختی به دست می

بخش تشکیل شده است؛ یکی ماتریس سختی خطی و دیگری 

ماتریس سختی هندسی. فرایند متداول محاسبه بارکمانشی، حل 

باشد که بسیار دشوار است. در یک مسأله مقدار ویژه غیرخطی می

رهایی پویا برای تعیین بار کمانشی استفاده  این مقاله، از روش

-های متداول تعیین بار کمانشی ارائه میشود. نخست، شیوهمی

آیند. در ادامه، های آن میگردند. سپس، روش رهایی پویا و رابطه

ها با استفاده از روش راهکار نوینی برای محاسبه بارکمانشی سازه

ه هادی بسیار ساده است بشود. شیوه پیشنرهایی پویا پیشنهاد می

 مکان سازه به تغییر -ای که بار کمانشی از رسم نمودار بارگونه

های عددی، توانایی روش آید. سرانجام، با حل نمونهدست می

 شود.پیشنهادی با فرایند حل دقیق مقایسه می

 

 بار کمانش -2
د که آیکمانش حالتی از گسیختگی است و هنگامی پدید می

ش فشاری قرار گیرد. در این شرایط، گسیختگی سازه تحت تن

دهد. شکل بزرگ در سازه روی می شود و تغییرنهایی ایجاد می

هنگامی که یک عضو لاغر تحت فشار قرار گیرد، برای بارهای 

-کوچک تغییر چشمگیری در هندسه و ظرفیت باربری آن رخ نمی

به طور دهد. با افزایش بار و رسیدن آن به مقدار بحرانی، سازه 

 دهد که به آن، کمانش گویندشکل می ناگهانی تغییر

(Deshpande ،4161) کمانش تا پیش از ایجاد، بدون هیچ نشانه .

ها، با افزایش بار فشاری، و اثری است. از دیدگاه دانش پایداری سازه

ای که در حالت کمانش، سختی یابد به گونهسختی عضو کاهش می

 گردد. عضو صفر می

یک قاب ساده  پس کمانشی سازه غیرخطی است. دررفتار 

مانند قاب پرتال، کمانش یک ستون منجر به ناپایداری کل قاب 

 تواندهای پیچیده، کمانش یک عضو فشاری نمیشود. در قابمی

نشانگر ناپایداری کل قاب باشد. این حالت کمانش محلی نام دارد. 

اوت مهندسی بار توان، با قضبنابراین، برای قاب های ساده می

کمانش یک عضو فشاری خاص را پیدا کرد و براساس آن، بار 

های پیچیده این فرایند دست آورد. در قابه کمانشی قاب را ب

های روش مناسب . بنابراین، ویژگی(Chajes ،6412) شدنی نیست

ه، ک برای تحلیل کمانشی یک سازه به شرح زیر است؛ نخست این

های پیچیده را داشته باشد؛ دوم انی قابقابلیت استخراج بار بحر

که بتواند یک تحلیل کیفی از رفتار پایداری قاب ارائه دهد؛ و  این
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که برنامه نویسی کامپیوتری و شیوه اجرایی آن ساده  سوم این

 باشد.

دست آوردن بار بحرانی قاب لازم است پایداری کل ه برای ب

رسد یک نقص  قاب بررسی شود. هنگامی که نیرو به حد کمانش

 های جانبی بزرگشکل تواند باعث به وجود آمدن تغییرکوچک می

 در قاب گردد. محاسبه بار کمانشی با سه روش امکان پذیر است.

 

 روش معادلات ديفرانسيل -2-8
توان برای یک قاب پیچیده روش معادلات دیفرانسیل را می

 و ستون اعضای دیفرانسیل استفاده نمود. در این روش، معادلات

 :استتیر به صورت زیر 
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، به ترتیب، بار فشاری، مدول الاستیسیته Iو  P ،Eدر این جا، 

، به cو  bهای باشند. زیرنویسستون می -و ممان اینرسی تیر

گاهی نیز به شرایط تکیه fترتیب، به تیر و ستون اشاره دارند. تابع 

( به شکل کلی 4( و )6های )و بارگذاری وابسته است. پاسخ معادله

 زیر هستند:
 

(3) )c(x1g)cBcos(kx)cAsin(kxcy  

(2) )b(xgby 2 
 

دله موجود در جواب عمومی هر معا Bو  Aهای دلخواه ثابت

دیفرانسیل با استفاده از شرایط مرزی و شرایط تحلیلی هر عضو به 

( و 6های )پاسخ خصوصی دستگاه معادله gآیند. تابع دست می

-دلهها، معاباشد. سپس با نوشتن روابط پیوستگی در گره( می4)

های مشخصه به دست خواهند آمد. مقدار ویژه معادله مشخصه، 

 . (Lui ،6461و  Chen) بار بحرانی قاب است

 
 افت -روش شيب -2-2

، Chajes) افت در حالت کلی، به شکل زیر است -رابطه شیب

6412): 
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افزون بر  αهای افت اصلاح شده، ضریب -در روش شیب

مشخصات هندسی مانند چگونگی تغییر سطح مقطع در طول 

 . به سخن دیگر، در ایناندعضو، به نیروی محوری عضو نیز وابسته

 گرددهای غیرخطی وارد میها، نیروی محوری عضو با رابطهضریب

(Chajes ،6412) طول عضو و جابجایی نسبی دو سر عضو، به .

شوند. باید دانست کمیت نمایش داده شده می ijو  Lترتیب، با 

ij گردد.ها ظاهر میامل تنها در ستوندر تیرها صفر است. این ع 

شوند و در افت، برای هر عضو نوشته می -های روش شیبمعادله

روند. اگر سازه دارای های تعادل لنگر هر گره به کار میرابطه

های اضافی برای به دست آوردن پاسخ حرکت جانبی باشد، به شرط

فاده نیز استباشد. در چنین شرایطی، از معادله تعادل برش نیاز می

شود. معادله مشخصه کلی با برابر صفر قرار دادن دترمینان می

آید. بار بحرانی، های تعادل به دست میماتریس ضرایب معادله

مقدار ویژه معادله مشخصه است. در ادامه، مراحل تعیین بار 

 آید:افت می -بحرانی با روش شیب

داخل اعضاء بر  تحلیل اولیه سازه و تعیین نیروهای محوری در -6

 حسب بار وارده اسمی؛ 

 افت؛  -تعیین لنگرهای انتهایی اعضاء با استفاده از روابط شیب -4

 های آزاد قاب؛نوشتن معادلات تعادل لنگر در گره -3

های آزاد های گرهتعیین یک دستگاه معادلات برحسب دوران -2

 های مربوط به هرعضو؛ ∆و 

ه های وابستها بر حسب ضریبدلههای دستگاه معانوشتن درایه -5

 (؛ αهای به نیروی محوری عضوها )ضریب

برابر صفر قرار دادن دترمینان ضرایب و به دست آوردن بارهای  -8

 ها.بحرانی و مودهای کمانش قاب

ا هتوان برای محاسبه بار بحرانی قابافت را می -فرایند شیب

ید آدل به دست میهای تعابه کار برد. ماتریس ضرایبی که از شرط

های آزادی تعداد درجه nخواهد بود. در اینجا،  n×n یک ماتریس

های آزادی سازه، این شیوه به قاب است. با افزایش تعداد درجه

 .(Lui ،6461و  Chen) پذیرددشواری انجام می

 

 روش ماتريس سختی -2-3
ها، سختی عضو با در شیوه متداول تحلیل ماتریسی سازه

از اثر نیروی محوری و در نظر گرفتن رفتار خمشی چشم پوشی 

ای هها، اثر تغییرشکلشود. در دانش پایداری سازهعضو حساب می

زمان در ماتریس های وابسته به خمش و برش هممحوری و مؤلفه

ها با فرض رفتار غیرخطی گردند و قابسختی عضو وارد می

یندی، ماتریس شوند. با چنین فراتحلیل می ∆-Pهندسی ناشی از 

سختی هر عضو از دو بخش سختی خطی و سختی هندسی تشکیل 

 گردد.می
 

(8) GKLKK  
 

های سختی خطی و به ترتیب ماتریس GKو   LKدر اینجا، 

های ماتریس باشند. برای به دست آوردن درایههندسی قاب می
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. شودمیهای درونیاب استفاده سختی در مختصات محلی، از تابع

ها و برای خیزهاو دوران uNهای محوری ها برای تغییرشکلاین تابع

wN باشند.می 
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های زیر به دست های ماتریس سختی نیز از تابع اولیهداریه

 نشان داده شده است. Aآیند. سطح مقطع عضوها با می
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های سختی خطی و هندسی در های هر یک از ماتریسدرایه

پیوست آمده است. سپس، با استفاده از ماتریس دوران، ماتریس 

آید. ماتریس دوران در سختی در محورهای کلی به دست می

 آید. می Rپیوست با نماد 

ا های محاسبه بار کمانشی سازهدر این مقاله، شیوه نوینی بر

کان م تغییر -گردد. این روش بر پایه استفاده از نمودار بارارائه می

 د.پذیراستوار است. این کار با شرح فرایند رهایی پویا انجام می

 

 روش رهايی پويا -3

در روش رهایی پویا، با افزودن نیروهای جرمی و میرایی 

ایستا را به فضای دینامیکی های سازه ساختگی، دستگاه معادله

 .(Alamatian ،4164) کنندساختگی منتقل می
 

(66) nnnn

n

n

n

n
...

PFSC XXXM  
 

های جرم و میرایی ساختگی قطری به جا، ماتریسدراین

، Xاند. بردارهای ، نشان داده شدهCو  Mترتیب با 
.
X و

..
X ،به ترتیب ،

امین تکرار رهایی پویا نمایش  nجایی، سرعت و شتاب را در جابه

ترتیب، ماتریس سختی، ، به PوS ، Fدهند. علاوه بر این، می

سازی باشند. برای رابطهبردارهای نیروی داخلی و بار خارجی می

گردد. با استفاده های عددی استفاده میروش رهایی پویا از روش

های زیر را برای توان رابطههای محدود مرکزی، میاز تفاوت

 تکرارهای این روش به دست آورد:
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(63) 
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nدر این جا، 
iim، n

iiC ،n و n
ifترتیب، درایه قطری ، بهi  ام از

های جرم و میرایی ساختگی، گام زمانی ساختگی و درایه اتریسم

i  ام از بردار نیروی داخلی در تکرارn باشند. ام رهایی پویا می

نشان  qو  ip های آزادی، به ترتیب بابارخارجی و تعداد درجه

 اند. داده شده

کان و م رضایی پژند و علامتیان با کمینه کردن خطای تغییر

استفاده از نگره دایره گرشگورین، جرم ساختگی زیر را پیشنهاد 

 :(Alamatian ،4161و   Rezaiee)کردند
 

(62) 
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های ماتریس سختی مماسی برابر با درایه
ijK است. کوچک-

ی لترین فرکانس سامانه دینامیکی ساختگی با استفاده از اصل ری

 .(Yu ،6464و  Zhang)آیدبه دست می
 

(65) 
MX

T
X

F
T

X
minω  

 

بر این اساس، رضایی پژند و علامتیان، رابطه زیر را برای 

، Alamatianو  Rezaiee) میرایی هر درجه آزادی پیشنهاد کردند

4161): 
 

(68)   n2

min

2n2

min

n
Mω)(τ4ωC  

 

تعیین گام زمانی هایی برای علاوه بر این، پژوهشگران رابطه

؛ 4116و همکاران،  Kadkhodayan) اندساختگی ارائه داده

Rezaiee  ،با وجود این، گام زمانی در بیشتر (4164و همکاران .

شود. در ادامه، از روش رهایی پویا استفاده ها یک فرض میالگوریتم

نهاد ها پیشگردد و شیوه نوینی برای محاسبه بار کمانشی سازهمی

 شود.می
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شيوه پيشنهادی محاسبه بار کمانشی با روش رهايی  -9

 پويا
مکان در مسیر  های بازگشتی بار و تغییرپدیدآمدن ناحیه

اشد. بایستایی سازه نشانه وجود نقطه حدی یا انشعاب در سازه می

های متداول رهایی گردند روشهای بازگشتی سبب میاین ناحیه

ن نشی را نداشته باشند. دلیل ایپویا توانایی به دست آوردن بار کما

های رهایی پویا، بار خارجی کاستی این است که در رابطه سازی

در هر نمو ثابت است. از این رو، برای پیمایش مسیرهای ایستایی 

گردد. در و به دست آوردن بار کمانش، بار خارجی متغیر فرض می

 آید:( به دست می61نتیجه، نیروی پسماند از رابطه )
 

(61) nF-nP  nnR λ 
 

محاسبه بار کمانشی با روش رهایی پویا برپایه تعریف ضریب 

باشد. بر این ضریب بار می λ پذیرد. در این رابطه،بار انجام می

-اساس، در فرایند حل، نمو ضریب بار بسیار کوچک انتخاب می

گردد. رضایی پژند و علامتیان با کمینه کردن نیروی پسماند 

 :(Alamatian ،4166و  Rezaiee) بار زیر را پیشنهاد کردند ضریب
 

(66) 
refPTrefP

FTrefP
λ 

 

در این رابطه، 
refP باشد. برای بردار بار خارجی پایه می

تعیین بار کمانشی در شیوه پیشنهادی، نخست یک نقص اولیه در 

های یک از درجهتواند در هر شود. این نقص میسازه ایجاد می

آزادی سازه جزء بندی شده به وجود آید. با وجود این، مناسب 

های آزادی وابسته به انتقال جانبی است این نقص در یکی از درجه

مکان با روش رهایی پویا و  تغییر -ایجاد شود. سپس، نمودار بار

گردد. به دلیل وجود نقص اولیه، نمودار ضریب بار متغیر رسم می

جهد. مکان در هنگام رسیدن به نقطه کمانشی، می ییرتغ -بار

مکان نشان دهنده وجود  تغییر -جهش پدیدآمده در نمودار بار

باشد. به سخن دیگر، در نقطه حدی و یا نقطه انشعاب در سازه می

شیوه پیشنهادی با تشخیص دقیق محل پرش در مسیر ایستایی، 

چنین فرایندی، توان بار کمانشی را حساب کرد. با انجام می

 گیرد. نخستین بار کمانشی سازه در دسترس قرار می

( چگونگی به دست آوردن بار کمانشی یک قاب را 6شکل )

های نخستین این نمودار، با افزایش بار، دهد. در بخشنشان می

ای از نمودار، به طور ناگهانی، شود. در نقطهمکان نیز زیاد می تغییر

ود مکان به وج زایش چشم گیری در تغییربا افزایش جزئی بار، اف

کند و با آید. شیوه پیشنهادی از این ویژگی استفاده میمی

تشخیص نقطه جهش پدید آمده در مسیر ایستایی سازه، بار 

مکان  (، تغییر6دهد. به عنوان نمونه، در شکل )کمانشی را ارائه می

 گردد.ده برابر می

 
 هار حالت کمانش سازهمکان د تغيير -نمودار بار -8شکل 

 
ر یابد. دمکان افرایش می در ادامه، با ثابت ماندن بار، تغییر 

باشد که در شکل این حالت، بار کمانش همان مقدار بار ثابت می

شود با استفاده از نمایش داده شده است. یادآوری می crP( با 6)

ه وآید. این فرایند شیاین روش، بار کمانشی مود اول به دست می

 باشد. شایانها میها و ستوننوین برای محاسبه بار کمانشی قاب

 یرتغی -توجه است در این روش بار کمانشی به راحتی از نمودار بار

گیرد. در ادامه، کارایی این روش مکان سازه در دسترس قرار می

 گردد.ها بررسی میدر تعیین بار کمانشی سازه

کان مورد نیاز در این شیوه، م تغییر -باید دانست، نمودار بار

های گردد. این کار تنها با محاسبهبا روش رهایی پویا رسم می

پذیرد. بنابراین، فرایند پیشنهادی برای محاسبه برداری انجام می

شود. شایان توجه بار کمانشی تنها با محاسبات برداری اجرا می

ی تریسهای متداول محاسبه بار کمانشی از محاسبات مااست، شیوه

کنند. این کاستی در روش برای تعیین بار کمانش استفاده می

 پیشنهادی برطرف شده است.

در اینجا، یک روش عددی برای تخمین کوچکترین بار 

ایی هها بر پایه روش رهایی پویا ارائه گردید. در سازهکمانشی سازه

باشند، این نقطه همان که دارای نقطه انشعاب )چندشاخگی( می

ای دارای مسیر ایستایی انشعاب خواهد بود. چنانچه، سازهنقطه 

توان یگانه باشد )فاقد چند شاخگی(، با روش پیشنهادی می

ین ترترین( نقطه حدی را یافت. بنابراین، مهمنخستین )کوچک

ترین نقطه توانایی شیوه پیشنهادی، تخمین موقعیت کوچک

باشد. این کار با فرایندی ساده و با انشعاب و یا نقطه حدی می

پذیرد. باید دانست، کشف این نقاط با دقت بسیار مناسب انجام می

-های پدیدآمده در نمودار بارپایش مسیر ایستایی و بررسی جهش

شود. بنابراین، برای یافتن موقعیت نقاط مکان انجام می تغییر

های شاخگی، از واکنش واقعی و طبیعی روشحدی و یا چند

 گردد.ها در مواجه با این نقاط استفاده میتحلیل سازه

ای همکان پس از نقطه تغییر -از سوی دیگر، اصلاح نمودار بار

انشعاب یا حدی، با راهکارهای اصلاح ضریب بار مانند روش کمینه 

و  قوسنیروی نامیزان، شیوه کمینه انرژی جنبشی، فرایند طول 
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صورت ها پیش از این، بهشود. این شیوهها انجام میمانند این

اند. باید دانست، آمیزی در روش رهایی پویا اعمال شدهموفقیت

ترین بار کمانشی هدف این مقاله، تخمین ساده و مناسب کوچک

باشد که به آن پرداخته شده است. باید دانست، اصلاح ها میسازه

مکان سازه پس از کمانش، پیش از این با روش  تغییر -نمودار بار

رهایی پویا انجام شده است و گزارش آن در مراجع معتبر موجود 

باشد. از این رو، در این مقاله تنها شیوه پیشنهادی در تخمین می

بار کمانشی ارائه شده است. باید دانست، پس از تعیین بار کمانشی، 

های موجود یافت. ا روشتوان مسیر ایستایی پس کمانشی را بمی

به سخن دیگر، فرایند پیشنهادی اثری در پیمایش مسیر ایستایی 

 پس از کمانش ندارد.
 

 های عددینمونه -6

برای محاسبه بار کمانشی با شیوه پیشنهادی، یک برنامه 

افزار فرترن نوشته شده است. راستی کامپیوتری در محیط نرم

ا و ههای پژوهشی دیگر مقالهآزمایی برنامه کامپیوتری با حل کار

 پذیرد.های دقیق انجام مینیز سنجش با پاسخ

ای هها و قابهای دیگر شامل ستونسپس، بار کمانشی نمونه

-باشند حساب میدو بعدی که دارای رفتار غیرخطی هندسی می

مکان از شیوه رهایی پویا  تغییر -شوند. برای رسم نمودار بار

 ها برابر یکانی ساختگی در همه تحلیلگردد. گام زماستفاده می

مکان در نخستین نمو برابر  گردد. افزون بر این، تغییرفرض می

شود. ایجاد نقص اولیه نیز در وسط یکی از صفر در نظر گرفته می

پذیرد. باید دانست برای به دست آوردن بار ها انجام میستون

ایه رو، مقدار بار پباشد. از این کمانشی، نمو ضریب بار برابر یک می

کوچک فرض شده است و ضریب بار هدف، مقدار بزرگی پنداشته 

های نیوتن است. در تمامی نمونه 16/1شود. این مقدار بار پایه می

، سطح مقطع و ممان اینرسی Lعددی، ضریب کشسانی، طول 

متر سانتی 4متر، سانتی 611گیگاپاسکال،  64عضوها به ترتیب، 

باشند. افزون بر این، متر به توان چهار میانتیس 8881/1مربع و 

شود جزء الگوسازی می 5در مدل اجزا محدود، هر تیر و ستون با 

 بندی دیگری اشاره شود.که به تقسیم مگر آن

 

 گاهی گوناگونستون با شرايط تکيه -6-8

نخستین نمونه برای راستی آزمایی برنامه کامپیوتری نوشته 

( این 4یط تکیه گاهی مختلف است. شکل )شده، یک ستون با شرا

 دهد.ها را نشان میستون

 
 

 گاهی گوناگون ستونشرايط تکيه -2شکل 

 

 گاهی مختلفبار بحرانی ستون با شرايط تکيه -8جدول 

 درصد خطا
 بار کمانش)نیوتن(

 شرایط تکیه گاهی
 رهایی پویا دقیق

64/1 141/1 141/1 PP 

55/3 656/3 41/3 CC 

56/1 641/1 646/1 CF 

44/6 866/6 823/6 CP 

 
(، مقدار بار بحرانی به دست آمده از روش رهایی 6در جدول )

های به دست آمده درستی پویا و پاسخ دقیق آن آمده است. پاسخ

( نشانگر کارایی 6دهد. جدول )برنامه نوشته شده را نشان می

طای صد خمناسب شیوه رهایی پویا در تعیین بار کمانشی است. در

باشد. در این درصد می 5تر از رهایی پویا نسبت به پاسخ دقیق کم

ها، با کاهش سختی ستون، خطای پاسخ روش رهایی پویا نمونه

 شود.تر مینسبت به پاسخ دقیق کم

 

 يکنواخت ستون با مقطع غير -6-2
( ستونی با مقطع متغیر نشان داده شده است. 3در شکل )

O'Rourke  وZebrowski  این ستون را برای دو مقدار متفاوت

های محدود تحلیل نسبت ممان اینرسی و براساس روش تفاوت

. در این نمونه، ممان (Zebrowski ،6411و  O'Rourke) اندکرده

متر به توان چهار در نظر گرفته سانتی 8881/1برابر  1Iاینرسی 

ز ( مقدارهای بار کمانشی به دست آمده ا4در جدول ) شود.می

روش رهایی پویا، پاسخ دقیق بار کمانشی و درصد خطای روش 

 (.Zebrowski ،6411و  O'Rourkeپیشنهادی درج شده است)

 

 
 

 ستون با مقطع غيريکنواخت -3شکل 
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 يکنواخت بار بحرانی ستون با مقطع غير -2جدول 

درصد 

 خطا

 بار کمانش

2/I1I a 
 دقیق

O'Rourke  و

Zebrowski ،

6411 

 رهایی پویا

32/1 442/1 446/1 445/1 6/1 4/1 

63/1 261/1 215/1 262/1 6/1 2/1 

64/1 411/1 666/1 416/1 6/1 8/1 

54/1 166/6 852/6 141/6 6/1 6/1 

1 433/1 436/1 433/1 8/1 4/1 

1 413/1 411/1 413/1 8/1 2/1 

1 316/1 315/1 316/1 8/1 8/1 

1 348/1 343/1 348/1 8/1 6/1 

 

-دارهای به دست آمده از شیوه پیشنهادی با پاسخخطای مق

باشد. همچنین، جدول های دقیق بار کمانشی بسیار کوچک می

دهد خطای بار کمانشی به دست آمده از رهایی پویا ( نشان می4)

 است.  Zebrowskiو  O'Rourkeتر از روش کم

توان دریافت دقت و کارایی برپایه دو نمونه حل شده، می

زم باشد. لاهادی برای محاسبه بار کمانشی مناسب میشیوه پیشن

به یاد آوری است، به دلیل استفاده از فن اجزای محدود، در روش 

شود. در نتیجه، بار بحرانی روش تر مدل میپیشنهادی سازه سخت

 ها است.پیشنهادی بیشتر از دیگر روش

 

 قاب پرتال متقارن -6-3

( نشان داده 2شکل )نمونه سوم یک قاب پرتال است که در 

شود. این قاب را کاوه و سلیم شده است. دو بار به این قاب وارد می

. قاب (Salimbahrami ،4111و  Kaveh) اندبهرامی تحلیل کرده

نشان داده شده دارای هندسه و بارگذاری متقارن است و بر این 

اساس حرکت جانبی ندارد. به دلیل تقارن، نیمی از قاب در برنامه 

 شود. ل میمد

مقدار بار کمانشی به دست آمده از حل دقیق، مقاله کاوه و 

-نیوتن می 4181و  6/6118، 4168روش رهایی پویا به ترتیب 

 4/4باشند. درصد خطای روش رهایی پویا نسبت به پاسخ دقیق 

درصد است. کاوه و سلیم بهرامی هر ستون را به دو عضو تقسیم 

به دو عضو و حل با رهایی پویا، بار  کرده بودند. با تقسیم هر ستون

به دست آمد که با پاسخ به دست آمده از تقسیم  4151کمانشی 

که درصد  عضو تفاوت چندانی ندارد. در حالی 5بندی هر ستون به 

 Kaveh) باشددرصد می 6/66خطای روش کاوه و سلیم بهرامی، 

 .(Salimbahrami ،4111و 

 

 

 
 قاب پرتال متقارن -9شکل 

 

 قاب يک دهانه با دو طبقه -6-9
 دهد( یک قاب دو طبقه و یک دهانه را نشان می5شکل )

(Kaveh  وSalimbahrami ،4111) به علت تقارن در هندسه و .

بارگذاری، قاب دارای حرکت جانبی نیست و نیمی از قاب در برنامه 

 6116گردد. مقدار بار کمانشی به دست آمده از حل دقیق مدل می

ت. کاوه و سلیم بهرامی با تقسیم هر ستون و تیر به ترتیب نیوتن اس

 اندنیوتن به دست آورده 3/446جزء، پاسخ بار کمانشی را  4و  3به 

(Kaveh  وSalimbahrami ،4111) بار کمانشی به دست آمده از .

نیوتن است که سازگاری مناسبی با پاسخ  6113شیوه پیشنهادی 

 روش کاوه و سلیم بهرامی دارد.

 

 قاب دو دهانه بدون حرکت جانبی -6-6
-دیگر نمونه عددی، قاب دو دهانه بدون حرکت جانبی می

( نشان داده شده است. نیمی از قاب مدل 8باشد که در شکل )

توان به جای ستونی که در وسط قرار گردد. به دلیل تقارن، میمی

 .دارد، یک تکیه گاه گیردار در گره مربوطه قرار داد

 

 
 

 قاب يک دهانه با دو طبقه -6شکل 
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 قاب دو دهانه بدون حرکت جانبی -5شکل 

 

2154526 پاسخ دقیق بار کمانش L/EI. باشد که با می

نیوتن  38/4144قرار دادن مشخصات اعضا در رابطه، بار کمانش 

(. بار کمانشی Salimbahrami ،4111و  Kaveh) آیدبه دست می

باشد که نیوتن می 4661یی پویا نیز به دست آمده از روش رها

 باشد.درصد می 62/1خطای آن 

 

 قاب پرتال با حرکت جانبی -6-5

ها پرداخته شد بدون حرکت هایی که تاکنون به آننمونه

ها مدل شدند. ها، نیمی از آنجانبی بودند. به علت تقارن این قاب

ه د کشودر این نمونه، قاب پرتال دارای حرکت جانبی تحلیل می

( نشان داده شده است. هر عضو این نمونه با پنج جزء 1در شکل )

2447 گردد. پاسخ دقیق بار کمانشسازی میقابی مدل L/EI. 

های هندسی و مکانیکی در این گذاری مشخصهباشد. جایمی

و  Kaveh) دهدنیوتن را به دست می 4/545رابطه، مقدار بار 

Salimbahrami ،4111).  بار کمانشی به دست آمده از شیوه

نیوتن به دست آمده است که خطای آن نسبت  846پیشنهادی نیز 

 باشد.درصد می 33/2به پاسخ دقیق 

 

 
 

 قاب پرتال با حرکت جانبی -4شکل 

 

 قاب دو دهانه با حرکت جانبی -6-4
دهد که ( قاب دو دهانه با حرکت جانبی را نشان می6شکل )

مانشی آن در حالت بدون حرکت جانبی به دست پیش از این بار ک

شود. این قاب آمد. در هر سه گره بالاترین تراز، بار عمودی وارد می

باشد. کاوه و سلیم بهرامی بار کمانشی دارای چهار درجه آزادی می

263297 این قاب را L/EI. اند که با قرار دادن به دست آورده

 83/861اعضا در رابطه، این مقدار خصوصیات مکانیکی و هندسی 

. روش (Salimbahrami ،4111و  Kaveh) آیدنیوتن به دست می

دهد که نیوتن به دست می 4/824پیشنهادی پاسخ بار کمانشی را 

 دارای سازگاری مناسب با حل دقیق است.

 

 قاب دو طبقه شکسته -6-1

ود شطبقه شکسته تحلیل می در آخرین نمونه، یک قاب دو

( نشان داده 4آید. این قاب در شکل )ار کمانشی آن به دست میو ب

های اتصال تیر به ستون بار عمودی وارد شده است. در تمام گره

شود. این سازه پس از جزء بندی هر عضو با پنج المان قابی، می

درجه آزادی خواهد بود. بار کمانشی این  662عضو و  21دارای 

نیوتن به دست آمد. باید  44پویا  قاب با استفاده از روش رهایی

ها به دست نیامده دانست، بار کمانشی این نمونه با دیگر شیوه

 است. 

 

 
 قاب دو دهانه با حرکت جانبی -1شکل 

 

 
 قاب دو طبقه شکسته -4شکل 
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های متقارن، با وجود این، روش پیشنهادی به سادگی قاب

یادآوری است، در توانسته بار کمانشی آن را ارائه دهد. لازم به 

های متقارن بررسی و تحلیل روش کاوه و سلیم بهرامی تنها قاب

تواند بار کمانشی هر نوع که روش پیشنهادی می اند؛ حال آنشده

و  Tajmir؛ Salimbahrami ،4111و  Kaveh) قابی را ارائه دهد

 (.4161همکاران، 

 

 گيرینتيجه -5
ا هار کمانشی ستوندر این مقاله، شیوه نوین برای محاسبه ب

ها با روش رهایی پویا ارائه گردید. این کار با معرفی بار و قاب

های آن آغاز شد. سپس، با کمانش، روش رهایی پویا و رابطه

تغییرمکان شیوه نوینی برای محاسبه  -استفاده از روش نمودار بار

بار کمانشی ارائه گردید. محاسبه بار کمانشی با فرایند پیشنهادی 

دکار و بدون شرط بوده و در آن فقط از محاسبات برداری خو

 شود. استفاده می

در شیوه پیشنهادی، نخست نقص اولیه ساختگی در سازه 

مکان در هنگام  تغییر -شود. در ادامه، جهش نمودار بارایجاد می

-نهدهد. پاسخ نمورسیدن به نقطه کمانشی، بار کمانشی را ارائه می

یی بالای این روش در تعیین بار کمانشی های عددی دقت و کارا

های روش پیشنهادی نسبت دهد. بیشینه خطا در پاسخرا نشان می

درصد بود. باید دانست، مقدار بار کمانشی به  5به مقدار دقیق، 

دست آمده از رهایی پویا از پاسخ دقیق بیشتر است. دلیل این 

محدود  سازی سازه با شیوه اجزایتوان در مدلموضوع را می

 جستجو کرد.
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 تپيوس
در شکل زیر، درجات آزادی المان تیری در مختصات محلی 

 نشان داده شده است.

 

 
 

 المان تيری در مختصات محلی -87شکل 

 

های (، ماتریس61( تا )1بر این اساس و با استفاده از روابط )

سختی به صورت زیر خواهند بود. ماتریس سختی کل نیز از جمع 

 شود.این دو ماتریس حاصل می
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های زیر تشکیل شده است. آید. این ماتریس از درایهبه دست می

ساعتگرد از  شود که جهت مثبت دوران به صورت پادیادآوری می
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1. Introduction 

In the present paper, an explicit algorithm is developed for calculating buckling load of frames. Here, the 
modified Dynamic Relaxation method is utilized so that the first structural buckling load is achieved.  

 
2. Methodology 

2.1. Theoretical Concept 

Formulating the equilibrium equations of structure is the first step for calculating buckling load, which is 
performed using finite element or finite difference approaches (Rezaiee-Pajand and Alamatian, 2011); 

SD=F=λPref                                                                                                                                                                                        (1) 

Where S=[Sij] is a q×q real symmetric matrix of the structural stiffness and D={di} , F={fi} and Pref={pi,ref} , are 
q×1 column vectors of the structural displacement, the internal forces and the reference external applied loads, 
respectively with q being number of degrees of freedom. Also, λ is load factor that controls the external load. In 
buckling condition, the nodal displacements extremely increase and the structure fails i.e. 

 

D (tS)=0ref                                                                                                                                                                                                (2) 

     Therefore, calculating the buckling load by direct solution of Eq (2), (traditional/common approach) is quite 
difficult and time consuming procedure and leads to a nonlinear eigenvalue problem.  

2.2. Proposed Algorithm for Calculating Buckling Load 

     Here, Dynamic Relaxation method with viscous damping is utilized for calculating buckling load of 
structures. For this purpose, Eq. (1) is transferred to a virtual dynamic space by adding fictitious inertia and 
damping forces; 

fails i.e 

ref
Pnnnnnnnn  FDSDCDM   

(3) 

     Here, Mn=[mnii] and Cn=[cnii] and are q×q diagonal fictitious mass and damping matrices, respectively with 
superscript n meaning values at nth iteration (nth fictitious time step). Super dots also denote the mathematical 
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definitions of the first and second derivatives of the displacement vector with respect to the fictitious time 
variable (fictitious velocity and acceleration vectors)( Kadkhodayan et al., 2008). Figure 1 shows the proposed 
technique for determining the buckling load schematically. First a small initial imperfection is imposed on the 
structure. Then the DR iteration with updated load factor algorithm starts so that equilibrium positions are 
determined successively. When a converged point is achieved, this position is compared with the previous 
equilibrium point. If there is a considerable gap between these two points, jumping occurred and the structure 
has buckled. Therefore, the load factor of the point adjacent jumping is the first buckling load of structure. 
Hence, the developed algorithm presents the quasi exact of the lowest buckling load with explicit and automatic 
algorithm. The calculated buckling load from the proposed algorithm has enough accuracy because the updated 
load factor algorithms trace the statical path with very small increments.  

 

 

Fig. 1. The load-displacement curve in Dynamic Relaxation method for determining the buckling load 

 

3. Results and discussion 

For verifying the proposed algorithm, buckling load of columns with different boundary conditions is 
calculated. Results show that the developed algorithm presents the quasi exact of buckling load with enough 
accuracy because the updated load factor algorithms trace the statical path with very small increments. 

 
4. Conclusions 

The proposed framework for calculating buckling load runs by full vector operations so that it could be 
replaced by the complicated common approaches, which require solving eigenvalue problems. Therefore, the 
suggested algorithm is an explicit method with simple vector calculations. Moreover, this general procedure 
could be utilized for both symmetric and unsymmetric structures. Results show that the proposed framework 
has suitable accuracy so that the numerical errors are less than 5 percent. On the other hand, the suggested 
method is more efficient in comparison with the decomposition technique, which requires complex matrix 
operations as solving an eigenvalue problem (Kaveh and Salimbahrami 2007). Moreover, the proposed 
technique has similar steps for both symmetric and unsymmetric systems; however, the common approaches 
have some serious difficulties in unsymmetric structures. On the other hand, the calculated buckling load in the 
suggested framework does not depend on the initial imperfection and time step size. Briefly, full vector 
operations, simple approach, suitable accuracy and similar procedure for all kinds of structures are main 
specifications of the developed algorithm. 
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