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Abstract  

In this article, the buckling of composite cylindrical shells is investigated under thermal and different mechanical loading 
consisting of the axial compression, torsion and external pressure. To achieve this, a semi-analytical finite element method is 
developed based on the First order Shear Deformation Theory (FSDT). The eigenvalue equation obtained is used to 
determine the critical load and its corresponding circumferential mode. In the mechanical loading, two methods are 
introduced to make the geometric stiffness matrix, the results of which are compared to each other and also to the references. 
For single layer composite cylindrical shells and each loading, the most strength ply angle against buckling are studied. 
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������ÊËZ»�³�É�Y~³�Z]� �
� ¶°����Z]� Y�� Ê¿Y�v]� �¿Z¼¯� ÉZ»{� ÉZÆz�Za� ÊËY�´¼Å

Ê»�½Z�¿�Ä¿YÂf�Y�ÉÁ��½Z¼·Y� {Y| e��ËY�§Y|Å{���¶°�� Z]�ª]Z�»
����,����Ê¿Y�v]��¿Z¼¯�ÉZ»{�|¿YÂe�Ê»�½Z¼·Y¯ÀÌ¼Ä��d«{�Z]� Y�

|À¯�ÄWY�Y�\�ZÀ»� ��Z]� Ä¿YÂf�Y�É�Âv»�µÁY� {Â»�ÉY�]� ZÆz�Za�¾ËY
� Ê�|ÀÅ� �YÂyh=0.003m� ,R/h=500�� ÁL=0.5R��Á

d�Y�Ã|��ºÌ��e�Ã{Z��ÊÅZ³�ÄÌ°e��ËY���¾ÌÀr¼Å���
�ÊËZ»�³�É�Y~³�Z]�dve�Ä¿YÂf�Y�¶Ì¸ve�ÉY�]�,��Zu�Ä·Z¬»��{

�Ã{Z»��Y�\Ìe�e�Ä]�Ê°Ì¿Z°»�É�Y~³�Z]�Á���Ã{Z»�Á����{�Ã|��ÄWY�Y
�µÁ|m��{Â��Ê»�Ã{Z¨f�Y�Ã�Z��É{Z»�cZÌ�Â�y�½YÂÀ��Ä]���
��

��
�¶°�����{Y| e��ËY�§Y�Z]�{Á|v»�½Z¼·Y��Á��ÊËY�´¼Å

½Z¼·Y 

�µÁ|m���É{Z»�cZÌ�Â�y��
�Ã{Z»�� ��Ã{Z»�� �� �� �

42.6��180.4��E11� �
�²¿ZË�µÁ|»�GPa�� � 11.7 18.04 E22� �

11.7��18.04��E33� �
4.8��9.02��G12� �

�Ê��]�µÁ|»�GPa�� � 4.8 9.02 G31 
4.8 9.02 G23 

0.32 0.25 
12 

½Â�YÂa�\Ë���� 0.32 0.25 
13

 
0.32 0.25 

23
 

- 1×10-6 á11 �ÊËZ»�³��Z�^¿Y�\Ë���C7/��� � 2×10-6 á22 

�,ÊËZ»�³� �¿Z¼¯� ÉZÆz�Za� ÊnÀ�� dv�� �Â�À»� Ä]� µZu
Ä¿YÂf�Y�ÉY�Ã{Z��ÊÅZ³�ÄÌ°e��ËY���Z]�ÊfË�Âb»Z¯��mY�»�Z]�ª]Z�»

���� �� Á���� �Ê»� Äf§�³� ��¿� �{{Â��� ���m�»� ¶Ì¸ve��Á�� Ä¯
���� �Ê»� {Á|v»� ½Z¼·Y��Á�� ,��Zu� �Z¯� |À¿Z»|�Z]� �� µÁ|m��

Ê¿Y�v]��¿Z¼¯�ÉZ»{��Á�Ê�Ìv»�{Â»d^�¿�ÉY�]�Y��½M�Z]���ZÀf»�

�d»Zz��Ä]��Z ��ÉZÅ�¦¸fz»Ê»�ÄWY�Y|À¯����

�µÁ|m���Á���Zu��Z¯�ÉZÆz�Za�¾Ì]�\�ZÀ»�ª]Z�e�Ê¸¯��Â�]
Ê»� ½Z�¿� Y�� �m�»� Á{|Å{� �Z]� ª]Z�»�� µÁ|m��½Z»|Ìq� �{

 0/90���mY�»��Y�Ã|»M�d�|]�Ê¿Y�v]��¿Z¼¯�ÉZ»{�,������Á
���� �¾ÌËZa� ½Z»|Ìq� �{� Á� Ã{Â]� �e 90/0/90��ÉZÆz�Za� ,

Ê»�¾ÌÀr¼Å�Á�{�Y{��Y�«��m�»�[YÂm�Á{�¾Ì]� ,Ã|»M�d�|]�½YÂe
��m�»�Z]�ª]Z�»�Ê¿Y�v]��¿Z¼¯�ÉZ»{�Ä¯�{Â¼¿�Ã|ÅZ�»������{�,

ÄËÓ�½Z»|Ìq� Á{� �Å�Ê»� Y�Y{� Y�� �Ë{Z¬»�¾Ë�eÓZ]� ,dË�Âb»Z¯�ÉZÅ
|�Z]� �Ê»[YÂm�cÁZ¨e� ¾ËY�d¸�� ½YÂe��§� �Y� Y�� ZÅ��Z¯� Ä]� ÉZÅ

�Ä¿Â¼¿� ½YÂÀ�� Ä]� d�¿Y{� cZ¬Ì¬ve� �Y� ¹Y|¯� �Å� �{� Ã|�� Äf§�³
É�ÂXe� �Y� Ã{Z¨f�YÄf�Âa� ¦¸fz»� ÉZÅ�,¶¿Y{� |À¿Z»� �Z¿� ÉZÅ

Âe� Ê»� ¾»�Z¯� ½Â§� ZË� ��|À��¶�Zu� ZÆ]YÂm� �{� Y�� Ê§ÔfyY� |¿Y
|ËZ¼¿� �Ì¬ve� ¾ËY� �{� Ä¯� Ä·Z�»� ¶Ì¸ve� �Á�� ¾ÌÀr¼Å��Á�� ª

�Á�� Z]� Ä�ËZ¬»� �{�d�Y�É{|���mY�»� Ä¯�É�´Ë{� ¶Ì¸ve�ÉZÅ
������Á�����Ã{�¯�Ã{Z¨f�YÊ»�|¿Y[YÂm�cÁZ¨e�¶»YÂ���Y�|¿YÂe�ZÅ

|�Z]����

�µÁ|m����Äf�Âa�®Ë�ÉY�]�Ê¿Y�v]��¿Z¼¯�ÉZ»{�Ä�ËZ¬»
Ä¿YÂf�YÉY�ÄÌ°e�Z]�ÊfË�Âb»Z¯�É�Âv»�{Â»�,Ã{Z��ÃZ³m=3�Ã{Z»�,

�Ã{Z»�ª]Z�»�ÊfË�Âb»Z¯���µÁ|m�,�h=0.003m��ÁL= 0.5R� �
��Zu��Z¯����m�»��������m�»������R/h ¥ZÌ·Y�ÄËÁY���

1115 (12) 1144 (12) 
1188 (13) 200 

� �
 0/90� �

1096 (13) 1131 (13) 
1088 (14) 1137 (14) 
647 (15) 698 (15) 

756 (15) 300 636 (16) 696 (16) 
632 (17) 704 (17) 
462 (17) 507 (17) 

553 (18) 400 469 (18) 504 (18) 
489 (19) 509 (19) 
386 (19) 397 (19) 

452 (19) 500 384 (20) 397 (20) 
380 (21) 400 (21) 

1323 (11) 1199 (11) 
1304 (11) 200 

 90/0/90
� �

1313 (12) 1197 (12) 
1321 (13) 1234 (13) 
850 (13) 843 (13) 

912 (13) 300 849 (14) 843 (14) 
872 (15) 866 (15) 
627 (16) 596 (16) 

659 (18) 400 624 (17) 594 (17) 
633 (18) 599 (18) 
505 (17) 484 (17) 

514 (19) 500 504 (18) 478 (18) 
512 (19) 479 (19) 

 �{Â»�¿Z¼¯�Ê�Ìv» 

�¶°�����¿Z¼¯�ÉZ»{{Â»�\�u��]�Ê¿Y�v]�ÉZÅÊ�Ìv»��Y�
�ÉY�]�ÊfË�Âb»Z¯�Ä¿YÂf�Y�¥ZÌ·Y�cÁZ¨f»�ÉZËYÁ�� Z]� ÄËÓ�®e�½Z�¿
Ê»|Å{��� �{� Ä¿YÂf�Y� Ê�|ÀÅ��YÂy�¶°���� ¶°�� Z]� Ä]Z�»��
Ê»|�Z]���



����������������������������������������������������������������������������������������������Ë�^e�ÃZ´�¿Y{�®Ì¿Z°»�Ê�|ÀÆ»�Ä¸n»���������������Äf�Âa��¿Z¼¯�¶Ì¸ve���� �

�m�»�lËZf¿�Z]�µÁ|m�¾ËY������¹ÁZ¬»�|ËZ¼¿�Ê»�½ZÌ]�Ä¯�¾Ë�e
��¾Ì]�ÉY�ÄËÁY��ÊËZ»�³�É�Y~³�Z]��{��¿Z¼¯�¹|��ÉY�]�¥ZÌ·Y�ÄËÁY�

{�Y{�d¬]Z�»�,|�Z]�Ê»���
��¿Z¼¯� Ä ·Z�»� �{� Ä¯� d�Y� É�Á��� Äf°¿� ¾ËY� Ä]� ÄmÂe

dË�Âb»Z¯�Ê°Ì¿Z°»��YÂy�Ä¯�d�Y�Ã|����§,��¶¬f�»
� �½Z¼Å� Ä¿Â¼¿� ½YÂÀ�� Ä]� ¶°�� Ä¯� Ä¿Â³����

7�¥ZÌ·Y�ÄËÁY��ÉY�]�Ê¿Y�v]��¿Z¼¯�ÉZ»{�¾Ë�f¼¯�|Å{���
ÉÓZ]�ÊËZ»{� �{� Á� �C7�����Ê»�©Z¨eY�{Â»�¾ËY�|f§Y

Ä ·Z�»�dÆm� 0Z§���Ê¿Y�v]�ÉZ»{�¾ËY� Á�Ê�Ìv»���¿Z¼¯� Ã|Ë|a
�¾f§�³���¿��{�½Á|]�Ã|»M�d�{�Ä]�dË�Âb»Z¯��YÂy��ÌÌ¤e��Y�Á

�Ã|Ë|a� ½M�\«Z f»� Á� Ã�Z�� Ê°Ì¿Z°»��YÂy�ÉÁ�� �]
d�Y� Ã|�� ��À§��� �¿Z¼¯� ���¿Z¼¯� ¶Ì¸ve� �{� �mY�»� ÄÌ¸¯
��§�¾Ì¼Å��Z�Y��]�Êe�Y�u,��Ê���]�Y���¿Z¼¯�Ã|Ë|aÃ{�¯�|¿Y

�µÁ|m�Ä¯�Ä¿Â³����Ê»�½Z�¿� ��mY�»�|Å{������ � Á�����
C7�����Ã{Â¼¿�ÄWY�Y�Y�|¿Y���

Ê°Ì¿Z°»�É�Y~³�Z] 

� É�Y~³�Z]� Ä�� Ê°Ì¿Z°»� ÊÀ ËÉ�Âv»� É�Z�§�,
� Y�� {Â�� Ê»� {�YÁ� Ä¿YÂf�Y� �]� Ä¯� Êm�Zy� É�Z�§� Á� Ê�rÌa�Ä]

|Å{�Ê»�½Z�¿� 

��
�ÉÁ��Ã|��µZ¼�Y�Ê°Ì¿Z°»�ÉZÅ�É�Y~³�Z]��YÂ¿Y

Ä¿YÂf�Y� �

�,Ê°Ì¿Z°»�É�Y~³�Z]��{�¿Z¼¯�Ã�ËÁ��Y|¬»�Ä·{Z »��Y�Ã{Z¨f�Y�
Ë�eZ»� ¶Ì°�e� |À»�ZÌ¿�Á� Ê�y� Êf¨�� ÉZÅ� �

����������������������������������������������������������������������������������������������Ë�^e�ÃZ´�¿Y{�®Ì¿Z°»�Ê�|ÀÆ»�Ä¸n»

��
�ÉZ»{�ÉÁ���]�Ê�Ìv»��¿Z¼¯�{Â»�Á�¥ZÌ·Y�ÄËYÁ�

Ê¿Y�v]��¿Z¼¯��

��
�ÉZ»{�ÉÁ���]�Ê�Ìv»��¿Z¼¯�{Â»�Á�¥ZÌ·Y�ÄËYÁ���iY

Ê¿Y�v]��¿Z¼¯��

�¶°��ª]Z�»�{�Ì³��Y�«�ÊËZ»�³��Z]�dve�Ä¿YÂf�Y�Êf«Á����{
7�¥ZÌ·Y�ÄËÁY����¹ÁZ¬»¥ZÌ·Y�¾Ë�e,���Y�Z»Y

���¹ÁZ¬»{Â]�|ÅYÂy�¾Ë�e����{�¾ËY�]ZÀ]
�{Â»�Á�Ä¿YÂf�Y�Ä�|ÀÅ�|À¿Z»�¶»YÂ���Y�ÉY

»�¥ZÌ·Y� ÄËÁY��¾Ë�e� ¹ÁZ¬»�É|ÀR|¿�i���
¦Ì ��½YÂÀ ]�Äm�{�¨��¥ZÌ·Y�ÄËÁY��Ê�Ìv»�ÉZÅ{Â»�¹Z¼e��{�

Ê»�[Â�v�{Â����¶°��Z]�ª]Z�»��Ë��µÁ|m��,
Ä�� {Y�´Ìf¿Z�� \�u�]�ÉZËYÁ�� �{� Y�

�cÁZ¨f»�ÉZËYÁ��ÉY�]�Ê¿Y�v]��¿Z¼¯�ÉZ»{
Ä¿YÂf�Y�Äf�Âa�¥ZÌ·YÄËÓ�®e�ÊfË�Âb»Z¯�ÉY� �

30 7 15 7 0 7 ¥ZÌ·Y�ÄËÁY���
1200��647��378��214 Ê¿Y�v]�ÉZ»{��

��
�m�»�lËZf¿�Z]�µÁ|m�¾ËY

��¾Ì]�ÉY�ÄËÁY��ÊËZ»�³�É�Y~³�Z]��{��¿Z¼¯�¹|��ÉY�]�¥ZÌ·Y�ÄËÁY�
7����7���{�Y{�d¬]Z�»�,|�Z]�Ê»

��¿Z¼¯� Ä ·Z�»� �{� Ä¯� d�Y� É�Á��� Äf°¿� ¾ËY� Ä]� ÄmÂe
ÊËZ»�³�dË�Âb»Z¯�Ê°Ì¿Z°»��YÂy�Ä¯�d�Y�Ã|����§

|�Z]� Z»{��ËY�§Y� �Y� �
Ê»�½Z�¿7�¥ZÌ·Y�ÄËÁY��ÉY�]�Ê¿Y�v]��¿Z¼¯�ÉZ»{�¾Ë�f¼¯�|Å{
�{Â»� �{���ÉÓZ]�ÊËZ»{� �{� Á

Ä ·Z�»�dÆm� 0Z§���Ê¿Y�v]�ÉZ»{�¾ËY� Á�Ê�Ìv»
�¾f§�³���¿��{�½Á|]

� �ÌiPeZ»�³��Ã|Ë|a� ½M�\«Z f»� Á� Ã�Z�� Ê°Ì¿Z°»��YÂy�ÉÁ�� �]
d�Y� Ã|�� ��À§��� �¿Z¼¯
��§�¾Ì¼Å��Z�Y��]�Êe�Y�u

½Z¼Å�µÁ|m�Ä¯�Ä¿Â³
�ÉÓZ]��¿Z¼¯�ÉZ»{C

��
������Ê°Ì¿Z°»�É�Y~³�Z]

� ¶°���� É�Y~³�Z]� Ä�
� Y�� {Â�� Ê»� {�YÁ� Ä¿YÂf�Y� �]� Ä¯� Êm�Zy� É�Z�§� Á� Ê�rÌa

�Ã�YÂu���c�Â�|Å{�Ê»�½Z�¿

�¶°������ÉÁ��Ã|��µZ¼�Y�Ê°Ì¿Z°»�ÉZÅ�É�Y~³�Z]��YÂ¿Y

 
�,Ê°Ì¿Z°»�É�Y~³�Z]��{

�Ä·{Z »���� ��Ë�eZ»� ¶Ì°�e� |À»�ZÌ¿

�������������������������������������������������������������������������������������������������Ë�^e�ÃZ´�¿Y{�®Ì¿Z°»�Ê�|ÀÆ»�Ä¸n»
 

¶°������iY�ÉZ»{�ÉÁ���]�Ê�Ìv»��¿Z¼¯�{Â»�Á�¥ZÌ·Y�ÄËYÁ�
Ê¿Y�v]��¿Z¼¯

¶°������ÉZ»{�ÉÁ���]�Ê�Ìv»��¿Z¼¯�{Â»�Á�¥ZÌ·Y�ÄËYÁ���iY
Ê¿Y�v]��¿Z¼¯

��
��¶°��ª]Z�»�{�Ì³��Y�«�ÊËZ»�³��Z]�dve�Ä¿YÂf�Y�Êf«Á
�{Â»�Ê�Ìv»��Y��f¼¯���,7�¥ZÌ·Y�ÄËÁY�
�{Â»��7�¥ZÌ·Y�ÄËÁY��| ]�Ä]��

Ä�Â¼n»��¿Z¼¯�Ã|Ë|a�{Â»�Á�Ä¿YÂf�Y�Ä�|ÀÅ�|À¿Z»�¶»YÂ���Y�ÉY
]� Ä^e�� �{�Ê�Ìv»��¿Z¼¯»�¥ZÌ·Y� ÄËÁY��¾Ë�e� ¹ÁZ¬»�É|À

¦Ì ��½YÂÀ ]�Äm�{�¨��¥ZÌ·Y�ÄËÁY��Ê�Ìv»�ÉZÅ{Â»�¹Z¼e��{
»�¥ZÌ·Y�ÄËÁY��¾Ë�eÊ»�[Â�v

ÉZ»{���¿Z¼¯� Ê¿Y�v]¯ÀÌ¼Ä
Ê»�ÄWY�Y�¥ZÌ·Y�cÁZ¨f»|À¯���

��
�µÁ|m���ÄÀÌ¼¯��cÁZ¨f»�ÉZËYÁ��ÉY�]�Ê¿Y�v]��¿Z¼¯�ÉZ»{

Ä¿YÂf�Y�Äf�Âa�¥ZÌ·Y
90 7 75 7 60 7 45 7 

1079��1643��1658��1200
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|�Z]�Ê»�Ê�|ÀÅ����Ë�eZ»��{�{ÂmÂ»�ÉZÅ��Àe�,��Zu�Ä·Z¬»��{
�Ê�|ÀÅ�Êf¨��Ê°Ì¿Z°»�É�Y~³�Z]� �{fÀf�Y��Á�� Á{� Z]Ê»�kZ��

|¿Â����Á�� µÁY��Á�,®Ì�Ô¯� Ê�� ¹Â��»�ºfË�Â´·Y� Z]� ª]Z�»� Á
��z]������Ã{Â]�ºÌÅZ¨»��Z�Y��]��¹Á{��Á��ÁÄËZa��Á�®Ì¿Z°»�Z]

{Â��Ê»�ÄWY�Y�Ã|ÀÀ¯�Ã{Z��Ê^Ë�¬e��{Â��Ê»���§�¹Á{��Á���{��
�����Z]�µZ¼�Y��iY��]É�Âv»�É�Z�§,�0s�ÉZÅ��Àe�Ê¬]Z»�Á

�Ã�Z���{�{ÂmÂ»�¨���Z]À|-�����Àe�ZÆÀe�Ê�rÌa��Z]��iY��]�ÉZÅ
Ê�rÌa� �Àe� Ã�Z�� �{� {ÂmÂ» s�|�Z]-�����É�Y~³�Z]� �{

Ê�Ìv»��Àe� Ä¿YÂf�Y� �]� �iÂ»��Àe� ,Êm�Zy� É�Z�§|�Z]��
�¾ËY�]ZÀ]É�Y~³�Z]��iY�,�Àe��Â�¿Ze�ÉÁ���]�Ê°Ì¿Z°»�¦¸fz»�ÉZÅ

f¨���Ë�eZ»��{�Ä¯�Ê»�Ã{Z¨f�Y�Ê�|ÀÅ�Ê{�³{�µÁ|m�Z]�ª]Z�»�,
��{Â��Ê»�Ê§� »���

�µÁ|m����¦¸fz»�ÉZÆË�Y~³�Z]��{��Àe��Â�¿ZeÉY�]��Ê]ZÌf�{
Ê�|ÀÅ�Êf¨���Ë�eZ»�Ä]� �

�É�Y~³�Z]
Ê�rÌa��

�É�Y~³�Z]
Êm�Zy�É�Z�§��

�É�Y~³�Z]
É�Âv»����
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00

01
����Àe��Â�¿Ze����

 
� Êf¨�� �Ë�eZ»� �Á�� ¾ËY� �{�Ã�ËÁ� �Y|¬»� Ä·{Z »� �{� Ä¯

��¿Z¼¯���� �Ê»� �Y�«��Z�Y� �]� {�Ì³��cÔ¼m�½�Z¬f»Z¿Á�½�Z¬f»
Ê»�¾ÌÌ e�ÊËZn]Zm�½Y|Ì»�Àe� Á� {Â���¾ÌÌ e� �{� Ä¯� ÄÌ·ÁY�ÉZÅ

�Ê�|ÀÅ�Êf¨���Ë�eZ»Ê»�Ã{Z¨f�Y|¿{�³��ÉZn]�Ê°ÌeZf�Y�¶Ì¸ve
�ºfË�Â´·Y� Z]�ª]Z�»��z]������µÁ|m��Z�Y�]��Ê»�d�{�Ä]��

|ÀËM���
�½ÂÀ¯Y�¿Z¼¯�¶Ì¸ve��{��Á��Á{�ÉZÆz�Za�Ä¿YÂf�Y�Äf�Âa��

ÊfË�Âb»Z¯� ÉY�e�,É�Âv»� Ê°Ì¿Z°»� ÉY�n»� É�Y~³�Z]� �YÂ¿Y� dv
�É�Z�§�Á�Ê�rÌa�Êm�ZyÊ�|ÀÅ��YÂy�Z]���Ë�Ê���] Ê»¿Â�|� 

�h=1.16mm� ,R=0.1325m�ÁL=0.2m �� �
�,�Ë��µÁ|m¯ÀÌ¼Ä��Ä¯�Ê�Ìv»�ÉZÅ{Â»�Ä¼Å�¾Ì]��{�Ê°Ì¿Z°»��Z]

�É�Âv»�µÁY�{Â»��{�º�m��¿Z¼¯�h�Z]Ê»Y��{Â��Ê»�ÄWY�Y|À¯���
�µÁ|m�,���Z]�¾ÌÌ e��{�Ã|���¯}��Á��Á{�ÉZÆz�Za�dv�

Ê»� ½Z�¿� Y�� �¿Z¼¯|Å{� ��Ä]� �Â]�»� Ä¯� �Á�� Á{� ¾ËY� �ËZ¼e
Ê»�Ê�|ÀÅ�Êf¨���Ë�eZ»�¶Ì°�e�ÉY�]��Àe��Â�¿Ze�Ê]ZÌf�{��

�,|�Z]�Y��Ê¿Z�°Ë�ÉZÆz�Za�,�¿Z¼¯�Ã�ËÁ��Y|¬»�Ä·{Z »�¶u��Y��a
Ê»� ÄWY�Y|À¯� �Ê»� ¾ËY�]ZÀ]� µÁ|m� Ä¯� d§�³� ÄnÌf¿� ½YÂe���®Ë

Ê»�{ZÆÀ�Ìa�Ê�|ÀÅ�Êf¨���Ë�eZ»�¾ÌÌ e�ÉY�]�Y���Ë����Á���

|ËZ¼¿����]�ÊfË�Âb»Z¯�¥ZÌ·Y�ÄËÁY��cY�iY�,ÊnÀ��dv��¾ËY��Y��a
³�Z]� �YÂ¿Y� dve� Ä¿YÂf�Y� �¿Z¼¯� d»ÁZ¬»� ÉÁ��Ê°Ì¿Z°»� É�Y~
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