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Abstract  
In this research, thermal effect on the natural frequency of axisymmetric free vibration of a thin nano circular plate made of 
functionally graded material will be studied. Thermal distribution has been assumed uniform and properties of the materials are 
changing through the thickness of the plate. The modified couple stress theory has been used for considering the length scale 
parameter and the governing equation of motion and boundary conditions are obtained using the Hamilton’s principle and based on 
the classical plate theory. The analytical solution for the clamped and simply supported boundary conditions are established utilizing 
the Bessel functions. The results show that by increasing the temperature changes, ratio of the thickness to length scale parameter, 
ratio of radius to thickness and power-law index, the natural frequency decreases at both boundary conditions. The effect of 
increasing ratio of the thickness to length scale parameter in clamped boundary condition is more than simply supported boundary 
condition but for higher ratios, this effect decreases at both boundary conditions. The effect of increasing temperature changes in 
simply supported boundary condition is more than clamped boundary condition such a way that the lower temperature changes lead 
to the nonlinear behavior of the plate. 

Keywords: Free vibration, FGM nano circular plate, Thermal effect, Modified couple stress. 
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�� ��� �� �8	>�� 
��V ;� ����V � ������� Q����4 ;�	�e 

L	�)��� �� �8 I� �Y�3>� ���� ���.  

1 -1- ,&-� �� ��34�� ���, 2�	� ���1 )FGM(  
�8 �e�� �8 �.�	
�. �	8��� ���� �8 U��4 ��h
� ����� 5��D
-� 

\�8 �8 ��	3A 0�- ;��8 � �� 
S- ;��8 �� ���� l�cH�� �L	�)� 

�
-�L� G� ���� 
D� ;���Y ���� �
 	:�� � 	H� ���V �� ���� �8 

��
4�- �e�� L��8 ��V <e 7�� �
-� G� ���� ���V�8.  

 ���� �8 ��
4�- �e�� L��8 ��V L���� �8 <�� L�A��
4�- 	�d 

793A ��
�A �� U��4 ������� ;��A �8 ��K ^�[� � �
-��� G� 0� 

mc- �8 mc- 	9�� 	��R� ����� .7�� 
�F�4 �B�� �8 �6�-�L 	��R� 


4����� �� 
��� �3>J ���� I��:� ���A� ;��A �8 ��e� ����� .

7�� G� ���� �	8���	� 7�	� ���� �� 
H�F �8 �B�� ���E
-� �� ]�D� 

���A �8 L��� ����8 \�8 �8 ��3V ������.  X�- �� ��8 7�
�S� ���� 7��

1984 ���� L�h  ��A ��9:���G� �� ���	. Z	c� 7��o ��:� ��]1[ .

b�� a��� 7�� ���� G� g��	� 0���	- � <6  IF�J �� 7�� �� .��	.

��� 
��J G� Z�c- �Hc= 0���	- r��4 � mc- I8�N� ;� <6  r��4 

���V�8 � C�e ���� ��e�� 7�8 �� mc- ����	� G� ���� �� 7�� 


-� .
��� 7�� g��	� �� L�
-�� 7�8 �� �DEF 	�R
� ���8 � ���9s 

Q��j G� �Dc- �8 mc- 	9�� ]-�� 0� O8�� 7�H� �� ������� �c4 

�� 	�d �c4 ��V�8 	��R� ����� .�E���L �����	- ^�e �8 I��� 

����	. �����-� 7���� tY�8 
���N� �� 	8�	8 L�A��� \�8 ����	. � 

�E���L L<6  tY�8 L	�.�6e G� �V� M	� � 
��V ���� �� 	?� @�� 

L�A ����	J \�8 ����	. .�9
-��� Q�	��R� <�� L��
4�- 
�<� 7�� 

���� 
��� �8 ���� g�	� ��\L� ���V�8.  

G� �63e �	8���L�A 7�� ���� ��;��� ���E
-� �� ��
���L�A 

�
�A�L� O���F �����3�V �-��/� ��V<� � 	��- L���� L�A 7��� 

����� L�A����� �����	- � @V�� �� 	8�	8 �.���4 � Q��	J �� ���V� 

�	�.  

 ;����3A � L��u��]2[ �G� Q�V�H��� � @34 �@��3� �8 �
�8�� �

�	��� �DEF �	��� 0� �G���� ��V L��8 �e�� ��
4�- �8 L�N6J � L�

��	W� ��-� 	8 ���
���
-\� L ���� ��V Z[F� @�	� ;����	. L

���� ��	= �-�	8 �	��8 � v�s .���]3[  �- 0�
-\���	� I�V 	��R�

�DEF 0� L�	8 �� L�H8V L��8 �e�� ��
4�- �8 L�h�8 L �H��c� ��

��	�;����3A � �3V�A ����J .��� ]4[ �DEF Q�V�H��� L L�N6J

��\ �8 ^�ST ��
4�- �8 � 0�	
����<�� L�A L�	8 �� ��V L��8 �e��

�-�	8 �6�6D� Q��F �8 f6
S� LG	� ]��	V��	��H��c� �� .��� L

 ;����3A � �3V�A ����J 	9��]5[ �	��� b�c= 0� Q�V�H��� �8 L�

 L�� 	8 �
 	.��	= 	�R
� 
��ST �8 �Y�HV ��V L��8 �e�� ��
4�-

��	� �w��� �� 0�
-\�	
�8 @��3� ��� .�������	. �	��� b�c= 0� �8 L�

 ��[-� � ����� ]-�� ��V L��8 �e�� ��
4�-]6[  ��V �w��� .
-�

;� 7�� 	8 ��[Y @��3� �6�6D� !-�� �A����	. �DEF 0� �8 L�N6J L

 �w��� <�� �� 0�
-\� 	
�8 0� 	8 ��V ���H� ��V L��8 �e�� ��
4�-

��	����]7[�3� y�=� IJ .�DEF 0� (�H��� � @34 �@��	��� L L�

                                                           
١
 Functionally Graded Material  

��	W� G� ���E
-� �8 ��V L��8 �e�� ��
4�- �8 	8 ��V I��� @�� L

��	W� L�������	� �V	8 L L�� � ^�� ]-�� 5�- L]8[ ��V �-�	8

 ;����3A � �� .
-�]9[  0� <�4 � @��3� ��8 C���	  7�8 ]8���

�DEFMG�� L ��	� �H��c� �� ��V L��8 �e�� ��
4�- �8 � 793A .���

 L	8 � L��]10[ ��	W��DEF 0� @34 �c4 	�d L�A�	��� L �8 L�

 L���� 	8 �� L��D� ;��N� ]��	V L���� � ��V L��8 �e�� ��
4�-

��	� �w��� ��V Z[F� I��� @�� ��	W�� � L	RF� .��� �=[4]11[ 

����
-� 0� ��
 ��	��� L �� �� ��V L��8 �e�� ��
4�- �8 ^�ST L�

 �� ������ ����	J � ������� L�A��8 	�?i� 
D� � ���K � L�HV L�
-��

 Q�	��R� ;�	� X�� ��W�� �8 ��V L��8 @S8 ���D� ;�3�� (�� �8

 ;� �3>J 	�� O�G�� LG�- ���/8 �� ��� ��	� �-�	8 ���� U��4

 L	RF� ]-��]12[  I��:� ���� �3>J L�A	�� .
-� ��V �w���

 �� �J�	K L�A	�R
� ;���Y �8 �J�	K `�N� ���D� ���H� �� ���A�

 	W�X�� .
-� ��V �
 	.;�:� ��W�� �8 �E6
S� L�A  O�G�� ;���

��V � 	H� ���� mc- �� 7�8 ����;� ;��� G� �� ����� �A �8 ;���

L��� X�� � ���9���� X�� �L�� X��-�	� ���V� ������]13[. �� 7�� 

@A�B� G� X�� L�� 7��8 ��W�� ���E
-� ��V
-� .X�� L�� O8�� 

O�G�� 	�G �� �� �8 ;���= ����� l�	H� �� �w��� �
-����. 

)1( ( ) 1

2

nz
V z

h
 = + 
 

  

 �c8�� 7�� ������  ����A� I��:� ���� �3>J 	��n  r4�V

 ����� ;����	.� �E��� � mc- �� L�
-�� �� Lℎ  mc- �� 7�8 �6F� 

�� ��V �
 	. �
 	. 	W� �� �DEF ]-� Q�u
S� ���� �� �V�8-


-�)−
�

�
≤ � ≤

�

�
	  �8 �� 0���	- mc- �8 `�8	� U��4 	.� .(�� � 

 �8 �� <6  mc- �8 `�8	� U��4�
  mc-�� 7�8 U��4 �^�A� ;�:�

�� 	��R� 	�G Q��F �8.���  

)2(  ( )( ) c m mP P P V z P= − +  

�F�4� �� X��� ������
���
-\�� `����� g�	T �����	. � 

 ;�-��� g�	T ��  <6  �DEF 7�	�G mc- @A�B� 7�� �� .�V�8

�� r��4 0���	- ��\�8 mc- � r��4 U��4 �� 7�� G� � �V�8

�� f�	H� 	�G Q��F �8 �DEF.��V  

)3(  ( )( )c m mE E E V z E= − +  

)4(  ( )( )c m mα α α V z α= − + 

1 -2- ��� 56!& 7�-) .	/2  
�	8��� �8 �e�� �8��	
�. L�A	�� L � ���� L�A ^
��- �� �A

��	� ([� y�ND� G� L����8 �	�����	W� �� ��� �w��� �� L���e L�A

@���G� .��	�98 	W��� �� �G���� 	?� 	
����� �� ��A� L����8 �8	>� L�A

��V Q��?� � ��V 5�>�� ��	W� 7�	���.G�- 7
 �� ��W�� �8 �� 
-�

��	W����� 	8 y�c�� L�A�3� �� 0�-[� �
-��� 0� L�	8 ;���

��
4�- �A ;� �� �� �G���� 	?� �8 �e�� �8 �	��� � ���� ��H8� �� L�A

�� f�	H� �	8 ��� �8 ��V]14[–]16[��	W� ��W�� 7��8  . L�A

9
-������	� ���	W� ����� \�8 L��	W� �\���	��� L ;����	. L

��	W� �@�	���V I��� @�� L ��	W� � ��V Z[F� I��� @�� L

                                                           

2 Modified couple stress theory  
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���
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 7���� ]-��]14[ 7
V	�� � 7������ �]16[  	
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8�? �� � �G���� 	
����� �� I��V ��	W� 7�� .�V Z[F� .�V�8

 7�� Q�= `�N� 7�	
3/� G� ��� � �T� 	
����� �� 7
 	. 	W� �� ��	W�

��	W� � �T� 	
����� ��/s 	8�	8 �� � �T� 	
����� a�� � �\���	��� L

��	W�
-� @�	� ;����	. L]17[.  7��H� ;��8 I�:� �8 �e�� �8

 X�-�� ��G���� L�A	
�����2002  v�s � v���]18[  I��� @�� ��	W�

 ���� �G���� 	
����� 0� �/�� ��	W� 7�� �� �� ����� �w��� �� ��V Z[F�

����	W� �8 
��� ��	W� 7�� 	9�� 
�<� .��V� L �/�� ��V I��� @�


-� ��V I��� @�� C�	��� ;��N
� @S8 7
 	. 	W� ��]19[ . 

��	W���	W� 7�	
��= G� ��� ��V Z[F� I��� @�� L 7�� �� �A

�� �G�J�H��c� �� 7�NND� �8 �� �V�8 ��
 � L��
4�- ��H8� �� L�A

�� 03� �	��� {�	S
-� ��W�� �8 �.B�� 7�� G� 7�NND� .���

 L�	8 �K�8	� LG	� ]��	V � �G���� �8 �
�8�� 
�	J 	8 ^��J Q\��H�

��
4�- �	����DEF �	��� ��A	�� �	��� ����� �A�
-�� �	��� � �A �A

�� ���E
-�.����  

 ;����3A � L	RF�]20[ ]21[ 	�� 0� �G���� �8 �
�8�� X��  ��

��	W� 	8 yc���	6��� 	�� L�A - ����	8 ��	� �w��� ����V�3�� 	�� � ���

 L��8 �e�� ��
4�- �8 	�� �	��� 0� �V�H��� � �����
-� ��
 � ��

�� ;�:� �� ��V ;����3A � g6K 
�[- .�A�]22[  �	��� 0� X��

��	W� 	8 yc��� �� 	�����	� �V	8 I�V 	��R� L� �� � 5�- L 	W

��	W� 7
 	. ��G� (�H��� I�6D� ��W�� �8 ��V Z[F� I��� @�� L

	�� �	�����	� �w��� �A �DEF �	��� 0� �c4 	�d Q�V�H��� .���

��	W� 	8 y�c�� �6�c
�����	� �V	8 I�V 	��R� L X�3Y� �8 X�� L

��	W� ;����3A � L��u�� ]-�� ��V Z[F� I��� @�� L]23[  �w���

��V ;����3A � ���G �H3e .
-�]24[  0� �G���� �8 �
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-�	�����	� G� 	
����� � 	EF L

�� .��
�A 	�G !-�� L���� g��	� �8 �� ��
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4 - U+�3� L&$M3�& 
�DEF�� <6  � 0���	- g��	� @A�B� 7�� �� �-�	8 ���� L-

 � r��4 <6  �DEF 7�	�G mc- �� L��K �8 �V�8 ;� ��\�8 mc-

�� r��4 0���	- ���� �� 7�� g��	� �� mc- �� 7�8 L�h  � �V�8

�� I��:� I�V) �A�1  . () 5�������� ��
4�- 7�� ��Al ;���Y �8 (

) ������� � <6 Al2O3��V �
 	. 	W� �� 0���	- ;���Y �8 ( �� 
-�

�.B��;� L�A�� �A X��e1 ����� 
8�? ;�-��� g�	T ���N� .
-� 

3/0 ��V �
 	. 	W� �� g��	T 	���N� ;��8 0s�� �8 �e�� �8) 
-�

 �� ;�-��� g�	T �^A �8 �A ;� 	���N� ;��8 0��<� � ���� �� ;�-���

�
 	. 	W� �� 
8�? ��V@S8 ���3� �� � (
-� ���N� �Aµ6/17 �8

��V j�S�� �G���� 	?� 	
����� ;���Y) 
-�µ6/17l= (]43[.  

 
 V@��1- ,&-� W&-4  

�.B��   5��������)<6 7$ 

( 

 �������)0���	-7$�89( 

���9s (Kg/m3) ρ 270  3900  

(GPa) E  X���v���  70 380  

 `����� g�	T����	. α 

)K-1( 

6 -10×23 6 -10×4/7 

) �G���� 	?� l)J �8 �� a��
� �a��
� �>�- ���
Y� ��W�� �8$ = 0 �(

) ��V L��8 �e�� ���� ��
4�- 	?�	: = 0 Q��	J 	?� � ()∆* = 0 �8 (

Oe	� a��
� �8 � ����� 
-� ]42[ � ]44[ �� ����N� Oe	� .^���

]42[  (�� �8 �� a��
��6�6D�  Oe	� �]44[ (�� �8 �� a��
� L��Y 

����� 
-� �8 �� a��
� 7�� .���X��e 2  _[��� LG	� `	V L�	8

 � ��V��/� ��X��e3 ��. ���� LG	� `	V L�	8��V �w��� ���- .
-�

�� ;�:� �8�4 �8 �� a��
� 
=� � 
DF ����N� 7�� .�A�  

)56(  
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2 2 3

2
2

h a h
 = ω        ,      D=  

D 12 1-ν

c cρ E 
 ϖ
 
 

  

  

 V@��2-  ��� ��
� X6��) 2<$� Y$� 2&$� ���R G�, �� U+�3�  

< 	T�J a��
�  Oe	� ]44[  Oe	�]42[ 

1 2158/10 2158/10 2160/10 

2 7711/39 7711/39 7710/39 

3 1041/89 1041/89 1040/89 

4 1842/158 1842/158 1830/158 

5 0064/247 0064/247 005/247 

  

 V@��3- U+�3� �� G�, ���R 2&$� Y$� 2<$� �
�/ ��' �,��  

< 	T�J a��
�  Oe	� ]44[ Oe	� ]42[ 

1 935/4 935/4 977/4 

2 720/29 720/29 720/29 

3 156/74 156/74 200/74 

4 318/138 318/138 340/138 
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 V@��4-  ��� ��
� X6��) 2<$� F+&$� 2&$� �<&��& $%& $3�&��� �� G��MZ GO[� \�3M� $+,�C� 2&$� �� ! V@& �K� �� (��)$* U	�  

<lllllllllll 
h/l  

1h/l= 2h/l= 3h/l= 4h/l= 5h/l= 6h/l= 

1  8484/17 3980/11  7456/9  0967/9  7802/8  6033/7  

2  4853/69  3732/44  9408/37  4145/35  1820/34  4934/33  

3  6765/155  4149/99  0033/85  3433/79  5820/76  0394/75 

4  3683/276  4886/176  9042/150  8561/140  9540/135  2160/133  

5  5523/431  5890/275  6378/235  9483/219  2937/212  0177/208  
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