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Abstract 
The Influence of landing impact and runway surface roughness on the airplane dynamics have always been 

considered by aircraft manufactures and researchers. But due to complexity of nonlinear models most of 
researchers have used linear models to simplify the problem. Also in the researches that nonlinear models have 
been used, influence of landing impact and runway surface roughness has been studied separately. In this paper, 
a nonlinear model has been used to model aircraft landing gear system. Also, the influence of both landing 
impact and runway surface roughness during landing has simultaneously investigated. The results show that 
considering both of these phenomena simultaneously, cause specific behaviors in systems response. Then the 
influence of shock absorber stiffness and damping on the airplane nonlinear dynamic during landing on uneven 
runway is investigated. The results show that there is possibility of loss of contact between the tire and runway 
for some values of landing gear parameters. 
 
Keywords: Airplane suspension system, Nonlinear vibration, Impact phenomena, Oleo-pneumatic shock 
absorber 
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1 - ���?�  

 ��)�
 �2
 ���& 7�"�, �� �+����, ��O�� 3� *���' �-�.

���& ���- �� ���D  ���& �-�. .���5 �0� 3� TE�O *�,���� �

U�& ��+,����S��  ���& G�	�$ V�!/� � ���- �O��W �� *�

�� �� ����3 C�� �� ��' 7�8�� 9�1�12
 .����� �+����,  �� 0��


 ��' 7�8�� 9�1�12
 T��' �?�� ���5 .��� *�/ �;
 ���5 ��

 7�"�, 9�S@D �	�' !����� � �O��W ����3 ��  .�$� ���&

 9�1�12
 ��$� !�� F�12
 C�� �/�
 ���� �
 7�� ���5 ���

 C�O �� �B$ ��O�� � ���& #������ ����3 �� ��' 7�8��

�� ���& �'�-]1 -2[.  

?�$ ��  ���A� *�,����	5 9�1�12
  ����3 �� *�

?�� � �A��'  7�8�� �+����, ���& G�	�$ �������� *3�$

R,�[� .�$� ��'  7�8�� *�,�� !�� �� ����3 C�� �� ��'  0��


��$� �� �-   I$�� ��2� �$��- ��\�� �- ��' 7�8�� 9�1�12


#
  ��\�� �- ��' 7�8�� 9�1�12
 � ���& �� �)�� 9�S@D #


 T��
 �]�+8� #� T�' �- �+����, �������� I$�� �$��-

 �-�. ����
 L^/ G�	�$ *��- ?�_� 0���] �- .��
 G�	1


���& �- 3��� � �-�8
 9� ���3� 7�8�� �����& �A��' *��-

3�5 G
��
 �-�. LM�/ ��  �T��D 3� 0� �- �)�� *�,������� �

 T�' ���N
 � `��� � 3�5 :�
�
 �3�5 *��^� G
��
 :��.

 *���� � �]�$ ����8-�/ C�-�� 0���- �
 �$� G
��
 �\B2�

�@-�� 0� �� ��' ����
 ��
 �a��� *�]3-5[ .  

� 9�1�12
 C���� ���& G�	�$ ����3 �� ��' 7�8�

�,� �A��� �- �+����,  *1950 �� 3�- *�f�� ���5]6[ C�� .

 9�1�12
T��' ?�� *3�$  �- �-�8
 9� ���3� � *��] *�,

 9�1�12
 3� �+�\] Rh- .��- H���� �2E �$��- ��\��

 *�� �- �+����, �
�O �$��- *�� �- ���� C�� �� ��' 7�8��

 �- ���� :�$� ���- ��8B�� 3� J� ��' ��+S
 �� :+- ��8B�� �)�

�$� ���- !
�+��]7-8[ :�$ ����3 C�� �� ��/�� 3��� .

�����- �O��W   7�� �- *�
��K��
HAVE BOUNCE  �-

�' �+����, #������ �$��- ��\��]9[?�$ �� .  ��A� *�,

 !�� 0� �$�A�- � �	 � ����- *�� �- �+����, �
�O �- ��f]

�D �/�
 �����$� ��&�5 ��]10-11[ �- ���+, �+����, ���& .

 #����� �� .�$� ���+, ���- ��O�� 3� ���' �-�. #�

���6�� ��$� �� �-�. T��' Ta�	� ��
��$�2�  Ta�	� C��


�� ��+' �- TO �\� 3� �@A��> ����.  I$�� ��� C�� �;]

���+,��>1 7�] �  Ta�	� C�� �� �]�$ 0���� �� �"�$���

�� �'�-]12[�-�. Ta�	� �� .�  �� ��$��� �������� I$��

 :�
�
 ��+
 9�\2� 3� TE�O 0��3 �� ��		5 I$�� �- 0��3

�� `/�� �� �
 ���"��+, �;] C��- ��']13[  ��' ���'�

 �- 3��� �
 ���	, ���
�
 �;a�	� �-�. Ta�	� �$�

                                                 
1 Non-smooth response 

k��  ����� T�;2
 ��\�� �- .����� T�;2
 *��- �[�� *�,

k�� ��-�. 5 *�, ��� �$� ��&�5 ���D ���B�$� ���� ���5���

 �- �-�. l���' ?�+]� �� 0� �5[�� �;] �- [���5m k��

�$� ��&�5 ���D �/�
 ���� ���D #� 9��E]14[.  

*���+,�� � �-�. �����  �/�
 ���� 3�-��� 3� ���- *�,

�5��6�� .�$� ���- 0�112�  ��' :�$ �;<	� �� ��/�� *�,

�$� � 9�1�12
 �� �
�
 ��' 7�8�
 3� 0��
(�
 ��)o ����� 7


 � ��' �\�&�E ���- *���+,�� � �-�.( 9��E �- #� �, ��)

 3� *��_
 ���S
 �� C��6+, .���5 ���D �$��- ���� ���5��/

 ��+
 �
 �$� ��' p�& ����3 C�� �� ��' 7�8�� 9�1�12


�� ���D�- ����+, ���& ���- � P�Q C�-�� ���O �� .�'�-  �� �


� �"���� �- ��+
 �� q�@$ C�-�� ����/ 0���� ��-�. Ta�	

LM�/ ���1� C�� �� �/�
 ���� LM�/ .���� ��/�  �<�� -

���
�����2 �� �'�- L^/ ������
 �- ��f] �LM�/ r�� C�� .

 �� �&�	� ��O�� C��(
 ��;-�D ����& 3� �'�� � ��/ *s���

�� ���� �� ���& ���- *�� �- �+����, �
�O C�O  .�'�-

LM�/ �<�� *�,- ��A 3� �@A��> =f��
 *���&� ���
�����

�� 0� � ��+] 9���)�
 ���&� C�� �
 ��,�  �����
 �- *�

�� ���& G�	�$ ���^5]15-16[�5[�� �- �/�
 �- .  *�,

 �@A��>LM�/  �S�E �� �%�� ���	5 ��-��
 � ��
^� *�,

T��
 9�1�12
 7�8�� �- 3��� ���+����,C�� �� *�
  ����3

�� ��	O�  ��-�. ����� C�&�5 �\� �� �- ���1� C�� �� .��'


 7��
 �$��- �-(�- ���- *���+,�� � �-�. ��)  �������� ���&�

 0���� C�� ��
^� k�� 3� ���B�$� .�$� ��' ��A���� �+����,

�� G,��& �� R,�[� �� �
 �3�$  3� TE�O H���� 3� ����� *�,

�W *��- 0���- F�12
 C�� �O�?�S& ���& G�	�$3 ���B�$� 

- �-�8
 9� ���3� 7�8�� 0���� 7�] �;] �- .��
 � ��\��

 �- ���B�$� ���� ?�� �� *��] ����1� �H���� �2E �$��-

 ���� t�A ���O *��- 0���- �
 �$� ��' L�h��� �;�'

 F�12
 �� �$��-]16[ �	��1�  � k�� 3� TE�O H���� C�- *�

8�� ��
^� F�12
 H����.��� 7�  

  

2- @�� ):�
  

 3� TE�O *�,���� *3�$���� � L^/ ��-�. LM�/ �B�u�

 �� �	�' :�$ �,���� C�� �
 �;�' �- �$� ���& �-�.

 �%�
 �� �%�� 3� TE�O L��' � �,���� C�� .��� � �+����, �3�$

 ��;- �'�- T+2
 T-�D �+����, 9�S@D 7��2�$� �\� 3� ���-

 �� �
 �6�� �, �\� 3� ���-�� ���D �+����, 0���  ��&�	�) ���5

�'�- ?��D T-�D (... � �2;$� ���-]17-18[ ���& �-�. LM�/ .

�� �S@D ����
  �� .�'�- ���& ���� �- ��' :�
�
 �� ��/ *�

                                                 
2 Oleo-pneumatic absorber 
3 Active landing gear system 
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 T�'1�<�� �-�. LM�/ ���+, �- �+����, P�Q 3� ���+� �-

 *�� �\B2� �� 3� LM�/ �, .�$� ��' ���� 0� � ���
�����

 
 G, �- J�&��� #� F��W 3� �\B2� �� C�� .�$� ��' T��

 3�5 �- ��m�- �\B2� ���D�& �+	D .���	, Tx�� �"����

�� �� m�- �� & 0s�����  �1-�� 0��
 �� *��- C>�� 3� � ��'

�� ���B�$� ��/�� *�y& �5[�� LM�/ �- q�W C�� .��'  *�,

�� �� �K�� � ��& 0��	�� �
�O ����& 7�"�, �� .�,�  ��

�� J�&��� 0��� 3� C>�� 0���/ :�$ �\B2� 0���  �
 ��'

 � ��/ *s��� 3� �%/�
 T-�D 0�!�� zf
� :�$ �����& C��

�� ���&  �- C���� �\B2� 3� C>�� 0���/ C��6+, .��'

�� 0s����� 3�5 0�' ��� & :�$ m�- �\B2�  �
 ����3 .��'

�� ��3� �0s����� 3�5 �� ��' ���AM *s��� � ��' �- 0��	�

 m�- �\B2� 3� C>�� 0� ���+, �- � ���
 �
�O C���� �+$

�� 0���/ C���� �\B2� �- +	D �8��� �� .�-��� 3� �"�� �

�� ���� �;O�� C�� �� ���& � ��/ *s���  �
 0�$�� C�� ��'

�� ����� ���& � ��/ *s��� 7�+
 0�' ���� .�-��   

 

 
A�� 1- -�. LM�/ ���+, �- �+����, P�Q�<�� �-���
����� 

  

 �- 0� V�!/� ���$ ���+, �- �+����, ���- ����1� C�� ��

!
�+�� 7�/ �- *��3� �/�� #� 0���]1m ��' ��&�5 �\� ��

����- m�- *���� �
 �$�L �� ?�+]� 0� �-  P�Q .��'

 0���] �- !�� V�!/� ���$ � ���& G�	�$ ���� ���+, �- �+����,

 !
�+�� 7�/ �- 7�� *��3� �/��2m  ��' ��&�5 �\� ��

 �� ��' �a��� �@A ?�� 3� �+����, P�Q *��- .�$�

`/��]16[  9��E �- LM�/ �
 ���O �� .�$� ��' ���B�$�

�
�
 Rh- �� �
 �$� ��' ?�� �@A��> �K�� � ��& 3� ��

 ��A���� G�	�$ �- G
�O 9m��S� � 0� �&�S� �- *�S-

�� .��'  

 !
�+
 ��.�O F�12
 ���;E� �- �S��@� (
 *�,������� ��)

���- *�� �- ���& C�O �� �-�. LM�/ ������ � ��B$  ���+,��

?�� 3� ��\�� C��- .�$� � ��SD�� �- �
 �@A��> �����!


 � �$� ��' ���B�$� �$�( {;�h� 3�$ �@A��> T���] ��)

 �� ��/�� |��@E� � �-�. LM�/ ��B$ � ������ T��D 3�


 � �$� ��' ��&�5 �\� �� �+����, ���& G�	�$( � �-�. ��)

=����
 ���- *���+,��  9�1�12
 �� .�$� ��&�5 ���D �$��- ����

�-�. ����� �5��6�� �;] �- C� ��� ?�� 3�  :
��� �- ���,

���$  ��' ���B�$� �+����, �������� ���&� �$��- *��- �


 ��8�� :�$ ��� C�� �
 �$� I$�� 0��- ����1
 � ��$�


�$� ��' �%�� 3� TE�O.  

  

3 - B,%C+
,D>�8 EF.�G�  

 V�!/� �&�S� �G�	�$ �
�O 9m��S� }��h�$� 3� R��

*���� � ���& �� �)�� �� ��' ��8�� *�,  3� .�$� *���. �%��

�� ���& C�O �� ��' ��8�� G%� *�,����  ��8�� *���� �- 0��


 ����
 *���� � V�!/� C�-�� |��@E� *���� �P�Q �� ��'

 �- LM�/ F�12
 C�� �� .��
 ���'� �-�. LM�/ �� ��'

.�$� ��' ?�� �@A��> �K�� � ��& #� 9��E  

  

HI,- J%; �. ��� ��I-$ )2%��  

�, P�Q *��- ?�� 3� ��/�
 T-�D ��B$ �;] �- �+���

 ��' ���B�$� 0� ?���� ���;+] �@1� ?�O ��' �@A �.���

 �,��A ��3 9��E �- C��3 � P�Q �$�+
 *���� C���-��- �$�

:��-  

)1(  1 2 1 2( ) ( )= + + +t g g

d
F k y y c y y

dt
 

 0� �� �
1k ���B$ :��.1c  � P�Q ?��S� ������ :��.

2y �gy ��N
 :�
�
 �- ���- ~@$ � 0��	�� 0��� �

�� '�-T�')�2 G
 LM�/ ������ �- ��	� P�Q ������ .(

�[�� ��+,� 3� ���- � P�Q ��+
 �BO *��- ��� �$�  *�

�$� �����A�-]19[.  

  

 
A�� 2- ����O�W  T�;2
 *��- ���B�$� ���� �������� ?��
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0- K��L", )2%��  


 �2
 �� �+����, ���& G�	�$ �
 �
��@E� *�,����( ��)

�� ���D �� ��+] `��� �� *���� ��,�  ?�� ���5 �� .��'�-

 9�S@D C�-�� ��B$ 3� TE�O �
��@E� *�,����

L� *��-1
sealf ��$�2� ��3 �@-�� 3� �
 ����� ���D 

�� ��']16[: 

)2(  2sgn( )= +& & &seal m s s n sf k y y k y  

   
m�- �@-�� ��mk�nk �� ���	, �-�) ����1sgn  ��f] `-�


�� .�'�-  

}��A 3� �'�� �
��@E� *�,���� �*�S- ���5 ��  3�

*!
��  ����� *�/ �+����, P�Q �� ��/��)owf T�' �� .(3 

.�$� ��' ���� 0� � 0� �- ��-�� 9��a!/ �- �+����, P�Q  

 *!
�� 3� }��A �;] �- �$� �h � T�' �� �
 ���"��+,

 ���� 5 �- ��;> *��- �P�Q �� ��/��tF l  J�] *����

 T+S��N ��	�� C�-�� ��/� �- �\B2� ������ � 0 :���  

)3(  ( )+ =s tN y B F l  
    

 
A�� 3-  ����
 :�$ �
 �+����, P�Q �� ��/�� *!
�� 3� }��A

�� |��@E� *���� .��'
 

  

 �8��� ��B  �\B2� ������ �2BE ���h. {x� �"����+�

 ����/ � 0��	�� C�- �� |��@E� *���� C���-��- .�$�

�� �� P�Q *!
�� 3� }��A 3� �'�� ���;�$ �
  ��3 9��E �- 0�

:��
 0��-  

)4(  ( )= =
+
t

ow
s

F l
f N

y B
µ µ  

 0� �� �
µ .�$� 0��	�� � ���;�$ C�-�� |��@E� :��.  

  

  

                                                 
1 sealing 

B- �&%/ 01�� �. ��� .���, )2%��  

 ������ � ��B$ 3� ��-�. LM�/ �� ��' ��8�� *�,����

�� 9� � 0�  �� ��/�� 0s����� 3�5 3� �
 LM�/ ��B$ .����5

�� TE�O �\B2�  ��' ?�� �@A��> ��& #� 9��E �- ��'

�
 �$� ��' p�& ?�� C�� �� .�$�  3�5 G8O � �� &

�� ��S�
 �,3�5 ���O ����S� 3� 0s����� ��
]19[:  

)5- (	
�  0

0

 
=  
 

n
p V

p V
 

)5- (�  0= − sV V Ay

 
)5- (
  =aF pA

  9m��S� C�� ��0p �0V �p  �V  � �� & �"���- :�
�
 �-

s����� 3�5 G8O�����) l���' � ����� l���' �� 0 .���	,A 

�0��	�� `@1� ~@$n  � 0s����� 3�5 G
��
 �-�) �"���-sy 

0��	�� � ���;�$ ��	� ���8-�/  .�$�7�>�� 3� 9m��S�  

)5- {��( ) �
5 -  (}�� �8�����':  

)6(  

0
0

0
0 0

00

1
−

 =  
 

   = = −  
 − 
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V
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�8��� ��0y l���' �� 0s����� l$�
 ��' ?�N'� *�y& ?�W

.�$� �����  

 C>�� ���] �)� �� LM�/ �� ��' ��8�� *�,���� 3� �"�� Rh-

�� ��/�- J�&��� 0��� 3�  �]�- J�&��� 3� C>�� ���] .���

�� ���& 3� TE�O � ��/ *s��� 0�'����  ��\�� �- .��'

?��  ��^��� G
��
 C>�� �
 �$� ��' p�& ������� C�� *3�$

C���� � m�- �\B2� C�-�� �� & zf�A� � ���- lp  3� .�'�-

 ?��$ *��- �����- 9m��S� � 7�/ *�1- 0���D���'�� 0��
 

]19[:  

)7(  0=& s lAy A Vα  

)8(  ( )2 21

2
= − &l l sp V yρ  

 �U�& l-��� ��0( , )= A ReAα α  J�&��� ��;h
 :��.

 ~@$ �@D �- J�&��� �@D ��	� �- �/�
 �- 0� ���1� �
 �$�

�� �$�- �\B2� `@1� ��� �Re�$� 3������ ��] ]20[ .

 C��6+,0A  �J�&��� `@1� ~@$ρ  � C>�� ���"QlV 

�� J�&��� 0��� 3� C>�� 0���/ �]�$ �"���-  3� .�'�-

) l-��� :�
�
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2
2 2 2 2

0 0

1 1
1

2 2

 
= − ≈ 

 

&
&

s
l s

A yA
F y A

A A
ρ ρ

α α
  

    



 

 
 

 ��
a�.

� 
�

$�
�

*
��

�+
$ 

��
�O

 �
 �

Of
& �

�3�
&

 

13  

) �@-��9 `-�
 #� �� (sgn �� L�. ��'  *���� �- T+] C��

�� �� 0���� C�� ������  �%/ �� ���N
 �- �� ��A �%/ �
 �,�

 G�,��A ������ *���� *��- �8��� �� .�,� ���N
 �
�O

:�'��  

)10(  2 sgn( )l s sF Cy yζ= & &  

 :��. �

3

2 2
0

1

2

A
C

A
ζ ρ

α
=  LM�/ ������ �"���- 0� ��

 �-�.��.�'�-  

 C�&�5 �\� �� �- T�' �� ��' �a��� ?��2 �!/� � �&�S� V

��+����, ���& G�	�$ ��'  � ���- �
�O �- G
�O 9m��S�

�� �� Ga�D *��$�� �� ���& C�O �� �+����, P�Q  �- 0��


:�'�� ��3 9��E  

)11(  1 1 1= − − − −&& a lm y m g L F F f  

)12(  2 2 2= + + − +&& a l tm y m g F F F f  

 9m��S� C�� ��aF  �lF  3� TE�O *���� �"���- :�
�
 �-

 .�$� �-�. LM�/ ������ � ��B$tF  ����
 *���� �"���-

�� �+����, P�Q �� ��' C��6+, .�'�-f  |��@E� *����

�� 9�S@D �� ��' ����
 �'�-.  ���� ?�� C�� �� ���B�$�

 ���� F�12
�� �@A��> ?�� :�
�
 3� �
 �'�-  ���� *�,

 C�� 3��- 9��B
 .�$� ���� �$�- C& 9��-�� �� ���B�$�

 �� �- �-�. ����� �$��- ��'^5 9�1�12
 �- ��	� F�12


 P�Q R���/ ?�+�O� C�&�5 �\�3� �& ���- �� �
 �$� ��

.�$� ��' �\�&�E ����� C�� 3� C� �� 9�1�12
  

  

3 -  :, �.�!+
, �& ��?� M>%8 EF.�G� B,%C+
,

N�,%OF P6,%/ Q2�  

 ��,� � C� �� Rh- �� �
 ���"��+,  #�!�& �;] �- �'

 ���& G�	�$ *��- ���� �$�- �
�O 9m��S� ��;<	�

�� �@A��> �
m��S� �+����,  �8��� �� .��'�- ��/� ?�+�O�

=f��
 ���,���&� ?�� �- ��	� !��+�� �@A *�, ��' *3�$

]21[  ��A���� r�.�� C�� �$��- �- ����� �� �
 ���� ��/�

�� .��'  

 l���' ?�+]� *��- ���A�- �- 0��	�� ���;�$�)� ��  �-�.

���&� . k�� 3����[���5m :  ��!� .�$� ��' ��&�5 #+


C�� �� k�� C�� 3� ���B�$� �� �
 �$�  l���' � �,���� 0��


 TE�O �� ?�+]� �;<	� �- ��' T�' �- ��
]22[����� �� .� 

.�$� ��' ����� �;
 ���O �� ��
 k��   

G�	�$ �
�O 9m��S�  ������A�- ����$ �� ��  �- 0��


���� �$�- ��3 9��E:  

)13(  

1 1

2 2

1

2

0

0

+ + −    
+     − − − +     

− 
=  
 

&&

&&

a l b

a l b

F F f Fm y

F F f Fm y

m g L

m g

 

9m��S� C�� ��bF  *�����$�+
  � 0��	�� C�-�� ��' ��8��

�\B2�  ���;�$ C��3 � P�Q C�- �$���� *���� L��> ��

.�$�  ���� C��3� �S-  ���;�$ �\B2� � 0��	�� R���/ 3�

�� C�-  .��� *��-� ���;�$ �- ��	� 0��	�� ��SD�� C��S
 3

) 0��	�� � ���;�$ ��	� ���8-�/sy ��' 0���] �- (

- �$� ��' ���B�$� ��S� C�� *�3� �- �
0sy <  0��	��

 �\B2� �- ���a���� ���A�- ���;�$ *�3� �- � ��


0.5sy >  �\B2� �- ���A�- ��m�-�� U�B
� ���;�$.��&�  

 ?�1��� �- �)� 3� ���;�$ �\B2� � 0��	�� C�- �$�+
 *����

) �@-�� ?�� z�W13 ( � 7�� z�W �- 9m��S� �	���3�-

 �
�O�� :�'�� 0��
  

)14(  
{ }

1 1

2 2

1

2

0

0

( )

a l

a l

F F fm y

F F fm y

m g L
G y

m g
λ

+ +    
+     − − −     

− 
= + 
 

&&

&&  

  

����S� C�� ��{ }G  �"���-����-  3� TE�O �/��A *�,����

 �� ��' ����
 *����) ��+
���;�$�� (  � �'�-λ  :��.

 �
 �$� [���5m*���D�- 9��E ��  ��'0 0.5sy< < 

 ���1� �0� *���D�- 7�] 9��E �� � �BE 0� ���1�λ  �O��

.�$�   

 �� ���- ~@$ 3� �+����, P�Q R���/ �$��- *��- C��6+,

 � P�Q ��+
 �\2��� ���B�$� �$�+
 ��D #� 3� ���& ���- -

�� �
 ��' :��
 0��- ��3 9��E �- �� 0� 0��
  

)15(  2 2( , ) 0= + =g gh y y y y  

 �$� ��+
 �� C��3 � P�Q 0� �� �
 ����3 *��- �8��� ��

�� :�'�� 0��
  
)16(  2( , ) 0≥gh y y  

 ��+
 0� �� �
 �O��� ���$��' 0���� ��A� �@-�� 3� ���B�$�

�� G,��& !�� �� �	�� ���D�-  ��
]23[ .  

9m��S� TO ��\�� �- G�	�$ �- G
�O *��] k�� 3� �

����- ���& G�	�$ ����1� C�� �� .�$� ��' ���B�$� �
�


*�+����,A-6 intruder  �
 #�,�+�����$� ���\� *  ����

�� ���D �$��- .���5 ��;-�D �+����, C�� ���& ���- *�� �- 

 ���+,������ �� �� �+����, V�!/� �- ��-�� *��] ����1� .

 ?��/1  �$� ��' �����]16[ }�� T�' �- ���- *���+,�� .

 r�B
�� �- �$���$10 ����$ ?�W � ��� }�� 2/32  �\� �� ���

?����� r�� 3� �
 �$� ��' ��&�5 *���+,�� C��
 �- *�, ��

�� *���+,�� 3� r�� C�� .�'�-  � �A�$ l���' �)� �- �, T���]

@�2�� �W ���� ��/� �- ���- �� 0��3 ?  .���� �]�$

 ���& �\2� �� �+����,78  ����) �- ��� ��' ��&�5 �\� ��

.�$�  
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 ���& �-�. LM�/ *���A�$ *�,������� ����& G�	�$ �, *��-

 �T�' ����� � ��' {��S
 �O��W 7�"�, �� ... � J�/ ��3����

�� �-�) ��'�-  LM�/ ������ � �� & �����
 ��+
 �� ���

 � 0s����� ����� �� & ���N
 �- �-�.�/!�  ���N
 T-�D C>��

�$� 
 �$��- �- F�12
 C�� �� �
( �- ������� �� C�� 9���)

 .�$� ��' ��A���� �-�. LM�/ ���;+] ��2� 

  

 @2��1- �+����, F�;S
 G�	�$ *�,������� *��] ����1�]16[ 

1m  �+����, ���- 7�/ 4032.7 Kg 

2m  � l-�� �;�� �P�Q 7�/ F�;S
 *�!/� ���$ 145.1 Kg 

0p  
0s����� ����� �� & 6

1.6 10× Pa 

0V  0s����� ����� G8O 3
6.88 10

−
×  m3 

1k  P�Q ?��S� ��B$ 6
1.5 10×  N/m 

1c  
P�Q �a���� �-�) 7000N.s/m 

ρ  ���"Q 912 Kg/m3 

A  0��	�� `@1� ~@$ 2
1.376 10

−
× m2 

0A  J�&��� P���$ `@1� ~@$ 4
6.412 10

−
×  m2 

α  J�&��� ��;h
 :��. 0.3 

µ  �/!� ?��$ 0.01 N.m/s2 

l  3� }��A �;E�& P�Q *!
�� 0.3823 m 

B  �\B2� ������ �2BE ���h. 0.05 m 

L �+����, �- ���� �B�� *����  7500 N 

 
  

4 -&$ 	
�%' %�( 	�,%�� 2 ��R3���&%/ 01  %&

0��S �. .2%3 ������. ���& ��% $  

 ��7�5 C�����  ���8-�/ ���& 7�"�, �� 7�/ !
�� *��+]

 .�&�5 ���D �$��- ���� 9��B�� ����� *�,�� & *�3� �- ��

 T�'5-  � {��5 - L ���8-�/ �� �+����, 7�/ !
�� *��+]

����� *�,�� & *��- :�
�
 �- ���& 7�"�, 
6

0 1.5 10= ×p Pa  �5
0 1.5 10= ×p Pa  *�3� �- :��.

J�&��� ��;h
0.3=α  �1ξ =  ���+� 0���] �- ��' �����

 .�$� ��,� ���'��
 � ���;�$ 0��� �� & R��!&� �-�  0��3

 *��- 73m 0��$� �+����, 7�/ !
���- ��S.�  ?��S


��
�
 ���
��$��� �
 C���� *�,�� & �� .��'�  3� �S- G�	�$

�� ���
��$� ?��S
 ���O �- 0�$�� ��Q  .�$� �� �	��1� 3�

�� ��,� � ��A� T�'  �� � 0�	�� l���' �2
 �
 ��'

 �� �- ?�1��� �]�- 3�5 ����� �� & R,�
 ����- #��2
 L��>

�� ?��S
 ��S.� ���1� �
 ��S� C��- ���51y  ��S.� ��

 .�$� �� �- �� & G
 ���O �� ?��S
  

 T�' ��6-  {�� �6-  !
�� L��' 9����N
 ��2�� L

 ����� *�,�� & *��- � 0��3 �-��- �� �+����, 7�/

6
0 1.5 10= ×p Pa �5

0 1.5 10= ×p Pa  .�$� ��' G$�

T�' C�� �$��- 3� �, �� �h � �
 ��' R,�
  �� & �-

 ���+, �+����, 7�/ !
�� L��' 9����N
 0�!�� �� R��!&�

 .�$� ���' 9����N
 L��' ���]�- � ��$ ��O���� C��  ��'

 � �- �$� C�+�9�S@D �	�' ���8���-.   

  

  
)HI,(  

  
)0(  

 A��5- ���8-�/  ��;h
 :��. *�3� �- �+����, 7�/ !
�� *��+]

 J�&���0.3=α ({�� *�3� �- � 6
0 1.5 10= ×p Pa   

 (L5
0 1.5 10= ×p Pa 

  
 

  
 )HI,(  

  
 )0(  

 A��6 - ���& C�O �� �+����, 7�/ !
�� L��' 9����N
  *�3� �-

 J�&��� ��;h
 :��.0.3=α  � ({�� *�3� �-6
0 1.5 10= ×p Pa   

(L  5
0 1.5 10= ×p Pa  
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�O��W �� �"�� G%� �������� 1 2= −sy y y  �"���- �
 �$�

0��� �� 0��	�� ��	� ���8-�/ �� �\B2� �'�-.  ���B�$� �-

�� ������� C�� 3�����/ �- 0��	�� ���A�- 0��
 � ��m�- *�,

 ���;�$  ������R�� �� .��
 ���- T�'7-  L � {��

9����N
sy  ����� ��
^� ����� *�,�� & *��- ���& 7�"�, ��

�$� ��'. �� ��,� �  R,�
 *��S� �- �� & R��!&� �
 ��'

 0�!�� ��sy �$� ����S
  �� ���' R��!&� �- �� & R,�
 �

 0�!��sy � �
  �$� ���+, ?�� C�� �0=sy m 

�0.5=sy m  0��	�� � �\B2� 9�2BE ���A�- *��S� �-

��  �'�-9����N
 C���-��-sy  ���O �� C�- ���- ����+,

���5 ���D ��
^� ����S
. 
  

 )HI,(  

 )0(  

 A��7 -  �;E�& 9����N
��	�  :��. *�3� �- �\B2� � 0��	��

 J�&��� ��;h
0.3=α ({�� *�3� �- � 6
0 1.5 0  1= ×p Pa 

 (L
 

5
0 1.5 0  1= ×p Pa

  
  

 3� �
 ��@��+, C��T�' �� & R,�
 �$� �h � �,

 ����� R��!&� �]�- ��m�- �\B2� �- 0��	�� ���A�- ?�+�O�

 ���;�$�� �'.�  


 �������(���& �- �"�� ��^5��)� / ������� �-�. LM

��  *��S� �- ������ R��!&� �@A G�	�$ #� *��- .�'�-

 0��$�S��$�� -�$� ������ I$�� �.  T�' ��8 -  � L � {��

} ���8-�/  *��- :�
�
 �- ���& 7�"�, �� �+����, 7�/ !
��

��	� ������9=ζ �4=ζ  �0.36=ζ  ��' �����

 ������ TD��O *��- �$� �h � T�' �� �
 ���"��+, .�$�

 *��- .���� ��/� �����2� �-�. ����
 L^/��	�  *�,

������  ) G
0.36=ζ �� ������ ������
 7�] �;] �- (

 �- ����� 0�' ��� & 3� �S- P�Q �� ��/ *s��� |f%�$�

�� 3�- �%/�
 T-�D 0�!��  C�� �
 ��'���  ���A�- ?�+�O�

�� R��!&� �� 0��	�� � ���;�$  �"�� �/�
 T-�D ���� .�,�

 �O 3� R�- R��!&� �
 �$� C����	� ) ������9=ζ (

0��3 �� R��!&� �]�- ?��S
 ���O �- 0��$�  ��� �$� ��'

 *��- �8��� �� .�$� ���+� �
���+, 0��� ��$ *��- �� ���&

�5[�� �- �/�
 �- !�� ������  T-�D ���%- *���1� �+����, *�,

 ���N
 �
 �$� C�� �"�� �/�
 T-�D �;<	� .�$� {��S
 ��

 ������ ���	��1� �-  �� ���N
 ���1� &
 ����� ��( �����Q ��)

 ���1� �-��� �- �+� �+����, ����� ���8-�/ .���^5   

 

  
)HI,(  

  
)0(  

  
)B(  

 A��8-  �� & *�3� �- ���& C�O �� �+����, 7�/ !
�� 9����N


�����  6
0 1.5 10= ×p Pa   ({��  *�3� �- �9=ζ   

 (L4=ζ  (}0.36=ζ  

  


 �$��- �- ����� ��( ��yO �� ���& �- T���] C�� ��)

 .�$� ��' ��A���� ���& ���- #��2
��	��1� 0� 3� R�  *�

- C& 9��-�� �� ��/�� H���� � F�12
 C�� H���� C�- � ��\��

�2E `/�� �� .�$� ��' 7�8�� F�12
 H���� *��^5]16[ 
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