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Estimating the critical depth in a trapezoidal channel, which is widely used in various water conservation 

and distribution networks, has always been of interest to hydraulic engineering researchers. The common 

method for calculating the critical depth of a trapezoidal channel is the trial and error method, but today, 

explicit solutions have been proposed as a powerful and suitable alternative method. In this study, using the 

dimensional analysis method, different forms of mathematical series and also the two triangle method, 

equations for estimating the critical depth of a channel with trapezoidal cross-section were proposed and 

their accuracy was evaluated in comparison with the equations of previous researchers. In extracting the 

proposed equations, the simple form with fewer repetitions of the mathematical series was considered. A 

wide range of geometric and hydraulic data of trapezoidal cross-sections at critical depth conditions were 

used. The accuracy and performance of the proposed and existing equations were evaluated using the 

absolute of relative error (ARE) and the efficiency index (NSE). The results showed that equations A, B 

and E with mean absolute of relative error equal to 0.314, 0.173 and 0.078 percent respectively have the 

best performance in estimating the critical depth of a channel with a trapezoidal cross-section. Also, the 

accuracy of the proposed equations was evaluated in comparison with the existing equations and the results 

were reported. 

Introduction 

One of the most important hydraulic parameters in the analysis of open channel flows, which used in 

determining the flow pattern, calculating specific energy, analyzing flow stability, designing water transfer 

structures, and managing flow regime transition conditions is the critical depth (Akan & Iyer, 2021). In 

most irrigation and drainage network projects, trapezoidal canals are widely used due to their feasibility, 

good stability, and hydraulic efficiency (Das, 2007). The critical depth equation in trapezoidal canals is a 

nonlinear and complex equation due to the cross-sectional geometry, which cannot be solved explicitly and 

requires the solution of related nonlinear equations. In recent years, the development of explicit solutions 

for determining critical depth has been proposed as a powerful method and a suitable alternative to 

numerical methods. These solutions are usually extracted using analytical methods, mathematical 

approximations, nonlinear regression, dimensional relations, or meta-heuristic algorithms, and research 

results show that explicit solutions, in addition to high speed, have acceptable accuracy and can provide 

engineers' goals in practical designs and rapid analyses and become a suitable alternative to conventional 
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numerical methods. In the present study, by examining different forms of mathematical equations and also 

using the dimensional analysis technique and the two triangle method (Arvanaghi et al., 2015), new 

equations for determining the critical depth of trapezoidal channels were presented in a simpler form and 

with high accuracy, and the results were compared and evaluated with existing relations. 

Materials and Methods 

In trapezoidal channels, the critical Froude number equation to calculate the critical depth is 
𝛼𝑄2𝑇𝑐

𝑔𝐴𝑐
3 = 1 

(French, 1987). By substituting the A and T relations and changing the variable λ=(myc)/b in the critical 

depth equation, and by changing the variable φ =
𝑄𝑚1.5

√𝑔 𝛼⁄ 𝑏2.5
 and substituting it into the critical Froude number 

equation, the equations φ and λ are obtained. The equation λ, which is 6th degree equation, cannot be solved 

analytically, but with the help of equation φ and generating φ values for different λ in the applicable range, 

new equations can be presented to calculate the value of λ and consequently the critical depth. With using 

the related software and the generated values of φ for λ, and considering the applicable range of Side slope 

(m) and Botom width (b) values, it is possible to examine different forms of equations such as linear, power, 

logarithmic, etc. and obtain the relevant coefficients of the equations with appropriate accuracy. To 

determining the accuracy of equations, two parameters including the efficiency index (NSE) and the 

absolute of the relative error (ARE). 

Results and Discussion 

Examining the form of equation 13 (combination of parameter φ with specific powers based on dimensional analysis) 

showed that equation A had the highest accuracy (with an average absolute value of relative error of 0.314 percent and 
an efficiency index of 0.995) with 3 iterations of parameter φ and specific powers. In this equation, the maximum 

observed error was calculated to be 1.738 percent. Next, the power series (equation 14 as a combination of the parameter 
φ with the power and unknown coefficients) was examined, and in the case of 3 iterations of the parameter φ, equation 

B with an average absolute value of the relative error of 0.173 percent, an efficiency index of 0.997, and a maximum 

relative error of 1.611 percent was introduced as the best equation. Examining the different iterations of the series of 
equation 15 showed that in the case of two iterations of the series, equation D was obtained with an average absolute 

value of the relative error equal to 0.294 percent, an efficiency index equal to 0.998, and a maximum relative error equal 

to 2.489 percent. In the following, the three-repetition case of the series was also examined, and the equation E was 
extracted with an average absolute value of the relative error equal to 0.078 percent, an efficiency index equal to 0.999, 

and a maximum relative error equal to 0.988 percent, which indicates a significant reduction in the error in the equation 

E and was introduced as the best relation of this series. Comparing the accuracy of the presented series of equations A 
to E shows that equation E with the lowest average absolute value of relative error and maximum relative error and the 

highest value of efficiency index is the best equation for estimating the critical depth of the trapezoidal channel. In the 

results of the two triangle method with the general form of equation 20, it was observed that the semi-logarithmic 
equation F with the simple form and the average absolute value of the relative error, efficiency index, and maximum 

relative error equal to 0.662 percent, 0.985 percent, and 0.922 percent, respectively, has a suitable accuracy in estimating 

the critical depth of the trapezoidal channel. Comparing the performance of the equations presented by previous 
researchers shows that the Vatankhah (2013) equation has the highest accuracy among the relations presented and 

studied, with an average absolute value of the relative error of 0.010 percent, an efficiency index of 0.999, and a 

maximum relative error of 0.029 percent. Wang's (1998) equation in the form of three series repetitions with an average 
absolute magnitude of relative error equal to 0.032 percent, an efficiency index equal to 0.999, and a maximum relative 

error equal to 0.118 percent ranks second in performance next to Vatankhah's (2013) equation. Chen's (2025) equation 

is also in third rank with an average absolute magnitude of relative error equal to 0.106 percent, an efficiency index equal 
to 0.998, and a maximum relative error equal to 0.180 percent.  

Conclusion 

In this study, to calculate the critical depth in a trapezoidal channel, various equations were proposed using dimensional 

analysis, mathematical series, and the two triangle method, and their accuracy and performance were evaluated in 

comparison with existing equations of researchers. In extracting new equations and evaluating existing equations, an 
attempt was made to use equations with minimal repetition of the mathematical series, and the results were compared 

with the help of evaluation indices including the average absolute value of the relative error, the efficiency index, and 

the maximum relative error. Among the proposed equations in this study, equations A, B, and E with the average absolute 
value of relative error equal to 0.314, 0.173, and 0.078 percent, respectively, and also the efficiency index value equal to 

0.995, 0.997, and 0.999, respectively, showed good performance in estimating the critical depth of the trapezoidal 

channel. Among the previous researchers' equations, Vatankhah (2013) equation with an average absolute magnitude of 
relative error of 0.010 percent and an efficiency index of 0.999 had the best performance in estimating critical depth, and 

Wang (1998) and Chen (1998) equations with an average absolute magnitude of relative error of 0.032 and 0.106, 

respectively, ranked second and third. The E equation, proposed in this study with the form of three power series 
iterations, also had a competitive performance compared to the equations of previous researchers, especially Chen's 

(2025) equation, with an average absolute value of the relative error of 0.078 percent. The results of this research show 

that examining different forms of mathematical power series can be of great help in extracting critical depth estimation 
equations with a simple form and appropriate accuracy. 
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 چکیده 
  همواره  ، گیرندقرار می استفاده    موردآب    ع یانتقال و توز  ی هاشبکهگسترده در    طور به که    ی اذوزنقه  یهاکانال   در  ی بحران  عمق   محاسبه

  ؛ و خطا است   یروش سع  ها،کانالدر این    یعمق بحران  محاسبه  برایبوده است. روش متداول    کیدرولیه  یمهندس  نامحققتوجه    مورد

  ، یابعاد  زیآنال  استفاده ازبا    ،قیتحق   نیا  در.  اندمناسب مطرح شده   ینیگزیو جا  توانمند  یروشعنوان  به   حیصر  یهاحلامروزه راه   اما

  سه یدر مقا  هاآن   دقت  و  ارائه  ایذوزنقه  هایکانال   یبحران  عمق  نیتخم  یبرا  یروابط  مثلث،  دو  روشو    یاضیر  یهایسر  مختلف  یهافرم 

قرار گرفت. محدوده   مدنظر  یاضیر   یفرم ساده با تعداد تکرار کمتر سر  ،یشنهادی. در استخراج روابط پشد  یابیارز  موجودبا روابط  

  و   ی شنهادیپ  روابط  عملکرد  و  دقت.  شداستفاده    ی عمق بحران  طیشرا   در   یاذوزنقهمقطع    ی کیدرولی و ه  یهندس  ی هاهاز داد  یعیوس

و   A ، Bروابط  که  داد  نشان  ج ینتا.  دیگرد  یابیارز( NSE) یی کارا شاخص( و ARE) ینسب  یخطا مطلق  قدر   شاخص  از استفاده  با  موجود

E    های انال ک  یعمق بحران  نیعملکرد را در تخم  نی بهتر  ،درصد  0/ 078و    0/ 173  ،0/ 314برابر    بیبه ترت  ینسب   یخطا  قدرمطلق  متوسطبا  

 حاصل گزارش شد.     ج یو نتا دیگرد یابیبا روابط موجود ارز سهیدر مقا ی شنهادیدقت روابط پ نیدارند. همچن ایذوزنقه 
 

  ، روش دو مثلث، سری توانی، خطای نسبیایعمق بحرانی، کانال ذوزنقه ی:کلید کلمات
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 مقدمه -1

مهم  یکی   ی هاانیجر  ل یتحل  در  یکیدرول یه  یپارامترها  نیتراز 

محاسبه    ان،یجر  یالگو   نییدر تع  کهاست    یروباز، عمق بحران  یها کانال

انتقال آب    یهاسازه   یطراح  ان،یجر  یدار یپا  لیمخصوص، تحل  یانرژ 

مد  ,Akan & Iyer)  دارد  کاربرد  انیجر  میرژ  تغییر  طیشرا  تیریو 

در  (2021 زهکش  یار یآب  یهاشبکه   یهاپروژه   اغلب.    ی هاکانال   ،یو 

  ، یکی درولیه  ییمناسب و کارا  یدار ی اجرا، پا  تیقابل  لیبه دل  یاذوزنقه 

در    ی(. معادله عمق بحرانDas, 2007)  شوندی م  استفادهطور گسترده  به

دل  یاذوزنقه   یهاکانال  مقطع،    لیبه    و   یرخطی غ  رابطه  کیهندسه 

ن  ستین  حل  قابل  ح یصر  صورتبه  که  است  دهیچیپ حل   ازمندیو 

غ ا  یرخطیمعادلات  است.  معمولاً  نیمرتبط  راه   معادلات  حل  فاقد 

  ی تکرار   یعدد   یهاروش   ازمندین  هاآن   حل  و  بوده  میمستق  یلیتحل

مانند تکرار    یعدد  یهاروش   یو خطا( است. با وجود دقت بالا  ی)سع

  روزمره،   یمهندس  یکاربردها   در   هاروش   نیا  رافسون،-وتنین

  یمحاسبات  یابزارها   و  گسترده  یهای سازه یشب  ع،یسر  یهای طراح

  ت یبر بودن، حساس  زمان  و  تکرار  مراحل   به  ازین  ری نظ  یموانع  با  حجم،کم

اول مقدار  انتخاب  به  واگرا  هینسبت  احتمال    هستند   مواجه  ییو 

(Salmasi, 2020).   

عمق    تعیینبرای    1های صریححلراه   گسترشهای اخیر،  در سال 

به بحرانی توانمندعنوان  ،  روش   روشی  برای  مناسب  جایگزین  های  و 

های  ها معمولاً با استفاده از روش حل عددی مطرح شده است. این راه 

تقریب یا  تحلیلی،  ابعادی،  روابط  غیرخطی،  رگرسیون  ریاضی،  های 

-نتایج تحقیقات نشان می  .شوندهای فراابتکاری استخراج می الگوریتم

  داشته   یهای صریح علاوه بر سرعت بالا، دقت قابل قبولحل راه  که  دهد

می  طراحی   اهداف  توانندو  در  را  تحلیلمهندسان  و  عملی  های  های 

های عددی متداول  روش مناسبی برای  جایگزین  کرده و  سریع برآورده  

نیاز به ارائه روابط صریح    همچنانشده،  های انجام با وجود تلاش   .باشند 

وسیع  کاربرد  دامنه  بیشتر،  دقت  به  با  نسبت  کمتر  حساسیت  تر، 

هیدرولیکی   متنوع  شرایط  در  استفاده  توانایی  و  پارامترهای هندسی 

ساده با  های صریح  حل رو، توسعه و ارزیابی راهشود. ازاین احساس می 

همچنان    ،ایهای ذوزنقه برای تعیین عمق بحرانی در کانال دقت مناسب  

   .ها است مهندسی آب و هیدرولیک کانال تحقیقات  یک موضوع مهم در  

  (1993  )Swamee    ای  ذوزنقه های  کانال برای تعیین عمق بحرانی

0در محدوده   ≤ λ =
𝑚𝑦𝑐

𝑏
≤ 3( ،cy   ایعمق بحرانی کانال ذوزنقه  ،m  

ای به فرم زیر ارائه کرد  رابطه عرض کف کانال(    bشیب دیواره جانبی و  

 درصد بود.    2/2که حداکثر خطای آن حدود  

λ = (𝜑−1.4 + 0.747𝜑−0.84)−0.476  (1)                                  

 
1 Explicit Solutions 

φکه در این رابطه   =
𝑄𝑚1.5

√𝑔 𝛼⁄ 𝑏2.5
    ،α    ضریب تصحیح انرژیQ    دبی جریان

 است.    ثقلشتاب    gو  

 (1998  )Wang    با کاربرد تئوری تکرار، رابطه تحلیلی صریح زیر را

با وجود  این رابطه   کرد.ای ارائه ذوزنقهبحرانی کانال مق عبرای تعیین 

برابر   خطا  )حداکثر  مناسب  پیچیدگی   دلیلبهدرصد(    048/1دقت 

 . دارد  یرابطه، کاربرد دشوار 

λ = (1 + 4𝜑
2

3(1 + 4𝜑
2

3(1 + 4𝜑
2

3(1 + 4𝜑
2

3(1 +

          4𝜑
2

3)
0.2

)

1/6

)

1/6

)

1/6

)

0.5

 (2)                                         

تکرار  سهتر این رابطه نیز ارائه شده است که فرم دو و  ساده های  فرم  

 آن به صورت زیر است. 

λ = (1 + 4𝜑
2

3(1 + 4𝜑
2

3)
0.2

)

0.5

 (3)                                      

λ = (1 + 4𝜑
2

3(1 + 4𝜑
2

3(1 + 4𝜑
2

3)
0.2

)

1/6

)

0.5

 (4)                    

(2007  )Vatankhah & Kouchakzadeh    (  2011) وVatankhah 

& Easa    در تحقیقات خود روابطی برای محاسبه عمق بحرانی کانال

محدوده    کردندارائه    ایذوزنقه  در  0که  ≤ λ =
𝑚𝑦𝑐

𝑏
≤ دقت   از  3

آنالیز     Vatankhah(  2013)بودند.  برخوردار  مناسبی   کمک  با  نیز 

6 به صورت زیر با دقت مناسب )  ایرابطه   ،رگرسیونی ×   ( درصد  10−6

0.062در محدوده   ≤ λ =
𝑚𝑦𝑐

𝑏
<  .  کردارائه    12

λ = (1 + 4.644𝜑2/3(1 + 0.655𝜑0.694)0.374)
0.432

 (5)              

  (2019  )Varandili et al.    کاربرد و  نمایی  تابع  سری  کمک  با 

به فرم زیر با دقت    Wang(  1998) مشابه رابطه    ایرابطه   ، تئوری تکرار

 . کردندمناسب برای تعیین عمق بحرانی ارائه  

λ = (1 + 4𝜑
2

3(1 + 4𝜑
2

3(1 + 4𝜑
2

3(1 + 4𝜑
2

3(1 +

          … )1/6)
1/6

)
1/6

)
1/6

)

0.5

(6        )                                      

رابطه   همانند  رابطه  و    Wang(  1998)این  دارد  پیچیده  فرمی 

 د.  ن های با تکرار کمتر نیاز به ارزیابی و بررسی دارفرم 

(2025  )Chen    ای مختلف، رابطه ن  امحققضمن ارزیابی دقت روابط  

0.0008به فرم زیر را در محدوده     Vatankhah(2013)  رابطه  مشابه ≤

λ =
𝑚𝑦𝑐

𝑏
≤  0915/0و با دقت مناسب )متوسط خطای نسبی    21.35

 . کرد(، ارائه  درصد

λ = (1 + 3.901𝜑2/3(1.433 + 4.084𝜑2/3)0.3175)
0.4566

 (7)       
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بررسی   با  حاضر  تحقیق  و  فرم در  ریاضی  روابط  مختلف  های 

مثلث   دو  روش  و  ابعادی  آنالیز  تکنیک  از  استفاده  با  همچنین 

(Arvanaghi et al., 2015روابط ،)های  کانال تعیین عمق بحرانی    ی برای

و نتایج حاصل با روابط    شدتر و دقت بالا ارائه  ساده با فرم    ایذوزنقه 

 موجود مقایسه و ارزیابی شد. 

 هاروش مواد و  -2

برای محاسبه عمق  ای، رابطه عدد فرود بحرانی  ذوزنقههای  کانال در  

 (: French, 1987به صورت زیر است ) بحرانی  

𝛼𝑄2𝑇𝑐

𝑔𝐴𝑐
3 = 1                                                                                (8 )  

𝑇𝑐در این رابطه   = 𝑏 + 2𝑚𝑦𝑐  و𝐴𝑐 = 𝑦𝑐(𝑏 + 𝑚𝑦𝑐) ،α   ضریب

با فاکتورگیری از  است.    ثقلشتاب    gدبی جریان و    Qتصحیح انرژی،  

b  :داریم   

𝑇𝑐 = 𝑏 + 2𝑚𝑦𝑐 = 𝑏(1 + 2𝑚𝑦𝑐
𝑏

)                                               (9 )  

𝐴𝑐 = 𝑦𝑐(𝑏 + 𝑚𝑦𝑐) = 𝑏𝑦𝑐(1 + 𝑚𝑦𝑐
𝑏

)                                      (10 )  

λبا تغییر متغیر  =
𝑚𝑦𝑐

𝑏
 در روابط فوق داریم:   

𝑇𝑐 = 𝑏(1 + 2λ)   𝑎𝑛𝑑    𝐴𝑐 = 𝑏𝑦𝑐(1 + λ)                        (11 )  

 با جایگذاری روابط فوق در رابطه عمق بحرانی داریم: 

𝛼𝑄2(1+2λ)

𝑔𝑏2𝑦𝑐
3(1+λ)3 = 1                                                                    (12 )  

λ  در نظر گرفتنبا  
3

= (
𝑚𝑦𝑐

𝑏
𝑦𝑐و در جایگذاری    3(

3 = (
𝑏λ

𝑚
در    3(

 رابطه فوق داریم: 
𝛼𝑄2𝑚3(1+2λ)

𝑔𝑏5λ
3

(1+λ)3
= 1                                                                  (13 )  

φدر نهایت با تغییر متغیر   =
𝑄𝑚1.5

√𝑔 𝛼⁄ 𝑏2.5
و جایگذاری آن در رابطه    

 شود: میحاصل    λو    φفوق، روابط زیر برای محاسبه  

𝜑2 =
λ

3
(λ+1)

3

2λ+1
(14)                                                           

 یا

λ
6

+ 3λ
5

+ 3λ
4

+ λ
3

− 2𝜑2λ − 𝜑2 = 0   (15        )               

با کمک    اما  ؛به صورت تحلیلی قابل حل نیست  6درجه    معادلهاین  

مختلف در بازه کاربردی،  های    λازای  هب  φو تولید مقادیر    (14)رابطه  

و در نتیجه عمق بحرانی ارائه    λتوان روابطی برای محاسبه مقدار  می

. با کمک تئوری آنالیز ابعادی برای تولید فرم کلی روابط محاسبه  داد

λ  توان نوشت:می   (14)، با توجه به رابطه 

λ
6

∝ 𝜑2 ≫ λ ∝ 𝜑
1
3                                                              (16 )  

 λ
5

∝ 𝜑2 ≫  λ ∝ 𝜑
2
5                                                            (17 )  

 λ
4

∝ 𝜑2 ≫ λ ∝ 𝜑
1
2                                                             (18 )  

λ
3

∝ 𝜑2 ≫ λ ∝ 𝜑
2
3                                                              (19 )  

 توان به صورت زیر ارائه کرد: میرا    λفرم رابطه    ،در نهایت

λ = 𝑎1φ
1

3 + 𝑎2φ
2

5 + 𝑎3φ
1

2 + 𝑎4φ
2

3 + 𝑎0                           (20 )  

کمک   شده  نرم با  تولید  مقادیر  و  مرتبط  ، λازای  هب  φافزارهای 

φبا دقت مناسب در بازه    ارتوان ضرائب رابطه فوق  می > دست  هب  0

های چهار، سه یا دومتغیره رابطه  ترکیبی از حالت   ،آورد. در این فرم

ها پرداخته شده  به آنیل  صتفکه در بخش نتایج و بحث به    شدبررسی  

توان با در نظر گرفتن سری ریاضی توانی به صورت  می  ،است. ازطرفی

 : اقدام کرد  رابطه زیر

λ =  𝑎1φ
𝑛1 + 𝑎2φ

𝑛2 + 𝑎3φ
𝑛3 + 𝑎4φ

𝑛4 + ⋯ + 𝑎0 (21   )           

از   کمک  حالت ترکیبی  با  چندمتغیره  و  چهار  سه،  دو،  های 

φافزارهای مرتبط و مقادیر تولید شده  نرم  >   شد بررسی    λازای  هب  0

بحث   و  نتایج  بخش  در  آنیل  صتفبهکه  است.  به  شده  پرداخته  ها 

نیز بررسی شد. در کنار دو روش ذکر   𝑎0همچنین حالت بدون پارامتر  

با دقت مناسب   برای تولید روابط ساده  و در   λمحاسبه    جهتشده 

φنتیجه عمق بحرانی در بازه   > های مختلف روابط قابل بررسی  فرم ،  0

 ارزیابی گردید که رابطه با فرم زیر پیشنهاد گردید: 

λ = (𝑎
1

+ φ𝑛1) × (𝑎2 + φ𝑛2) × (𝑎3 + φ𝑛3) ×           (𝑎4 +

φ𝑛4) + ⋯ + 𝑎0                                               (22 )  

لازم به ذکر است است که در ارزیابی روابط، فرم ساده روابط با  

معیار انتخاب در نظرگرفته  عنوان  بهتعداد تکرار کم سری و دقت بالا  

، عمق بحرانی کانال  1در روش دیگر )روش دو مثلث( مطابق شکل    شد.

( با در نظر گرفتن رابطه عمق بحرانی کانال مثلثی  cy)  ABCDای  ذوزنقه 

AOB  (h  محاسبه ) شود. مطابق این شکل، در مثلث  میAOB    با فرض

 داریم:   hشرایط عمق بحرانی    برقراری

𝑏 = 2𝑚ℎ       یا       ℎ =
𝑏

2𝑚
                                                    (23)  

و براساس رابطه عمق  AOB  برای مثلث 'Qبا در نظر گرفتن دبی 

 بحرانی کانال مثلثی داریم:  

ℎ = (
2𝛼𝑄′2

𝑔𝑚2 )1/5     ≫    𝑄′ =
√

𝑔

𝛼
𝑏2.5

8𝑚1.5                                       (24 )  

 

 

 پارامترهای هندسی و هیدرولیکی در مقطع بحرانی  -1شکل 
Fig 1. Geometric and hydraulic parameters at the critical 

section 
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کانال ذوزنقه  نظر گرفتن دبی  این Qبرابر    ABCD  ایبا در  ، در 

 ( برابر است با: ''Q)   CODصورت دبی جریان در مثلث  

𝑄′′ = 𝑄 + 𝑄′                                                                       (25 )  

عمق    بر رابطه  مثلثی،  کانال  در  بحرانی  عمق  رابطه کلی  اساس 

 برابر است با:  COD بحرانی مثلث  

𝑦𝑐
′ = (

2𝛼𝑄′′2

𝑔𝑚2
)1/5                                                                   (26 )  

𝑦𝑐با محاسبه پارامتر    جهینت  در
 :به صورت  ′′

(27)                                                𝑦𝑐
′′ = 𝑦𝑐

′ − ℎ = 𝑦𝑐
′ −

𝑏

2𝑚
  

ز  یارابطه   توانیم فرم  بحران  یبرا   ریبه  عمق  کانال    یمحاسبه 

 : آورد  دستهب(  cy)  یاذوزنقه 

𝑦𝑐

𝑦𝑐
′′ = 𝑓(

𝑄′′

𝑄
)                                                                          (28 )  

، و با  λازای  هب  φمرتبط و مقادیر تولید شده    افزارهاینرم با کمک  

توان  می ،  1مطابق جدول    bو    mدر نظر گرفتن محدوده کاربردی مقادیر  

های مختلف روابط از قبیل خطی، توانی، لگاریتمی و ... را بررسی  فرم 

در بخش تعیین دقت  دست آورد.هو ضرائب مربوط را با دقت مناسب ب

مطلق خطای نسبی    ( و قدرNSE)ی  یکاراروابط، دو پارامتر شاخص  

(ARE  )روابط زیر استفاده شد: از  ترتیب  به 

NSE (%) = 1 −
∑|(λ

∗
−λ

′
)|

∑|(λ
∗
−λ̅)|

                                                     (29)  

ARE (%) = |
λ

∗
−λ

′

λ
∗ | × 100                                                    (30)  

روابط این  λ  ،در 
واقعی،    ∗ و    λ̅مقادیر  واقعی  مقادیر  λمیانگین 

′  

رابطه   مطابق  است.  بررسی  مورد  روابط  توسط  شده  محاسبه  مقادیر 

به    یشده توسط روابط مورد بررسمحاسبه   NSE، هرچقدر مقدار  (29)

نزدیک براساس    ترعدد یک  بود.  بیشتر خواهد  رابطه  آن  باشد، دقت 

متوسط قدر   حداکثر قدر  مقادیر،  (30)رابطه   و  نسبی    مطلق خطای 

 هر رابطه محاسبه و گزارش شد.  برای  مطلق خطای نسبی  

 ای ذوزنقهمحدوده تغییرات پارمترهای هندسی کانال  -1جدول 
Table 1. Range of geometric parameters of the trapezoidal 

channel 

 حداکثر حداقل پارامتر

 1 3 ( mای )ذوزنقهشیب جانبی دیواره کانال 

 5 0/ 5 ، متر( bای )ذزنقهعرض کف کانال 

λ 05 /0> ≥10 

 

 نتایج و بحث  -3

قدر  نتایج  2  جدولدر   )  متوسط  نسبی  (،  %AREمطلق خطای 

روابط  برای  (  NSE( و شاخص کارایی )%MAREحداکثر خطای نسبی )

ارائه شده در این تحقیق و همچنین روابط موجود محاسبه عمق بحرانی  

توزیع مقادیر    ،2ارائه شده است. همچنین در شکل    ایکانال ذوزنقه

  3تحقیق حاضر و در شکل    λمطلق خطای نسبی روابط محاسبه    قدر

ن  امحققتوسط  λتوزیع مقادیر قدرمطلق خطای نسبی روابط محاسبه 

با    φترکیب پارامتر    (،20)ارائه شده است. بررسی فرم رابطه    پیشین

برتوان مشخص  ابعادی  های  آنالیز  رابطه    ،اساس  که  داد    Aنشان 

درصد    314/0مطلق خطای نسبی برابر    بیشترین دقت )با متوسط قدر

برابر   کارایی  با  995/0و شاخص  را  پارامتر  سه(  های  توانو    φتکرار 

  738/1حداکثر خطای مشاهده شده برابر    ،. در این رابطهداردمشخص  

، توزیع مقادیر خطا روند  Aدر رابطه    2درصد محاسبه شد. مطابق شکل  

اما از مقدار    است،  نوسانی داشته و در سه موقعیت به حداقل رسیده

λ = خطای قابل قبول    دهد.به بعد روند افزایشی مشخصی نشان می  8

رابطه روابط    بیانگر  ،این  استخراج  در  ابعادی  آنالیز  تحلیل  توانایی 

 های هیدرولیکی است.  پدیده 

به صورت ترکیب پارامتر    21سری ریاضی توانی )رابطه    ،در ادامه

φ    تکرار پارامتر  سه در حالت    شد.با توان و ضرائب نامشخص( بررسی

φ  رابطه ،B  درصد،    173/0مطلق خطای نسبی برابر    با متوسط قدر

درصد    161/2ی نسبی برابر  و حداکثر خطا   997/0شاخص کارایی برابر  

معرفی  به رابطه  بهترین  توزیع خطای  2. مطابق شکل  گردیدعنوان   ،

λکه در محدوده    دهدمینسبی این رابطه نشان   > ، مقدار خطای  0.25

و    A  ،C  ،Dدرصد قرار دارد و نسبت به روابط    5/0زیر    Bنسبی رابطه  

F    ددارعملکرد بهتری در براورد عمق بحرانی  . 

  Cصورت رابطه  به تکرار سری  دو در این سری ریاضی توانی، حالت  

درصد، شاخص کارایی    250/0مطلق خطای نسبی برابر    با متوسط قدر

دست آمد.  هدرصد ب  112/2و حداکثر خطای نسبی برابر    998/0برابر  

حدود    Bمطلق خطای نسبی نسبت به رابطه    متوسط قدر  ،Cدر رابطه  

است  44 یافته  افزایش  و حداکثر خطای    ،درصد  کارایی  اما شاخص 

 نسبی دو رابطه اختلاف محسوسی نشان نمی دهد.  

نشان داد که در حالت    (22)بررسی تکرارهای مختلف سری رابطه  

  294/0با متوسط قدرمطلق خطای نسبی برابر    Dتکرار سری، رابطه  دو

  489/2و حداکثر خطای نسبی برابر    997/0درصد، شاخص کارایی برابر  

  ، توزیع مقادیر خطا روند تقریباDًو    Cدست آمد. در روابط  هدرصد ب

λمشابهی داشته و در محدوده  >   25/0، مقدار خطای نسبی زیر 1.5

 (. 2باقی مانده است )شکل  

با مقدار    Eکه رابطه    شدتکرار سری نیز بررسی  سه حالت    ،در ادامه 

درصد، شاخص کارایی    078/0مطلق خطای نسبی برابر    متوسط قدر

درصد    988/0و حداکثر خطای نسبی برابر    999/0برابر  
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 ایدقت روابط ارائه شده در این تحقیق در مقایسه با روابط موجود برای محاسبه عمق بحرانی کانال ذوزنقه -2ل  جدو
Table 2. The accuracy of the equations proposed in this study compared to existing equations for calculating the critical 

depth of a trapezoidal channel 

 فرم رابطه نام رابطه
قدرمطلق  متوسط 

 خطای نسبی 

ARE% 

حداکثر قدرمطلق 

 خطای نسبی 
MARE% 

شاخص 

 کارایی 

NSE 

(1998 )Wang 
λ = (1 + 4𝜑

2

3(1 + 4𝜑
2

3(1 + 4𝜑
2

3)
0.2

)

1/6

)

0.5

 
032 /0 118 /0 999 /0 

(2013 )Vatankhah  λ = (1 + 4.644𝜑2/3(1 + 0.655𝜑0.694)0.374)
0.432 010 /0 029 /0 999 /0 

(2019 )Varandili 

et al. λ = (1 + 4𝜑
2

3(1 + 4𝜑
2

3(1 + 4𝜑
2

3)
1/6

)

1/6

)

0.5

 
071 /1 457 /1 975 /0 

(2025 )Chen λ = (1 + 3.901𝜑2/3(1.433 + 4.084𝜑2/3)0.3175)
0.4566 106 /0 180 /0 998 /0 

تحقیق  

 حاضر

A λرابطه  = −2.971𝜑
1
3 + 4.425𝜑

2
5 − 0.741𝜑

1

2 + 0.056 314 /0 738 /1 995 /0 

B λرابطه  = 5.09𝜑0.17 − 8.87𝜑0.21 + 4.55𝜑0.31 173 /0 161 /2 997 /0 

C λرابطه  = −1.029𝜑0.0971 + 1.327𝜑0.3872 + 0.482 250 /0 182 /2 998 /0 

D λرابطه  = (𝜑0.0976 + 0.412)(𝜑0.3045 − 1.154) + 1 294 /0 489 /2 997 /0 

E λرابطه  = (𝜑0.0755 + 0.438)(𝜑0.291 − 1.136)(𝜑0.027 − 0.032) + 0.975 078 /0 988 /0 999 /0 

 Fرابطه 
𝑦𝑐

𝑦𝑐
′′

= 0.64𝐿𝑛 (
𝑄′′

𝑄
) + 1.01 662 /0 922 /0 985 /0 

 

 

 
  ارائه شده در این تحقیق   λتوزیع مقادیر قدرمطلق خطای نسبی روابط محاسبه  -2شکل 

Fig 2. Distribution of absolute values of relative error of equations presented by currwnt research 

 

در  نشان   جهینت  نیا  گردید.استخراج   خطا  توجه  قابل  کاهش  دهنده 

به عنوان بهترین رابطه این سری معرفی شد.  این رابطه    است و  Eرابطه  

 Eدهد که رابطه  نشان می  Eتا    Aمقایسه دقت سری روبط ارائه شده  

نسبی و    مطلق خطای نسبی و حداکثر خطای  با کمترین متوسط قدر

تخمین عمق بحرانی  برای  بهترین رابطه    ،بالاترین مقدار شاخص کارایی

 است.   ایکانال ذوزنقه 

دهد که  می ، توزیع خطای نسبی این رابطه نشان  2مطابق شکل  

λدر محدوده   > درصد   5/0زیر    E، مقدار خطای نسبی رابطه  0.25

در بازه مورد    ،قرار دارد و نسبت به دیگر روابط ارائه شده در این تحقیق

 .  ددارعمق بحرانی  ورد  آ برخطای کمتری در    ،λبررسی  

، مشاهده  (28)در نتایج بررسی روش دو مثلث با فرم کلی رابطه  

مطلق خطای   متوسط قدر ،با فرم ساده  Fلگاریتمی نیمهشد که رابطه 

0
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  662/0کارایی و حداکثر خطای نسبی به ترتیب برابر  ص  خشانسبی،  

دقت مناسبی در تخمین عمق    دارد و از  درصد  922/0و  985/0درصد،  

نتایج  برخوردار است  ایبحرانی کانال ذوزنقه  مقایسه  با  های  شاخص . 

رابطه   اگرچهشود  میمشاهده    Fو    Eارزیابی  و    که  کارایی  شاخص 

نزدیک است، اما    یکدیگربه    حداکثر خطای نسبی این دو رابطه تقریباً

رابطه   نسبی  خطای  متوسط  رابطه    Fمقدار  به  توجه    Eنسبت  قابل 

دهد  می ، توزیع خطای نسبی این رابطه نشان 2. مطابق شکل باشدمی

تا یک   5/0بین    λکه مقادیر خطای نسبی این رابطه در عمده محدوده  

  Fاین موضوع در مقدار متوسط خطای نسبی رابطه    قرار دارد؛درصد  

 مشهود است.    کاملاً

توسط   شده  ارائه  روابط  عملکرد  نشان  ن  امحققمقایسه  قبلی 

مطلق خطای    با متوسط قدر   Vatankhah(  2013)  که رابطهدهد  می

و حداکثر خطای    999/0درصد، شاخص کارایی برابر    010/0نسبی برابر  

شترین دقت را در بین روابط مورد بررسی  یب  ،درصد  029/0نسبی برابر  

مطلق    تکرار سری با متوسط قدرسهدر فرم    Wang(  1998). رابطه  ددار

و حداکثر    999/0درصد، شاخص کارایی برابر    031/0خطای نسبی برابر  

  ، Vatankhah(  2013)از رابطه    پس  ،درصد  118/0خطای نسبی برابر  

نیز    Chen(  2025)رابطه    ،. در ادامهگیردمیدر رتبه دوم عملکرد قرار  

درصد، شاخص کارایی    107/0مطلق خطای نسبی برابر    با متوسط قدر

درصد در رتبه سوم    180/0و حداکثر خطای نسبی برابر    998/0برابر  

 دارد.    جای

کلی   (  2025)و    Vatankhah   ،(1998  )Wang(2013)  روابطفرم 

Chen  ً(  2013)با این تفاوت که دو رابطه    ،است  یکدیگرمشابه    تقریبا

Vatankhah     (  2025) و رابطهChen    .به صورت دوتکرار سری هستند

شکل   نسبی  3مطابق  خطای  توزیع    ،  Vatankhah(2013)  روابط، 

(1998  )Wang    (  2025)وChen    دهد که مقادیر خطای نسبی  مینشان

درصد است    2/0کمتر از    λاین سه رابطه در کل محدوده مورد بررسی  

 .  باشدمی  هاآن که بیانگر عملکرد خوب این  

ارائه شده در این تحقیق با  )  Eهای ارزیابی رابطه  شاخص مقایسه  

رابطه در رتبه چهارم تخمین  که این  دهد  نشان می  (تکرار سریسه فرم  

بحرانی کانال ذوزنقه  مقایسه عملکرد    ایعمق  با  دارد. همچنین  قرار 

مطلق    متوسط قدرکه  شود  میمشاهده    Eو رابطه    Chen(  2025)رابطه  

رابطه   نسبی  رابطه    Eخطای  به    36در حدود    Chen(  2025)نسبت 

  این موضوع   ؛یکسانی دارند   درصد کمتر بوده و شاخص کارایی تقریباً

کانال    Eرابطه    مناسبتوانایی    دهندهنشان  بحرانی  عمق  تخمین  در 

 است.    ایذوزنقه 

رابطه   پارامتر    .Varandili et al(  2019) در  دوتکرار  فرم  ،  φبا 

قدر )حدود    متوسط  بود  بالا  نسبی  خطای    ؛ ( درصد  656/9مطلق 

تکرار آن نیز بررسی و دقت آن گزارش شد. در حالت  سه فرم  ،بنابراین

پارامتر  سه قدرφتکرار  متوسط  برابر    ،  نسبی  خطای    071/1مطلق 

  457/1و حداکثر خطای نسبی برابر    975/0درصد، شاخص کارایی برابر  

ن  امحققدر بین روابط این رابطه   ،این اساس دست آمد که برهدرصد ب

این تحقیق  پیشین ارائه شده در  روابط  قرار گرفت.   ،و  آخر  رتبه  در 

دهد که مقادیر می، توزیع خطای نسبی این رابطه نشان  3مطابق شکل  

λخطای نسبی در محدوده   > درصد است و عملکرد    5/1تا    5/0بین    1

و روابط ارائه شده در    پیشینن  امحققدر مقایسه با روابط    آن را ضعیف  

   .سازدی آشکار ماین تحقیق  

لازم به ذکر است که در بررسی روابط موجود و ارائه روابط جدید،  

پارامتر   در  تکرار  تعداد  با حداقل  روابط  طبیعتاً   φفرم  و  بود    مدنظر 

 داد.  می دقت را افزایش    ،در برخی روابط   φافزایش تکرار پارامتر  

 

 
 ارائه شده توسط محققین قبلی  λتوزیع مقادیر قدرمطلق خطای نسبی روابط محاسبه  -3شکل 

Fig 3. Distribution of absolute values of relative error of equations presented by previous researchers 
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 کاربردی  هاینمونه ارائه 

شده در  ارائه و روابط    پیشینن  امحقق برای ارزیابی عملکرد روابط  

این تحقیق در تخمین عمق بحرانی، از مشخصات کانال بتنی واقعی  

شد و نتایج ارزیابی دقت    استفاده(  Elhakeem, 2017)  3مطابق جدول  

 .  گردیدارائه    4روابط در جدول  

فرض   با  𝛼محاسبات  = 𝑐𝑜𝑠𝜃  و 1 = 𝑔   و 1 = 9.806 𝑚/𝑠2  

های مورد  متوسط قدر مطلق خطای نسبی مثال با توجه به.  شدانجام 

Chen  ، (2013  )(  2025)   روابطترتیب  بهکه    شودمی مشاهده    ،بررسی

Vatankhah   ،A  ،B    (  1998)وWang    های اول تا پنجم قرار  رتبهدر

های ششم  رتبهدر    Dو    Varandili et al.  ،E  ،F  ،C(  2019)  روابطدارند.  

دهم   م  جینتا.  اندگرفته  یجا تا  رابطه    دهدینشان  دو  عملکرد  که 

مناسب است.    پیشین ن  امحققدر مقایسه با روابط    Bو    Aپیشنهادی  

 Varandili et(2019)در مقایسه با رابطه    F  و  C  ،Dروابط    ،در مقابل

al.     از خود نشان دادند.   تریپایین عملکرد 

 

 های مورد بررسی مشخصات هندسی و هیدرولیکی کانال -3جدول 
Table 3. Geometric and hydraulic characteristics of the investigated channels 

 عرض کف نام کانال
𝑏(𝑚) 

 شیب دیواره 
𝑚 

 دبی کانال
𝑄(𝑚3. 𝑠−1) 

 عمق بحرانی
y𝑐(𝑚) 

Madera-2 05 /3 25 /1 37 /28 641 /1 

Roza-1 66 /3 25 /1 88 /36 769 /1 

Roza-2 27 /4 25 /1 42 /62 232 /2 

East Low 10 /6 50 /1 68 /127 804 /2 

 
   ایمطلق خطای نسبی روابط ارائه شده در این تحقیق در مقایسه با روابط موجود برای محاسبه عمق بحرانی کانال ذوزنقه قدر -4جدول 

Table 4. Absolute relative error of the equations proposed in this research compared to existing equations for calculating the 

critical depth of the trapezoidal channel 

 رابطه نام       

  کانال نام
Wang 

(1998) 
Vatankhah 

 (2013 ) 
Varandili et al. 

(2019) 
Chen 

 F رابطه E رابطه D رابطه C رابطه B رابطه A رابطه (2025)

Madera-2 113 /0 025 /0 365 /0 013 /0 014 /0 020 /0 460 /1 800 /1 3820 /0 871 /0 

Roza-1 116 /0 022 /0 326 /0 011 /0 220 /0 111 /0 649 /1 992 /1 4150 /0 848 /0 

Roza-2 114 /0 024 /0 354 /0 006 /0 068 /0 045 /0 542 /1 854 /1 392 /0 868 /0 

East Low 112 /0 025 /0 374 /0 018 /0 031 /0 0002 /0 415 /1 754 /1 372 /0 870 /0 

  قدرمطلق متوسط

 ینسب یخطا

(ARE) 

114 /0 024 /0 355 /0 012 /0 083 /0 044 /0 517 /1 850 /1 390 /0 864 /0 

 

 گیری نهایی نتیجه -4

تحقیق این  کانال    ،در  در  بحرانی  عمق  محاسبه  منظور  به 

-روش آنالیز ابعادی، سری  استفاده از، روابط مختلفی با  ایذوزنقه

ها در  و دقت و عملکرد آن  شدهای ریاضی و روش دو مثلث ارائه  

موجود   روابط  با  گردید.    پیشین  نا محققمقایسه  در  ارزیابی 

روابط با  شد سعی  ،استخراج روابط جدید و ارزیابی روابط موجود

ریاضی   سری  تکرار  گیرد  استفاده  مورد  حداقل  با    نتایج و  قرار 

شامل  شاخصکمک   ارزیابی  قدر های  خطای    متوسط  مطلق 

 .  شدمقایسه  نسبی، شاخص کارایی و حداکثر خطای نسبی

با    Eو  A  ، Bروابط    ،در میان روابط پیشنهادی این تحقیق

و   173/0،  314/0ترتیب برابر  به  مطلق خطای نسبی  متوسط قدر

و    997/0،  995/0ترتیب برابر  بهدرصد و شاخص کارایی    078/0

 ای عملکرد مناسبی در تخمین عمق بحرانی کانال ذوزنقه  ،999/0

لازم به ذکر است که در بین این سه رابطه مذکور،   .ندنشان داد

و همچنین    مطلق خطای نسبی  متوسط قدربا کمترین    Eرابطه  

مقدار   نسبی  خطای  حداکثر  مقدار    ( درصد  988/0)کمترین 

 Fمقدار حداکثر خطای نسبی رابطه  .  داشتبهترین عملکرد را  

مطلق خطای    متوسط قدربا این رابطه مشابه بود، اما    نیز تقریباً

 بود. بیشتر  Eرابطه   در مقایسه با Fرابطه  نسبی

با    Vatankhah(  2013)، رابطه  محققان پیشیندر میان روابط  

درصد و شاخص    010/0برابر    مطلق خطای نسبی  متوسط قدر

بهترین عملکرد را در تخمین عمق بحرانی داشت   ،999/0  کارایی

قدربا    Chen(  2025)و    Wang(  1998)روابط  و   مطلق    متوسط 

های  رتبهدر  درصد،    107/0و    032/0ترتیب برابر  به  خطای نسبی

در این تحقیق با  ی  ، پیشنهادE  هرابطدوم و سوم قرار داشتند.  

مطلق خطای نسبی    متوسط قدر  با  و  تکرار سری توانیسهفرم  
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روابط    یرقابتقابلعملکرد  درصد،    078/0برابر   با  مقایسه  در 

 .  از خود نشان داد Chen(  2025)رابطه ویژه محققان پیشین، به

های مختلف  فرمبررسی  که  دهد  نتایج این تحقیق نشان می 

تواند کمک شایانی به استخراج روابط میهای توانی ریاضی  سری 

 تخمین عمق بحرانی با فرم ساده و دقت مناسب نماید. 
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