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  چکیده

و  یرمحلیغ یعموم نظریهاز  يریگ نانو با بهره اسی) در مقFGMهدفمند متخلخل (معلق و ایستاده  رداریسرگ کی يرهایارتعاشات آزاد ت یپژوهش به بررس نای

دو  در یارتعاش يو شکل مودها یعیطب يها وزن بر فرکانس يرویتخلخل و ن زانیم ،یرمحلیغ ياثر پارامترها لیتحل ،ی. هدف اصلپردازد یم موشنکویت ریمدل ت

نشان  يعدد جی. نتااند دهیگرد حل چبیشف  مکانیهمروش کمک  استخراج و به لتونیاست. معادلات حاکم با استفاده از اصل هم ستادهیمعلق و ا ریحالت ت

عوامل  نیا ط،یشرا یرخحال در ب نیبا ا شود؛ یم یعیطب يها مؤثر، موجب کاهش فرکانس سفتیکاهش  لیو تخلخل، به دل یرمحلیپارامتر غ شیکه افزا دهد یم

 يروین ری. تأثدهد ینسبت به حالت معلق از خود نشان م يربالات يها فرکانس ستادهیا يمرز طیبا شرا ریت ن،یکنند. همچن جادیدر فرکانس ا یشیافزا توانند یم

. دهد یرا نشان م یتطابق و دقت قابل قبول ن،یشیپ اتبا مطالع جینتا سهی. مقاگردد یم یعیمنجر به افت فرکانس طب ،يمحور سفتیکاهش  قیاز طر زیوزن ن

 يدر کاربردها نیفرکانس بالا و همچن يلترهایف ق،یدق يرزوناتورها اس،ینانومق يحسگرها يساز نهیو به یدر طراح تواند یم قیتحق نیا يدستاوردها

  .ردیاستفاده قرار گ وردم کیزوالکتریپ يو ژنراتورها یستیز يها مپلنتیمانند ا يانرژ دیو تول یپزشک ستیز

 .تخلخل شف،یروش چب ،یمواد تابع ،یرمحلیغ هینظر ردار،یسرگ کی ریارتعاشات آزاد، ت :کلیدي هاي واژه

  

 

" Analysis and investigation of the free vibration of a clamped-free functionally graded 
porous nanobeam in suspended and standing configurations based on the general 

nonlocal theory" 
  

Department of Mechanical Engineering, Urmia University of Technology, Urmia, Iran L. Aqaei 
Department of Mechanical Engineering, Urmia University of Technology, Urmia, Iran Sh. Faroughi 
Department of Mechanical Engineering, Sanandaj Branch, Islamic Azad University, Sanandaj, Iran A. Ghafori 

 
Abstract 
This study investigates the free vibration behavior of clamped-free functionally graded porous (FGM) nanobeams in suspended and 
standing based on the general nonlocal elasticity theory and the Timoshenko beam model. The main objective is to explore the 
effects of the nonlocal parameter, porosity, and self-weight on the natural frequencies and mode shapes of both suspended and 
standing beams. The governing equations are derived using Hamilton’s principle and solved through the Chebyshev collocation 
method. Numerical results reveal that increasing the nonlocal parameter and porosity generally decreases the natural frequencies due 
to the reduction in effective stiffness; however, in certain cases, a slight frequency increase is observed. Moreover, the standing 
beam exhibits higher frequencies compared to the suspended one. The self-weight, by reducing the axial stiffness, leads to a further 
decrease in the frequencies. Validation through comparison with previously published results demonstrates good agreement and 
accuracy. The outcomes of this research provide useful insights for the design and optimization of nano- and micro-
electromechanical systems (NEMS/MEMS) such as nanosensors, high-frequency resonators, and filters, as well as for biomedical 
and energy-harvesting applications, including bio-implants and piezoelectric nanogenerators. 
Keywords: Free Vibration, Cantilever Beam, Nonlocal Theory, Functionally Graded Material, Chebyshev Method, Porosity.  
 

 

   مقدمه - 1

قابل  یکیخواص مکان لی) به دلFGMمواد هدفمند متخلخل (

 یدر طراح يا ژهیو گاهیمقاومت به وزن، جا يو نسبت بالا میتنظ

 نی]. ا25, 2, 1[ اند افتهیو نانو  کرویم اسیدر مق شرفتهیپ يها سازه

 شیمشکلات جدا ک،یخواص از فلز به سرام وستهیپ عیمواد با توز

 رینظ ییرا کاهش داده و در کاربردها ینتس يها تیدر کامپوز ها هیلا

 زاتیدر تجه قیدق يها )، محركNEMS( یکینانوالکترومکان يحسگرها

استفاده  يهوافضا و خودروساز عیوزن در صنا و قطعات سبک ،یپزشک

 یکیمتخلخل هدفمند، که خواص مکان يرهای]. ت26, 4, 3[ شوند یم

رفتار  یکینامید يهاتحت بار کند، یم رییتغ وستهیصورت پ ها به آن

از  یناش یدگیچیپ نی]. ا27, 6, 5[ دهند یاز خود نشان م يا دهیچیپ

خاص (مانند  يمرز طیکوچک، تخلخل ماده، و شرا اسیاثرات مق

ها  ارتعاشات آزاد آن قیدق لی) است که تحلستادهیا ایمعلق  يها حالت

  ].28, 8, 7کرده است [ لیمهم تبد یرا به چالش

مورد توجه پژوهشگران بوده است.  ربازیاز د رهایرتعاشات تا لیتحل

رفتار  فیتوص يبرا موشنکویو ت یبرنول- لریاو کیکلاس يها مدل

]. 10, 9[ افتندیماکرو توسعه  اسیهمگن در مق يرهایت یکینامید

را با  یتحت بار گرانش یتیکامپوز يرهای] ارتعاشات آزاد ت9[ چیابرموو
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 يمحور سفتیوزن  يرویکرد و نشان داد که ن یبررس یبرنول- لریمدل او

اثرات  موشنکو،ی] با مدل ت10. وانگ و همکاران [دهد یرا کاهش م

ها  مدل نیکردند، اما ا يساز ماکرو مدل يرهایرا در ت یو چرخش یبرش

هستند  یکوچک غالب است، ناکاف اسیکه اثرات مق اس،ینانومق يبرا

 ،یرمحلیغ يپارامترها یمعرف با نگنیار یرمحلیغ يها نظریه]. 28, 2[

]. 12, 11[ کنند یم يساز نانو را مدل اسیدر مق يا ذره نیتعاملات ب

 نظریهرا با  یتینانوکامپوز يها ] ارتعاشات ورق11و همکاران [ فهیعط

 بیضر شیها را با افزا کردند و کاهش فرکانس لیتحل یرمحلیغ

ساده در  یرمحلیغ يها حال، مدل نیگزارش دادند. با ا یرمحلیغ

خواص و تخلخل  کنواختی ریغ عیمواد متخلخل هدفمند با توز فیتوص

  ].27, 13دارند [ ییها تیمحدود

امکان  ،یرمحلیغ يها ثابت فی] با تعر14[ یعموم یرمحلیغ نظریه

. کند یکوچک و تخلخل را فراهم م اسیاثرات مق تر قیدق يساز مدل

و جرم مؤثر  سفتی ریهنظ نی] نشان دادند که ا14[ یکف ت و عبدلعاش

و همکاران  ینی. حسکند یم ینیب شیپ يشتریها با دقت ب را در نانوسازه

، اثر تخلخل را بر FGM اسینانومق يرهایبه ت نظریه نی] با اعمال ا5[

و  پور ی] و صالح7کردند. صبحه [ یها بررس و فرکانس سفتیکاهش 

 یرمحلیغ هنظریرا با  FGM يها ] ارتعاشات نانوپلاکت8همکاران [

ها  را بر فرکانس کیو بستر الاست يمرز طیشرا ریکردند و تأث لیتحل

ارتعاشات  ،یرمحلیبا مدل غ زی] ن12و همکاران [ وینشان دادند. ل

را  تهیسیسکوالاستیکردند و اثر و یرا بررس FGM هیدو لا يها نانوپلاکت

 FGM موشنکویت يرهای] ارتعاشات ت15گزارش دادند. چن و همکاران [

 یرمحلیغ يها مدل یاعتبارسنج يها برا آن جیکردند و نتا یرا بررس

] ارتعاشات آزاد 27[ یجطور مشابه، هاد استفاده شده است. به

کرد و کاهش  لیتحل یرمحلیغ نظریهمتخلخل هدفمند را با  يرهاینانوت

  نمود. دییتأ یرمحلیغ بیتخلخل و ضر شیرا با افزا یعیطب يها فرکانس

 يمتخلخل هدفمند، از جمله حسگرها يرهایت یعتصن يکاربردها

 ،ییایمیش عیدر صنا یینانو يلترهایها، ف مولکول صیتشخ يبرا یستیز

به  ازیهوافضا، ن يها نیمقاوم در برابر ارتعاش در تورب يو اجزا

]. 26, 16, 4[ کند یرا برجسته م یرفتار ارتعاش قیدق يساز مدل

را کاهش داده و  سفتیخل که تخل اند هنشان داد نیشیمطالعات پ

] در 25]. چاندل [25, 17, 5[ کند یرا کم م یعیطب يها فرکانس

متخلخل هدفمند، نشان داد که  اسینانومق يرهایارتعاشات ت لیتحل

 یتوجه قابل ریتأث یعیطب يها مؤثر و فرکانس سفتیتخلخل بر  عیتوز

را  ینشتحت بار گرا موشنکویت يرهای] ارتعاشات ت18[ امایوکویدارد. 

نسبت به معلق را  ستادهیبالاتر در حالت ا يها کرد و فرکانس یبررس

 اسینانومق يرهایوزن را بر ت يروی] اثر ن2و همکاران [ يگزارش داد. ز

 ،يکسر یرمحلی] با مدل غ19و همکاران [ یمیکردند. رح دییتأ

 اهشکردند و ک یرا بررس FGM اسینانومق يرهایت یرخطیارتعاشات غ

ارتعاشات  زی] ن26تخلخل گزارش دادند. فام [ شیا را با افزاه فرکانس

کرد و  یبررس یرمحلیمتخلخل هدفمند را با مدل غ يها آزاد نانوپلاکت

] اثر بستر 29را برجسته نمود. اوزون [ یکینامیاثر تخلخل بر رفتار د

متخلخل  يها نانوتوب یرمحلیغ کینامیرا بر د یچشیو فنر پ کیالاست

مختلف  يمرز طیها را تحت شرا فرکانس راتییکرد و تغ لیتحل هدفمند

متخلخل هدفمند با در نظر  يرهایجامع ت لیحال، تحل نینشان داد. با ا

وزن کمتر  يرویتخلخل، و ن ،یرمحلیغ بیگرفتن اثرات همزمان ضر

] 30و همکاران [ یعتی]. شر30, 7, 6مورد توجه قرار گرفته است [

متخلخل هدفمند را  اسینانومق يهاریو کمانش ت یرخطیارتعاشات غ

بر رفتار  یرمحلیتخلخل و اثرات غ یبیترک ریکردند و تأث یبررس

  را گزارش دادند.  یکینامید

 دهیچیتعاملات پ يساز مدل ییشامل توانا یرمحلیغ نظریه يایمزا

به  میتعم تینانو، و قابل اسیدر مق یتجرب يها انطباق با داده ،يا ذره نیب

 يها برخلاف مدل ،نظریه نی]. ا28, 14تخلخل است [مواد مدرج و م

و  ردیگ یدر نظر م يشتریکوچک را با دقت ب اسیاثرات مق ک،یکلاس

 طیتحت شرا اسینانومق يها سازه یکینامیرفتار د ینیب شیامکان پ

بر  ي] در مرور28[ ادصی]. 27, 22, 21[ کند یمختلف را فراهم م

و  یرمحلیغ يها نظریه تیهدفمند، به اهم يرهاینانوت کیمکان

  کرد.  دیتأک تر قیدق يساز مدل يبرا شرفتهیپ يعدد يها روش

 مکانیهمروش مانند  یفیط يعدد يها استفاده از روش ن،یهمچن

حل معادلات  ينقاط برا نهیبه عیدقت بالا و توز لیکه به دل ،شفیچب

روش  ].20محدود بوده است [ نهیزم نیدر ا ست،مناسب ا لیفرانسید

در حل مسائل با  ،یفیروش ط کیعنوان  به چبیشف  مکانیهم

 ییهمگرا ینقاط محاسبات یهموار، با استفاده از تعداد کم يها جواب

نظر کارآمدتر از روش  نیو از ا دهد یارائه م ییبالا اریو دقت بس یینما

 عیبا توز زیناین روش  ].20روش تفاضل محدود است[ ایمحدود  ياجزا

و  رساند یرا به حداقل م يعدد يمرزها، خطا یکیددر نز طنقا نهیبه

  ]. 20مناسب است [ دهیچیپ يمرز طیبا شرا يرهایت لیتحل يبرا

 يرهایارتعاشات ت لیدر تحل یپژوهش يها وجود، شکاف نیبا ا

 یبیاثر ترک یدر بررس ژهیو است، به یمتخلخل هدفمند همچنان باق

و  یعیطب يها فرکانسبر  زنو يرویتخلخل، و ن ،یرمحلیغ يپارامترها

  ].30, 23, 8[ ستادهیمعلق و ا يها مود در حالت يها شکل

ارتعاشات  لیها، به تحل شکاف نیپژوهش با هدف پر کردن ا نیا

. با پردازد ینانو م اسیمتخلخل هدفمند در مق ریسرگ کی يرهایآزاد ت

معادلات  موشنکو،یت ریو مدل ت افتهی میتعم یرمحلیغ نظریهاستفاده از 

در این  اند. حل شده چبیشف مکانیهمروش اکم استخراج و با ح

ماده هدفمند  يها یژگیقرار دارد و و یتحت بار گرانش ریت پژوهش،

فرض شده است که بر حسب  ،یو چگال تهیسیمانند مدول الاست ،یتابع

 هیکه نظر ی. در حالکنند یم رییو طبق روابط تابع توان تغ ریضخامت ت

و امکان  کند یم یدار را معرف پارامتر جهتدو  یعموم یرمحلیغ

 یدر مواد هدفمند تابع ژهیو رفتار وابسته به اندازه، به تر قیدق ینیب شیپ

 شیادر مطالعه حاضر اثرات افز .آورد یرا فراهم م رهمسانگرد،یغ ای

 ينسبت به معلق رو ستادهیا يمرز طیتخلخل، و شرا ،یرمحلیغ بیضر

 دهیتواند ا یشود. مطالعه حاضر م یم یبررس یعیطب يها فرکانس

 يدر کاربردها اسینانومق يها سازه نهیبه یطراح يبرا يو کاربرد دیجد

 رهایت نیا و قطعات هوافضا ارائه دهد. یینانو يحسگرها رینظ یصنعت

اند.  مورد توجه قرار گرفته شرفتهیهوافضا، و قطعات پ يها يدر فناور

 ییرهایت نیچن زین يانرژ دیتولو  یپزشک يها در عرصه ن،یافزون بر ا

 کیزوالکتریپ يو ژنراتورها یستیز يها مپلنتیاز ا ییها عنوان بخش به

آنها در  ی. کنترل رفتار ارتعاششوند ینانو استفاده م اسیدر مق

و  يداریپا شیموجب افزا ر،یپذ انعطاف يو مدارها کینانوربات يها سامانه

  .گردد یدقت عملکرد م
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 يساز مدل - 2

 يرهایارتعاشات آزاد ت لیتحل يبرا یاضیبخش، مدل ر نیدر ا

متخلخل  یشده از مواد تابع ساخته ستادهیمعلق و ا رداریسرگ کی

)FGMهیبر اساس نظر يساز . مدلشود یارائه م نانو اسی) در مق 

انجام شده است که  موشنکویت ریت هی) و نظرGNT( یعموم یرمحلیغ

]. 14،2[ رندیگ یدر نظر م را یشکل برش رییکوچک و تغ اسیاثرات مق

 کیسمت به سرام کی) در Cuصورت مدرج از مس ( خواص مواد به

)BaOمعادلات حاکم با استفاده از 1[ کند یم رییتغ گری) در سمت د .[

حل  چبیشف  مکانیهمروش استخراج شده و با  لتونیاصل هم

  ].20[ شوند یم

  

 و متخلخل یمواد مدرج تابعمدل سازي  - 2-1

با خواص  يا شرفتهیپ يها تی) کامپوزFGM( یعمواد مدرج تاب

در  ها هیلا شیهستند که مشکلات جدا وستهیصورت پ به ریمتغ یکیمکان

 انگی]. خواص مواد (مدول 2،1[ کنند یرا رفع م یسنت يها تیکامپوز

E و  �لامه  ي،  مدول هاμی، و چگال ρ با  ریت یمحور افق يدر راستا

براي مدل سازي این ].6،5[ کنند یم رییتغ n صو شاخ یقانون توان

  شود: تغییرات خواص مکانیکی به صورت زیر تعریف می

)1(  f(z) = (f� − f�)(
z

h
+

1

2
)� + f� −

α

2
(f� + f�) 

, f(z) = {E, ρ, μ, λ}(z) 
 ]:5[ شود یمحاسبه م ریصورت ز به d یفاصله محور خنثو 

)2(  
d =

(E� − 1)nh

2(2 + n)(E� + n −
α
2 (n + 1)(1 + E�))

 

, E� =
E�

E�

 

چپ سمت سطوح  ترتیب در مکانیکی به واصعرف خم �fو  �fکه 

)z = −
�

�
z( و راست)  = +

�

�
 عیوزت  αتخلخل پارامترهستند.  ریت )

 : باشد کنواختیریغ ای کنواختی تواند یو م کند یمنافذ را مشخص م

)3(  
α(z) = α�(یکنواخت) 

, α(z) = α�cos (
zπ

h
 (غیریکنواخت)�(

  .دهد یرا بهبود م یکیخواص مکان يساز مدل نیا

 

 نظریه تیر تیموشنکو - 2-2

را در نظریه تیموشنکو اثرات تغییر شکل برشی و اینرسی دورانی 

- تر از اویلر گیرد و براي تیرهاي ضخیم دقیق تحلیل تیرها در نظر می

  :شود صورت زیر تعریف می ]. میدان تغییر مکان به9،2برنولی است [

)4(  
u�(x, y, z, t) = −zϕ(x, t) 
, u�(x, y, z, t) = 0 

, u�(x, y, z, t) = w(x, t) 
ها و  جایی عرضی است. کرنش جابهwو   φ زاویه چرخش که

  :صورت زیر هستند به ها تنش

)5(  
εx = −z

∂ϕ

∂x
 

, γ�� =
∂w

∂x
− ϕ 

)6(  
σx = E(z)εx, τxz = G(z)γ

xz
 

, G(z) =
E(z)

1 − ν�
 

جایی عرضی و چرخش مقاطع عرضی  معادلات حاکم شامل جابه

  :هستند

)7(  ρA
∂�w

∂t�
=

∂

∂x
[κGA(

∂w

∂x
− ϕ)] 

)8(  ρI
∂�ϕ

∂t�
=

∂

∂x
[EI

∂ϕ

∂x
] + κGA(

∂w

∂x
− ϕ) 

 غیرمحلی عمومی هنظری - 2-3

کوچک را با دو  اسی) اثرات مقGNT( یعموم یرمحلیغ هینظر

کرنش - رابطه تنش. ]14[ کند یم يساز مدل �ϵو  �ϵثابت غیرمحلی 

  :صورت زیر است غیرمحلی به

)9(  
(1 − ϵ�∇�)(1 − ϵ�∇�)σ�� = 

λ(1 − ϵ�∇�)ε��δ�� + 2μ(1 − ϵ�∇�)ε�� 

  ].21،13[ کند ینانو فراهم م يها سازه يبرا ییدقت بالا هینظر نیا

  عملگر گرادیان می باشد.  ∇در این رابطه 

  

  استخراج معادلات حاکم -2-4

معادلات حاکم  ستاده،یا ایمعلق  ریارتعاشات آزاد ت يساز مدل يبرا

]. 8،2[ وندش یاستخراج م لتونیو اصل هم يبا استفاده از روش انرژ

 رییتغα ) و پارامتر تخلخل n (شاخص یخواص مواد با قانون توان

S(x) صورت  که به ر،یوزن ت يروین. کنند یم = ρ(z)Ag(L − x)فیتعر 

 ریت یکرنش يانرژ]. 18[ کند یم يساز اثر گرانش را مدل شود، یم

  :شود یم انیب ریصورت ز به

)10(  U =
1

2
� [−M�

∂ϕ

∂x
+ N��(

∂w

∂x
− ϕ)]

�

�

dx 

�Mکه در آن  = −EI �
��

��
N��GA و یگشتاور خمش � �

��

��
− φ� 

منجر  ریمؤثر ت سفتیوزن، که به کاهش  يرویاست. کار ن یبرش يروین

  است: ریصورت ز به شود، یم

)11(  WE = − � S(x)
1

2
(
∂w

∂x
)

2L

0

dx 

  :ریاز حرکت ت یناش یجنبش يانرژ

)12(  T =
1

2
� [ρA(

∂w

∂t
)� + ρI(

∂ϕ

∂t
)�]

�

�

dx 

 لتونیبا اعمال اصل هم

Π = δ ∫ (U − T − WE)
t

0
dt =  ی، معادلات تعادل محل0

  :ندیآ یدست م به

)13(  
∂Mx

∂x
− Nxz + ρI

∂2ϕ

∂t2
= 0 

)14(  −
∂Nxz

∂x
+ ρA

∂2w

∂t2
−

∂

∂x
�S(x)

∂w

∂x
� = 0 

 هی، نظرنانو اسیر مقکوچک د اسیدر نظر گرفتن اثرات مق يبرا

صورت  به یرمحلیکرنش غ- . روابط تنششود یاعمال م یعموم یرمحلیغ

  :هستند ریز

)15(  (1 − ϵ�∇�)(1 − ϵ�∇�)σ�� = 
λ(1 − ϵ�∇�)ε�� + 2μ(1 − ϵ�∇�)ε�� 

)16(  (1 − ϵ�∇�)(1 − ϵ�∇�)σ�� = 
2μ(1 − ϵ�∇�)ε�� 

  :یرمحلیغ یبرش يروینو  یگشتاور خمش

)17(  
(1 − (ϵ� + ϵ�)∇� + ϵ�ϵ�∇�)M� = 

(A�ϵ� + 2ϵ�B�)
∂�ϕ

∂x�
− (A� + 2B�)

∂ϕ

∂x
 

)18(  
(1 − (ϵ� + ϵ�)∇� + ϵ�ϵ�∇�)N�� = 

−B�ϵ�

∂�w

∂x�
+ B�

∂w

∂x
+ B�ϵ�

∂�ϕ

∂x�
− B�ϕ 

  :شوند یم فیتعر ریصورت ز به بیکه در آن ضرا

)19(  A2 = �λ(z)z2dA
A
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, (B�, B�) = �μ(z)(κ, z�)dA
�

 

    

  بعدسازي معادلات بی -5- 2

 ،یکیزیف يبه واحدها یو حذف وابستگ لیتحل يساز ساده يبرا

 فیتعر ریصورت ز به بعد یب ي. پارامترهاشوند یم يبعدساز یمعادلات ب

  :شوند یم

)20(  

w� =
w

L
, ẑ =

z

h
, x̂ =

x

L
 

, t̂ = t�
I�μ�

ρ�A�L�
, Ω = ω�

ρ�A�L�

I�μ�

 

  :شوند یمحاسبه م ریصورت ز به بعد یب بیضرا

)21(  
B�2 = 12 � [(μ

r
− 1)(ẑ + d� + 0.5)n

0.5−d

−d−0.5

 

+1 −
α

2
(μ� + 1)]z��dz� 

)22(  
B�0 = κ � [(μ

r
− 1)(ẑ + d� + 0.5)n

0.5−d

−d−0.5

 

+1 −
α

2
(μ� + 1)]dz� 

)23(  
A�2 = 12 � [(λr − 1)(ẑ + d� + 0.5)n

0.5−d

−d−0.5

 

+1 −
α

2
(λ� + 1)]z��dz� 

,�w�(x رهایمتغ يبا استفاده از روش جداساز t̂) = w�(x�)e���� ،

دست  به یعیطب يها کانسمحاسبه فر يبرا یینها بعد یب عادلاتم

  :ندیآ یم

)24(  

(
s

r
A��ϵ�� +

2

r
ϵ��B��)

d�ϕ

dx��
− (

s

r
A�� +

2

r
B�� +

1

r�
B��ϵ��)

d�ϕ

dx� �
 

+
1

r�
B��ϕ +

1

r�
B��ϵ��

d�w�

dx��
−

1

r�
B��

dw�

dx�
= 

Ω�[I�ϕ − I�(ϵ�� + ϵ��)
d�ϕ

dx��
+ I�ϵ��ϵ��

d�ϕ

dx��
] 

)25(  

γ
dw�

dx�
− [γ(1 − x�) +

1

r
B��]

d�w�

dx��
− 3(ϵ�� + ϵ��)γ

d�w�

dx��
 

+5ϵ��ϵ��γ
d�w�

dx��
− ϵ��ϵ��γ(1 − x�)

d�w�

dx��
−

1

r
B��ϵ��

d�ϕ

dx� �
 

+
1

r
B��

dϕ

dx�
= Ω�[R�w� − R�(ϵ�� + ϵ��)

d�w�

dx��
+ R�ϵ��ϵ��

d�w�

dx��
] 

با روش  کنند، یم فیرا توص ریت یکینامیمعادلات، که رفتار د نیا

مود  يها و شکل یعیطب يها تا فرکانس شوند یحل م شفیچب يعدد

  ].20[شوند نییتع

  

  چبیشف  مکانیهمروش  - 6- 2

معادلات  يحل عدد يبرا شفیچب مکانیهمروش  از مقالهدر این 

معادلات  لیتحل يدقت بالا برا لیو به دل کند یاستفاده م لیفرانسید

 يساز گسسته يکه برا ،مکانیهم]. نقاط 20[حاکم مناسب است

  :شوند یم فیتعر ریصورت ز به شوند، یمعادلات استفاده م

)26(  xj = cos (
jπ

N
)  , j = 0,1, … , N 

 مکانیهممحاسبه مشتقات در نقاط  يمشتق اول، که برا سیماتر

  است: ریصورت ز لازم است، به

)27(  

(D�)�� =
2N� + 1

6
, (D�)�� =

−x�

2(1 + x�
�)

 

D�)�� =
c�

c�

(−1)���

x� − x�

, c� = {
2 i = 0, N

1  غیر اینصورت

 يمعادلات جبر ستمی) را به س25و  24( بعد یروش معادلات ب نیا

مود را با دقت بالا  يها و شکل یعیطب يها کرده و فرکانس لیتبد

  ].20[کند یمحاسبه م

  

  
  ]23] [1،1-در دامنه [ شفینقاط چب -1شکل 

  

که  شود یم فیتعر ریزصورت  حل معادلات، بردار حالت به يبرا

 مکانیهمدر نقاط  w يعمود ییجا و جابه ϕ چرخش هیزاو ریشامل مقاد

  است:

  

)28(  [U]� = [φ� w�� φ��� w� ��� … . φ� … w� �]� 

  :شوند یم يساز گسسته ریز یسیمعادلات حاکم به فرم ماتر

)29(  [
LH�

LH�
][U] = Ω�[

RH�

RH�
][U] 

چپ و راست معادلات  نیطرف انگریمان RHو LH يها سیماتر

هستند و شامل اصطلاحات مربوط به  يساز پس از گسسته لیفرانسید

 نی. اباشند یو تخلخل م یرمحلیو اثرات غ ،یبرش يروهاین ،ینرسیا

   :شوند یم فیتعر ریصورت ز به ها سیماتر

)30(  

δφ: 
LH1:  

�
s

r
A�
�ϵ�� +

2

r
ϵ��B�

�� . [1 0]⨂[D�] 

− �
s

r
A�
� +

2

r
B�
� +

1

r�
B�
�ϵ��� . [1 0]⨂[D�] 

+
1

r�
B�
�. [1 0]⨂[�] +

1

r�
B�
�ϵ��. [0 1]⨂[D�] 

−
1

r�
B�
�. [0 1]⨂[D�] 

 

)31(  

RH1:  
I�. [1 0]⨂[�] −  I�(ϵ�� + ϵ��). [1 0]⨂[D�] 
+I� ϵ��ϵ��. [1 0]⨂[D�] 

 

)32(  

δw�: 
LH2:  

γ. [0 1]⨂[D�] − γ. [0 1]⨂[dia(1 − x�) ∗ D�] 

−
1

r
B�
�. [0 1]⨂[D�] − 3(ϵ�� + ϵ��)γ. [0 1]⨂[D�] 

+(ϵ�� + ϵ��)γ. [0 1]⨂[dia(1 − x�) ∗ D�] 

+
1

r
B�
�ϵ��. [0 1]⨂[D�] + 5ϵ��ϵ��γ. [0 1]⨂[D�] 

−ϵ��ϵ��γ. [0 1]⨂[dia(1 − x�) ∗ D�] 

−
1

r
B�
�ϵ��. [1 0]⨂[D�] +

1

r
B�
�. [1 0]⨂[D�] 

)33(  
RH2:  
R�ϵ��ϵ��. [0 1]⨂[D�] − R�(ϵ�� + ϵ��). [0 1] 
+R�. [0 1]⨂[�] 

ماتریسی، معادلات حاکم را به یک سیستم جبري  این معادلات

هاي مود  و شکلΩ هاي طبیعی کنند که با حل آن، فرکانس تبدیل می

به دلیل استفاده از  چبیشف  مکانیهمروش . ]20[آیند دست می به

توابع پایه طیفی، دقت بالایی داشته و نیاز به تعداد نقاط محاسباتی 

  .دهد زیاد را کاهش می
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  زيشرایط مر -7- 2

، شرایط مرزي براي دو حالت معلق و ایستاده تیر مقالهدر این 

شرایط مرزي را در چهار حالت  1جدول .اند سرگیردار تعریف شده یک

  .]18[ کند فرضی بیان می

  

  
  ].14شرایط مرزي تیر در دو حالت معلق و ایستاده[ -2شکل 

  

شرایط مرزي تیر با استفاده از ماتریس تفاضلات  -1 جدول

 چبیشف

x =-1  
شرایط 

 مرزي

[0 1]⨂ 
[� � … �][�] =     سرگیردار �
[� �]⨂ 
[� � … �][�] = � 

([� �]⨂[�(�, : )]
− [� �]⨂[� � … �])[�]
= � 

    سرآزاد

[� �]⨂[�(�, : )][�] = � 

 

x =1  
یط شرا

 مرزي

([� �]⨂[�(� + �, : )]
− [� �]⨂[� � … �])[�]
= � 

  آویزان  سرآزاد

[� �]⨂[�(� + �, : )][�] = � 
[� �]⨂[� � … �][�] 
=   ایستاده  سرآزاد �
[� �]⨂[�(�, : )][�] = � 

  و تحلیلنتایج  - 3

مقالات دیگر براي   جیتامعادلات به دست آمده را با ن جیدر ابتدا نتا      

   نتایج بدست آمده، مقایسه می شود..صحت نشان دادن 

 

  اعتبارسنجی -1- 3

چن و  براي ارزیابی اعتبار و صحت مدل حاضر، نتایج آن با مطالعه     

  مقایسه شده است. با قرار دادن ضرایب غیرمحلی ) 2018همکاران (

 ϵ�   وϵ� به فرم کلاسیک رابر صفر، اثرات غیرمحلی حذف شده و مدل ب

، تقلیل چن و همکاران بندي راستا با فرمول نظریه تیموشنکو، هم

 (CC) با شرایط مرزي دوسر گیردار FGM یابد. این مقایسه براي تیر می

 (Si3N4 ،1=348.43 GPa,ρt=2370 kg و موادي شامل سیلیکون نیتریت

با )  (SUS304 ،E2 =201.04 GPa,ρb=8166 kg/m3 و فولاد ضدزنگ) 

شاخص ،انجام شده است. در حالت همگن   ν=0.28 ضریب پواسون 

هاي طبیعی  تشکیل شده)، فرکانس Si3N4 ، که تیر کاملاً ازp=0توانی 

محاسبه شده و در   L/h=20و  L/h=5هاي  براي نسبت (λn) بعد بی

دهند که  با نتایج مرجع مقایسه شده است. نتایج نشان می 2جدول 

 توسط شده گزارش مقادیر با ٪04ر خطاي کمتر از ها با حداکث فرکانس

همخوانی دارند، که صحت مدل را در شرایط پایه تأیید   چن و همکاران

  .کند می

 
-و همکاران چن  و مقاله دو فرکانس اول پژوهش حاضر -2جدول

2018  

γ = 0, α = 0, CC, λ� =
ω�L�

h
�

ρ�

E�

 

L/h �  n=0  n=0.5  n=2  n=5  
5 �1]4[  9/9965 8/6705 7/1880 6/65200 

 6/62896 7/1824 8/69729 9/9775  حاضر�1

20 �1]4[ 12/2201 10/4228 8/60401 8/1685 

 8/1868 8/61796 10/4185 12/2078 حاضر�1

  

  

  
و پژوهش حاضر با شرایط  ]4[تطابق دو فرکانس مقاله  -3شکل 

  ذکرشده

 
اي مرجع حاکی از تطابق بالایی است، ه آمده با داده مقایسه نتایج بدست

روش کند. در این مطالعه،  که صحت و دقت مدل حاضر را تأیید می

براي تحلیل تمامی مسائل ارتعاشی به کار گرفته   چبیشف مکانیهم

-همنقطه  21شده است. به منظور دستیابی به استقلال از شبکه، تعداد 

متراکم نقاط در نزدیکی  انتخاب شده است، که با توجه به توزیع مکانی

کند. این روش نسبت به  توجهی را تضمین می مرزها، دقت قابل

رویکردهاي وابسته به شبکه، نظیر روش اجزاي محدود، دقت بیشتري 
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اي  دهد و هزینه محاسباتی کمتري را در بر دارد. نتایج مقایسه ارائه می

اي  حظهملا طور قابل نشان داد که روش چبیشف زمان محاسبات را به

پذیري بیشتري در تحلیل شرایط مرزي  دهد و انعطاف کاهش می

کند. استقلال از شبکه،  پیچیده، از جمله شرایط دوسر گیردار، فراهم می

هاي شبکه  که به معناي عدم وابستگی نتایج به تعداد یا اندازه المان

ه خوبی تحقق یافت در این مدل به مکانیهمنقطه  21است، با استفاده از 

هاي ارتعاشی  است، که کارایی و قابلیت اطمینان مدل را در تحلیل

) در Cuاز مس ( ریاست که ت نیدر ادامه، فرض بر ا .کند تقویت می

 لی) در سمت راست تشکBaO( دیاکس ومیبار کیسمت چپ و سرام

 نیارائه شده است. ا 3مواد در جدول  نیا یکیشده است، خواص مکان

است،  کیاز فلز به سرام يعملکرد انیگراد کی انگریکه نما دمان،یچ

مورد استفاده قرار گرفته  ریت یرفتار ارتعاش لیتحل يبرا يا هیعنوان پا به

  است.

  

  خواص مواد متناسب با فلز مس و سرامیک -3جدول 

نام 

  ماده

μ 
(GPa) 

λ 
(GPa)

ρ 
(Kg
/m�) 

E 
(GPa) 

a 
(nm) 

ϵ� 
(nm�) 

ϵ� 
(nm�) 

مس 

 خالص

(Cu)  

78  25  8960  120  0.3597  0.17 a� 0.03 a�

سرام

یک 

 خالص

(BaO)

38.8  48.1  5720  155  0.5537  0.15 a� ٠٫٤٥ a�

  

  اثر تخلخل -2- 3

 بعد یب یعیطب يها بر فرکانس αبخش، اثر پارامتر تخلخل  نیدر ا    

 ,l=10hدر این تحلیل (. شود یم یمعلق هدفمند بررس رداریسرگ کی ریت

h=2nm ( .سه 4منظور، در شکل  نیا يبرادر نظر گرفته شده است 

اند.  داده شده شینما αفرکانس اول  در سه نمودار جداگانه برحسب 

 نیهستند. در ا ریبه شرح ز لیمورد استفاده در تحل يعدد يپارامترها

 زین یمحل ریغ بینمودار نسبت ضخامت به طول ثابت فرض شده و ضرا

= �) κ = 5/6 ,يبرا αمعلق را بر حسب  ریباشد. ت یثابت م  0.1, 2,

5 ) (γ = 50, γ = 0)  ر ها روند نمودا یدر ادامه به بررس .دهد ینشان م

= �)کننده تخلخل اثر تقویتالف - 4شکلپرداخته می شود.   0.1 ) :

به صورت  یعیطب يفرکانس ها 0,7به  0از   α شیبا افزا دهد ینشان م

کاهش چگالی مؤثر ناشی از تخلخل بر کاهش . ابدی یم شیافزا کنواختی

 αوزن افزایش یافته و به  سفتیدارد؛ بنابراین نسبت  مؤثر غلبه سفتی

 γبراي پارامتر وزن  .کند ایفا می کننده در رفتار ارتعاشی نقش سخت

ها  شود که افزایش مقدار آن موجب افزایش بیشتر فرکانس مشاهده می

= �)تعدیل اثر تخلخل ب-4شکل .گردد می در این حالت، با  :( 2 

تر است و در برخی  هاي طبیعی ملایم ، تغییرات فرکانسαافزایش 

دهد که با  این رفتار نشان می .شود نواحی کاهش جزئی مشاهده می

کنندگی تخلخل تضعیف شده و  شدگی، اثر سخت افزایش شاخص مدرج

در  .شوند و کاهش چگالی تقریباً متعادل می سفتیي کاهش  دو پدیده

در  γ = 0بوط به هاي مر ، منحنیγ = 50و  γ = 0ي دو مقدار  مقایسه

 ي وزن مؤثر سطوح بالاتري از فرکانس قرار دارند، که بیانگر اثر کاهنده

(γ) اثر کاهنده تخلخل پ-4 شکل .بر فرکانس طبیعی است(� =   5 ): 

توجهی  طور قابل به (Ω)هاي طبیعی  ، فرکانسαدر این حالت، با افزایش 

ی از افزایش مؤثر ناش سفتیدر این شرایط، کاهش  .یابند کاهش می

کلی تیر و در نتیجه کاهش  سفتیتخلخل غالب است و منجر به کاهش 

همچنان مشهود است و خطوط مربوط  γاثر پارامتر  .شود ها می فرکانس

تري از فرکانس را نشان  مقادیر پایین γ = 0در مقایسه با  γ = 50به 

اما ماده همراه است.  یو چگال سفتیمعمولاً با کاهش  تخلخل.دهند می

در  ژهیو ، بهρ(z)و  E(z) فیکاررفته در تعر به يها مدل، با فرض نیدر ا

مؤثر  یکه کاهش چگال رسد ینظر م ، بهFGM عیو توز nبا  بیترک

 يها فرکانس شیآن افزا جهیاست؛ که نت سفتیتر از کاهش  غالب

زمان چگالی و  موجب کاهش هم (α) طور کلی، تخلخل به است. یعیطب

، یکی از (n)شود، اما بسته به مقدار شاخص توزیع مواد  ماده می سفتی

، کاهش چگالی نقش nدر مقادیر پایین  .تواند غالب شود این دو اثر می

کنندگی  شود (اثر سخت می Ωکننده دارد و موجب افزایش  تعیین

بر رفتار دینامیکی غلبه کرده  سفتی، کاهش nدر مقادیر بالاتر  .تخلخل)

در تمامی  (γ)همچنین افزایش پارامتر وزن  .دشو می Ωو موجب کاهش 

  .شود هاي طبیعی می ها سبب کاهش فرکانس حالت
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بعد اول تیر معلق برحسب  نمودار چهار فرکانس طبیعی بی -4شکل 

��آلفا با شرایط = �, ��,
�

�
= ��, � =

�

�
�)الف) � = �. ب)  (�

(, � = �) پ)  (� = �)  

  

 (γ) اثر وزن-3- 3

γ  رفتار  رییدر تغ یوزن است، نقش قابل توجه يرویاثر ن انگریکه ب

و  يعمود يرهایوزن در ت يرویدارد. ن یمتخلخل تابع يرهایت یارتعاش

که  شود یدر نظر گرفته م يمحور يروین کیبه عنوان  رداریکسرگی

 ,l=10hدر این تحلیل (.  بگذارد. ریتأث ریت یکل سفتیبر  تواند یم

h=2nm الف-5هاي  در شکلدر این تحلیل  شده است. ) در نظر گرفته 

ي نیروي وزن در راستاي طولی تیر) بر  (نماینده γ، تأثیر پارامتر ب-5و 

تیر هدفمند متخلخل بررسی Ω4تا  Ω1 بعد اول چهار فرکانس طبیعی بی

ب -5سرگیردار معلق و شکل  الف مربوط به تیر یک-5شده است. شکل 

ف انتظار کلاسیک مبنی بر کاهش برخلا.مربوط به تیر ایستاده است

، نتایج عددي حاصل از مدل حاضر γ هاي طبیعی با افزایش فرکانس

موجب  γ دهند که در هر دو حالت تیر معلق و ایستاده، افزایش نشان می

 .شود هاي طبیعی می افزایش فرکانس

سازي تیرهاي  هاي خاص مدل تواند ناشی از ویژگی این پدیده می     

تنها نیروي وزن، بلکه تغییر  نه γد. در این مدل، پارامتر باش (FGP) تابعی

مؤثر در راستاي طول تیر را نیز در بر  سفتیدر توزیع چگالی و 

شود،  سفتیباعث کاهش مؤثر جرم بیشتر از  γگیرد. اگر افزایش  می

هاي طبیعی رشد  یابد و در نتیجه، فرکانس افزایش می E/ρنسبت 

در مدل حاضر ممکن است موجب  γاص علاوه، تعریف خ به .کنند می

کننده، نقش نیروي  جاي یک نیروي تضعیف شود این پارامتر، به

-5بخش را ایفا کند. این اثر در تیر ایستاده (شکل  سفتی پایدارکننده یا

در هر دو نمودار، .دلیل شرایط مرزي متفاوت، شدت بیشتري دارد ب) به

یکنواخت است و این افزایش  تقریباً γها نسبت به  روند افزایش فرکانس

بنابراین  .باشد چشمگیرتر می Ω4و  Ω3ویژه در  در مودهاي بالاتر (به

توجهی بر پاسخ  تأثیر قابل γتوان نتیجه گرفت که پارامتر وزن  می

ارتعاشی تیر دارد و در طراحی و تحلیل ارتعاشات مودهاي بالاتر باید با 

 .دقت لحاظ شود

 FG شده بیانگر آن است که در تیرهاي دهطور خلاصه، رفتار مشاه به     

هاي طبیعی شود،  تواند منجر به افزایش فرکانس می γ متخلخل، افزایش

  .نباشد سفتیتر از  ویژه در شرایطی که اثر جرم مؤثر غالب به

 

  
بعد اول الف)معلق  نمودار چهار فرکانس طبیعی بی -5شکل 

��طب)ایستاده برحسب گاما با شرای = �. �, � = �. �, � =

�

�
,

�

�
= ���  

  

 هاي مود ارتعاشی شکل - 4- 3

هاي بالا براي تیرهاي معلق  هاي مود اول تا چهارم در شکل شکل     

  κ =5/6و γ=150 ،α=0.3) با پارامترهاي 7) و ایستاده (شکل 6(شکل 

 ها چهار مود ارتعاشی اول تیر هدفمند متخلخل اند. این شکل ارائه شده

(FGP) دهند. در این تحلیل، اثر وزن تلف نشان میرا در دو حالت مخ 

(γ=150)  و تخلخل (α=0.3) اند تا رفتار مودهاي  شده درنظرگرفته

ارتعاشی تحت این شرایط بررسی شود، و ضریب برشی بر اساس نظریه 

در این  :(تیر معلق) 6شکل  .فرض شده است  κ=5/6تیموشنکو برابر

اي دیگر آزاد است. مودها به حالت، تیر از یک انتها گیردار و از انته

 :شوند صورت زیر مشاهده می

 شامل یک منحنی نرم و بدون گره است.  :مود اول

دهد و شیب  بیشترین تغییر مکان در انتهاي آزاد رخ می

 .غیرصفر در این ناحیه با شرایط مرزي آزاد سازگار است

 سوم طول تیر است  داراي یک گره در حدود یک :مود دوم

 .دهد ي ارتعاشی را نشان می و دو ناحیه

 ي نوسان است که  با دو گره، شامل سه ناحیه :مود سوم

 .ي آزاد بیشتر است ي تغییر شکل در ناحیه دامنه

 تري با  سه گره دارد و الگوي نوسان پیچیده :مود چهارم

 .دهد هاي متناوب مثبت و منفی نشان می دامنه

ي ارتعاش  غییر دامنهو ت ها جابجایی محل گرهاثر وزن و تخلخل باعث 

ي تغییر شکل  شود. در نزدیکی سر آزاد، دامنه در نواحی مختلف می

بیشتر و در محل گیردار تقریباً صفر است که کاملاً با شرایط مرزي 

 .مطابقت دارد

صورت عمودي قرار  ر این حالت، تیر به :(تیر ایستاده) 7شکل      

آزاد است. اگرچه گرفته است؛ یعنی سر پایینی گیردار و سر بالایی 

، اما ها در مودهاي مختلف مشابه حالت معلق است تعداد گره

طور محسوسی تغییر کرده  ها به ي ارتعاش و موقعیت گره توزیع دامنه

 :است

  ي پایین تیر  ، تمرکز تغییر شکل در نیمهمودهاي بالاتردر

باعث تجمع جرم ) γ=150( بیشتر است، زیرا نیروي وزن

 .شود ینی میمؤثر در نواحی پای
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 اند، که  جا شده جابه ها به سمت پایه (پایین تیر) گره

مؤثر  سفتیدار نیروي وزن در کاهش  بیانگر اثر جهت

 .ي فوقانی است ناحیه

 تر دارد، در  تر و فشرده بخش پایین تیر رفتاري سخت

که در نزدیکی انتهاي آزاد، نوسان با شیب غیرصفر و  حالی

 .دشو ي بالاتر دیده می دامنه

دهد که  ي دو حالت معلق و ایستاده نشان می طور کلی، مقایسه به     

گذارد، بلکه  هاي طبیعی تأثیر می تنها بر مقدار فرکانس نه (γ) وزن طولی

 دهد. اثر تخلخل شکل مودها و توزیع انرژي ارتعاشی را نیز تغییر می

(� = �. نیز با تغییر چگالی مؤثر و سفتی نسبی، موجب تغییر  (�

  .شود ي نوسانات در طول تیر می هدامن

 

 
) با w(x)_xنمودار چهار مود اول تیر معلق برحسب طول تیر(-6شکل

�� شرایط = ���, � = �. �, � =
�

�
�    

 

 
برحسب طول  ایستادهنمودار چهار مود اول تیر - 7شکل

�� ) با شرایطw(x)_xتیر( = ���, � = �. �, � =
�

�
� 

 

 گیري نتیجه -5- 3

هدفمند  رداریسرگ کی ریت کیآزاد  یش، رفتار ارتعاشپژوه نیدر ا     

شات  یرمحلیو مدل غ موشنکویت هی) با استفاده از نظرFGPمتخلخل (

به چبیشف  مکانیهم يحل معادلات حاکم، روش عدد يشد. برا لیتحل

) بر n)، و مدرج بودن ماده (γ)، وزن (αکار گرفته شد. اثرات تخلخل (

 جیقرار گرفتند.نتا یمود مورد بررس يها و شکل یعیطب يها فرکانس

  وضوح نشان دادند که: به يعدد

 یعیطب يها فرکانس ،سفتیکاهش  رغم ی، علαتخلخل  شیافزا با

 سفتیجرم مؤثر نسبت به  تر عیاز کاهش سر یکه ناش ابندی یم شیافزا

و در بعضی حالات باعث کاهش فرکانس طبیعی  در مدل حاضر است.

  نیز می شود.

فرکانس  شیمنجر به افزا ک،یبرخلاف انتظار کلاس γزن و شیافزا

از اثر  تواند یم جهینت نیشد. ا ستادهیدر هر دو حالت معلق و ا یعیطب

 يها اسیدر مواد هدفمند و در مق سفتیوزن در نسبت جرم/ دهیچیپ

  شده باشد. یناش یرمحلیغ

 کنند؛ یم رییتغ يمرز طیطور محسوس با شرا به یارتعاش يمودها شکل

است و  شتریب نییپا مهیدر ن یارتعاش يتمرکز انرژ ستاده،یا ریدر ت

که در  دهند ینشان م ها افتهی.در مجموع، ترند کینزد هیها به پا گره

ممکن  کیکلاس ي ساده اتی، فرضFGP يها ارتعاشات آزاد سازه لیتحل

تخلخل و  ،یرمحلیغ یبینباشند. اثرات ترک قیرفتار دق يگو است پاسخ

 یکینامید يداریدر پا يا کننده نیینقش تع توانند یده مما عیتوز

عنوان  به توانند یآمده م دست به جیکنند. نتا فایا اسینانومق يها سازه

و  ،یارتعاش يحسگرها رها،یمانند نانوت ییها سازه یطراح يبرا یمرجع

  .رندیعملگرها مورد استفاده قرار گ یکیکرومکانیم ياجزا
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