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1. Abstract 

This paper investigates the complex phenomenon of longitudinal wave propagation in functionally graded 
materials (FGMs). Unlike traditional homogeneous materials with constant properties, FGMs exhibit a 
continuous variation in properties across their structure. This inherent inhomogeneity presents unique 
challenges for analyzing wave propagation behavior. The study employs the wave element method, a powerful 
numerical technique commonly used for solving dynamic problems in complex structures. This method allows 
for the effective analysis of wave propagation in FGMs by incorporating the gradual variations in material 
properties along the length of the rod. The obtained results reveal significant differences in wave propagation 
between FGMs and homogeneous materials. In FGMs, wave characteristics like velocity, wavelength, and 
amplitude continuously vary along the material. This distinct behavior can be directly attributed to the 
inhomogeneity of material properties within the FGM. This finding underscores the importance of considering 
material property variations when analyzing wave propagation in FGMs compared to their homogeneous 
counterparts. 

 

2. Introduction 
Among the fundamental issues involved in wave propagation, homogeneous plane waves are considered to 

be an important component. In a homogeneous, linear, and non-dispersive solid, the Helmholtz equation 
describes these waves as amplitudes (A) and vectors (k), which are real-valued representations of a wave 
propagating in a homogeneous, linear, and non-dispersive solid. However, for materials exhibiting (linear) 
dispersive behavior, the simplest wave form deviates from this ideal state. While the wave retains a similar 
structure, the wave amplitude (A) and wave vector (k) acquire complex values. This shift from real to complex 
values necessitates a distinction between them. In such cases, the term "inhomogeneous wave" is commonly 
used. In principle, the term "inhomogeneous wave" can have two meanings. In the context of material 
properties, it denotes spatial variations; in the context of wave propagation through dissipative media, it 
represents a complex k-vector and associated amplitude change. Recognizing this duality will lead to a deeper 
understanding of wave behavior in various material systems. Viscoelastic materials, characterized by inherent 
energy dissipation mechanisms, are the primary setting for the formation of inhomogeneous waves. Extensive 
research has been conducted on these waves, demonstrating their effectiveness in explaining various wave 
modes and their dispersive nature. In dispersive media, the propagation velocity, attenuation constant, and 
associated angles are all frequency-dependent. In addition to viscoelastic materials, another class of 
environments that support inhomogeneous wave propagation is functionally graded materials (FGMs). Unlike 
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homogeneous specimens with uniform properties throughout, FGM materials possess spatially varying elastic 
and inertial properties. This variation can occur continuously and be tailored to achieve specific performance 
objectives. In nature, most materials exhibit some degree of inhomogeneity at the microscopic level. However, 
for many engineering applications, they are often treated as homogeneous materials due to simplicity. 
Traditionally, metals and other industrial materials have largely been considered homogeneous, with their 
inherent defects neglected. However, recent advancements have enabled the design and fabrication of FGM 
materials with precisely controlled property variations in space. 

 

3. Problem Formulation 
This section introduces the governing equations for wave propagation in a one-dimensional (1D) 

inhomogeneous waveguide. Considering a rod with spatially varying properties of material along its length and 
thickness (as shown in Fig. 1). This simplified model depicts a 1D waveguide that includes three distinct 
sections made up of three different materials: steel, functionally graded material (FGM), and ceramic. It is 
assumed that the properties of steel and ceramic sections are independent of the spatial coordinates of the 
sections in question. The FGM section on the other hand is distinguished from the homogeneous section due to 
the gradual change in properties over the length of the section (x-direction) for both the elastic modulus (E) 
and density (ρ). 
 

4. FGM Modeling 
To model the inhomogeneous nature of the FGM section, different material property variation laws can be 

employed. Two distinct approaches can be considered: polynomial variation and exponential variation. For the 
polynomial variation, the functions representing the elastic modulus and density are expressed as polynomials 
of the rod's length. This approach allows for a gradual and controlled change in material properties within the 
FGM section. The alternative approach employs exponential variation as a means of achieving a more rapid 
transition within the FGM as opposed to the linear variation. The method selected in this paper is the 
polynomial variation method. 

 

5. Wave Element Method 
This section presents a numerical method called the wave element method. This method is based on the 

discretization of a rod of length L into elements of arbitrary lengths by means of a discretization process. 
According to this method, the propagation of strong discontinuities in velocities, stresses, and strains in terms 
of finite wave velocity is used to describe the propagation of discontinuities (Mirzajani et al., 2018; 2021). 

 

6. Results and Discussion 
The simulation results reveal significant differences in wave propagation between FGMs and homogeneous 

materials. In FGMs, wave velocity, wavelength, and amplitude continuously vary along the material's length 
due to the inherent inhomogeneity of the material properties . 

Based on the findings, the absence of reflection and the preservation of the input wave's shape suggest that 
the impulse wave propagates uniformly along the road. This points out the rod's ability to function as a single, 
cohesive unit during wave propagation. This behavior is attributed to the linear material properties of the rod, 
which allow for the consistent transmission of mechanical energy without significant attenuation or distortion. 
Therefore, we can conclude that this type of structure behaves as a whole in opposition to the applied impulse 
wave. 
 
7. Conclusions 

This study shows that the propagation of longitudinal waves in FGMs is a complex phenomenon influenced 
by the inhomogeneity of material properties and the type of property variation law. The wave element method 
presented in this paper is an effective tool for analyzing wave propagation in FGM environments. This method 
holds potential for the design of industrial components, such as aircraft wings or turbine blades, where 
maintaining structural integrity during wave propagation is critical. 
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    چکیده
در   یکه خواص ثابت  ی. برخلاف مواد همگن سنتپردازدی) مFGM(   یبی ترک  انیدر مواد گراد  یانتشار امواج طول  دهیچیپ  دهیپد  یمقاله به بررس  نیا

به ر منحص يهاچالش   ،ی ذات  یناهمگن  نی. ادهندی در خواص خود در سراسر ساختارشان نشان م   ياوسته یپ  راتییتغ  FGMسراسر ساختار خود دارند، مواد  
در   یکینامیحل مسائل د يبرا ج یقدرتمند و را ي عدد کی تکن کی مطالعه از روش المان موج که   نی. اکندی م  جادیرفتار انتشار امواج ا لیتحل يرا برا يفرد

 FGMانتشار امواج در  ثرمؤ لیامکان تحل له،یخواص ماده در طول م یجی تدر راتییروش با در نظر گرفتن تغ نی. اکندی است، استفاده م دهیچیپ يهاسازه
  يهای ژگی ، وFGM. در مواد  دهدی و مواد همگن نشان م  FGMمواد    نیرا در انتشار امواج ب   یقابل توجه  يهادست آمده، تفاوت به  ج ی. نتاکندی را فراهم م

 FGMخواص ماده در  یبه ناهمگن ماًیتوان مستقی را م زیرفتار متما نی. اکنندی م  رییدر طول ماده تغ وستهیطور پموج مانند سرعت، طول موج و دامنه، به
  . کند یبرجسته م FGMانتشار امواج در  لیبا مواد همگن، هنگام تحل  سهیخواص ماده را در مقا راتیی در نظر گرفتن تغ تیاهم افته،ی نینسبت داد. ا

  

 .خواص مواد ،یناهمگن، روش المان موج ،یبیترک انیمواد گراد ،انتشار موج :هاکلیدواژه

  
  مقدمه  -1

حوزه   صفحه در  امواج  امواج،  یک بههمگن    ايانتشار  عنوان 
میادیبنمسئله   گرفته  نظر  در  اشوندي  معادل  نی.  با  که   ه امواج 

u = A݁௝(୩.୶ିఠ௧) دامنه موج يشوند، دارایم فیتوص )A(   و بردار
موج در  دهنده انتشار  هستند که نشانبا مقادیر حقیقی    )k(  موج
 يحال، برا نی. با ااست پاشندگیبدون  و یجامد همگن، خط یک
  ن یتردهند، سادهی) را نشان می(خط  1خاصیت پاشندگی  که  يمواد

  موج   کهی شود. در حالیآل منحرف مدهیحالت ا  نیشکل موج از ا
 )k( و بردار موج )A( دامنه موجکند، ی را حفظ م یساختار مشابه

 ریبه مقاد  یق یحق  ریاز مقاد  رییتغ  نیا  .کنندی م   دایمختلط پ  ریمقاد
مستلزم   آن  زیتماایجاد  مختلط  ي  موارد  نیچندر  است.    هابین 

اصطلاح    معمولاً غ"از  م  "رهمگنیموج  اصل،   در.  شودی استفاده 
دوگانه داشته باشد. در  يتواند معنایم " رهمگنیموج غ"اصطلاح 

 نهیدر زمو  ؛ است ییفضا راتییدهنده تغخواص مواد، نشان نهیزم

 
1. Dispersion 

بردار   کیدهنده  کننده، نشاناتلاف   يهاطیمح  قیانتشار موج از طر
k   و است. تشخ  تغییر  با  مختلط  مرتبط   ی،دوگانگ  نیا  صیدامنه 

به    يهاستمیاز رفتار موج در س  يترقیدرك عم مختلف مواد را 
    ارمغان خواهد آورد.

و مکان   ک،یسکوالاستیمواد  با  انرژ  یذات  يهازمیکه    ي اتلاف 
  هستند.   رهمگنیامواج غ  يریگشکل   یبستر اصل  شوند،ی مشخص م

محیط  در  پراکندگی  و  موج  مودهاي  باعث بررسی  پاشنده،  هاي 
برهمکنش شدن  انتشار، مشخص  سرعت  بین  پیچیده  هاي 

پدیده ثابت و  اتلاف  می هاي  فرکانس  به  وابسته  روابط  هاي  شود. 
پاشندگی، همبستگی پیچیده بین فرکانس یک موج و عدد موج  

  .  )2024و همکاران،  Gavassino( کنندمربوط را مشخص می 
همگنروش  در  هاي  را  مهمی  نقش  بالا  فرکانس  با  سازي 

تعیین خواص م و  با محیطؤاستخراج  مرتبط  پاشنده  ثر  ایفا هاي 
. اندرکنش مودهاي موج  )2024و همکاران،    Touboul(  کنندمی 

سازي مودها براي هاي مرتبوابسته به فرکانس است، که الگوریتم
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هاي بندي مودهاي امواج و براي تمایز بین این مودها در سازه دسته
 . ) 2024و همکاران،  Aslam( گیرندپیچیده مورد استفاده قرار می 

به  نیا شده   یخوب امر  هارمون   مشخص  امواج  که    ک یاست 
عدد موج   يدارا  کنند،ی کننده عبور ماتلاف  يهاط ی که از محی زمان 

با ا طور  همان  رهمگن،یحال، امواج غ  نیبا مقدار مختلط هستند. 
شده است،    یطور جامع بررسبه  )Gopalakrishnan  ،2016(  که در

  مختلط دارد  ری) مقادkها (هستند که بردار موج آن یشامل امواج
)݇ = ݇ଵ + ݆݇ଶ  .(ا  يهاقسمت   بیترتبه  ଶ݇و    ଵ݇  ،عبارت  نیدر 

قابل توجه    . نکته دهندی بردار موج را نشان م  یو موهوم  یقیحق
. ستندیراستا ن لزوماً هم ଶ݇و   ଵ݇  رهمگن،یاست که در امواج غ نیا
ها  تر آنساده  يهارا از نمونه  رهمگنیامواج غ  ،ییراستاعدم هم  نیا

-یباق  یقیبردار موج کاملاً حقکه در این حالت    کند،یم  زیمتما
انتشار و تضع  ماندی م بردار   .شوندمی  جهتهم  ف یو جهت  وجود 

جالب توجهی    دهیمنجربه پد  رهمگن،یدر امواج غ  يرموازیموج غ
می می  داده  توضیح  ادامه  در  که  بهشودگردد   مؤلفه   وجود  لیدل. 

دامنه ଶ݇(  یموهوم به  )،  نماموج  افزا  ییطور  فاصله کاهش   شیبا 
  ن ییانتشار را تع  ی) جهت کلଵ݇(  یقیحق  حال، مؤلفه  نی . با اابدیی م
) منحرف شود.  ଶ݇  ریثأت(تحت    فیاز جهت تضع  تواندی که م  کندی م
منحصر   یژگیو  کی  ف،یانتشار و تضع  يهاجهت   نیب   يجداساز  نیا

غبه امواج  د  رهمگنیفرد  و  رفتار    يارزشمند  دگاهیاست  مورد  در 
  . دهد یموج در مواد با اتلاف ارائه م

و مواد  بر  د  ک،یسکوالاستیعلاوه  که   هاط یاز مح  يگریدسته 
غشامل   امواج  گراد  ،شوندمی  رهمگنیانتشار    ی بیترک  انیمواد 

)FGMدر    یکسان یهمگن که خواص    يها) هستند. برخلاف نمونه
مواد   دارند،  نقاط  الاست  يدارا  FGMتمام  ا  کیخواص    ی نرسیو 

رخ دهد    وستهیصورت پبه  تواندی م  رییتغ  نیهستند. ا  ییفضا  ریمتغ
 عت،یدر طب  .شود  میخاص تنظ  يبه اهداف عملکرد  یاب یدست  يو برا

از خود نشان    یناهمگن  يتا حد   یکروسکوپیاکثر مواد در سطح م
اغلب    ،یمهندس   ياز کاربردها   يار یبس  يحال، برا  نی. با ادهندی م
.  شونددر نظر گرفته می  همگن صورت  بهتر بودن، مواد  ساده  لیدلبه
فرض همگن    يادیتا حد ز  یمواد صنعت  ریو سا  هافلز  ،یطور سنتبه

نقصشده   نادآن  یذات  يهاو  م  دهیها  اشدی گرفته  با  حال،   نی. 
 راتییبا تغ  FGMو ساخت مواد    یامکان طراح  ریاخ  يهاشرفت یپ

  .در فضا را فراهم کرده است قیشده دقخواص کنترل
 یمتنوع، محرك اصل  يبالاتر و عملکردها   ییبه مواد با کارا  ازین 

است. مواد متعارف اغلب در    )FGM(  یبیترک  انیمواد گراد  توسعه
ا موارد   ژهیوبه  ازها،ین   نیبرآوردن  تقاضاها   يدر    ی متناقض   يکه 

به هستند.  ناتوان  دارد،  در  وجود  است  ممکن  مثال،    ک یعنوان 
سطح    کیبالا در    یحرارت   تیهدا  بهزمان  طور همکاربرد خاص به

درك بهتر   يبرا  .باشد  ازین   گریدر سطح د  بیشتر  یسخت  ای  قیو عا
  ی معمول  کیسرام  -فلز  تیکامپوز  کدر صورتی که یچالش،    نیا

 تهیسیتفاوت قابل توجه در مدول الاست  لیدلبه  در نظر گرفته شود؛ 

سرام  نیب  و  آن  نیب   يادیز  يهاتنش  ک،یفلز  اسطوح   جادیها 
  ی و خراب   یخوردگمنجربه ترك  تواندیتمرکز تنش م  نی. اشودی م

استفاده   بالقوه  يایشود و مزا  کیفلز و سرام  نیب   وجه مشتركدر  
  .ببرد نیرا از ب  تیکامپوز نیاز ا

در    یانقلاب   یمشکل، گام  نیا  يبرا  یحلبا ارائه راه FGM مواد
  وسته یطور پکه به  یمواد با داشتن خواص  نی. ااندبرداشته  علم مواد

جزء    کیمتناقض را در    يازهاین   توانندیم  کند،یم  رییدر فضا تغ
به  را  واحد کنند.  مبرآورده  مثال،  طور FGM توانیعنوان    ي را 
داشته باشد   ییبالا  ی حرارت  تیسمت هدا  کیکرد که در    یطراح

د سمت  در  باشدسخت  ای  ق یعا  گریو  ها،  FGM  تیقابل  ن یا  .تر 
زم  ياگسترده   يکاربردها در  مهندس  يهانه یرا  مانند    ی مختلف 

 توانی ها مFGM. با استفاده از کندیباز م يو انرژ یهوافضا، پزشک
 شتریبالاتر، وزن کمتر و طول عمر ب بازدهی  با عملکرد و    یقطعات

مانند   ییهانهیرا در زم  یها عملکرد عالآنهمچنین،    کرد.  دیتول
مح  ياسازه  یکپارچگی  ،یحرارت  تیریمد و   دیشدي  هاط ی در 

  . دهندیارائه م شیمقاومت در برابر سا
مواد  نیب  ی مرز مشخص  يکه دارا جیرا يهاتیبرخلاف کامپوز

را به طور    یو حرارت  کیخواص الاست  FGMمختلف هستند، مواد  
پتدریجی   تغسرتاسر  در    وستهیو  ادهندیم  رییجزء    ر ییتغ  نی. 

مواد    یتنش  يهاجهش   ،یجیتدر اتصال  محل  در  معمولاً  که  را 
کامپوز در  ح  شود،یم  جادیا  یسنت  يهاتیمختلف   داقلبه 

طور قطعه به  ياو عملکرد سازه   یکپارچگی  ب، یترت  نی. به ارساندی م
  . ابدیی بهبود م یقابل توجه

کامپوزروشن  يبرا به  است  لازم  موضوع،  شدن   يهات یتر 
بهMMCs(  يفلز  سیماتر رو)   بیترک  يبرا  گرید  يکرد یعنوان 

سرام و  فلزات  کن  هاکیخواص  در  میاشاره   .MMC ،ها
  ک یذرات در  ای هالک یسب اف،یمانند ال یکیسرام يهاکنندهت یتقو
مزاشوندیم  هیتعب  يفلز  سیماتر وجود  با    ا، هMMCخاص    يای. 

مختلف (از  يهااس ی مجزا در مق يها اغلب شامل فازهاساختار آن
  ی نقاط توانندیمجزا م يفازها نی) است. امتریلینانومتر تا م 100

با مواد    سهی ها را در مقاکنند که عملکرد آن  جادیبا تمرکز تنش ا
FGM   دارا محدود   وستهیپ  يهاان یگراد  يکه  هستند،  خواص 

  .کندی م
مقا کامپوز  سهیدر   FGMمواد    یطراح  ،یسنت  يهاتیبا 

ا  تردهیچیپ اما  مزا  یدگیچی پ  ن یاست.  توجه  يایبا  همراه    یقابل 
  ي رییتغ جادیمواد و ا نیب  یناگهان  يهاها با حذف رابط FGMاست. 
  یی را در کاربردها يدر خواص، عملکرد بهتر وسته یشده و پ کنترل
جزء واحد    کیدر    هات یقابل  ز ا  نهیبه  یبیکه به ترک  دهندی ارائه م

  دارند.  ازین 
  ل یدل) بهFGM(  یبیترک  انیانتشار امواج در مواد گراد  لیتحل
.  رودیشمار مبه  یقابل توجه  یمواد، چالش علم  نیا  یذات  یناهمگن

نقاط   تمام  در  خواصشان  که  همگن  مواد  است،   کسانیبرخلاف 
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FGM ا  کیخواص الاست  يها دارا در فضا هستند.    ریمتغ  ینرسیو 
که    یسنت  يهابا روش   سهیقارفتار موج را در م  لیتحل  ر،ییتغ  نیا

م  يبرا کار  به  همگن  قابلبه  روند،یمواد    تر دهیچیپ  یتوجهطور 
  .کندی م

تحت    FGMدر مورد رفتار مواد    یکم  قاتی در حال حاضر، تحق
  ی کیمکان   يهاطیدهنده محکه نشان  ياو ضربه  یک ینامید  يبارها
به مطالعات    ازیکمبود دانش، ن   نیهستند، انجام شده است. ا  دیشد

.  دهدی ها را نشان مFGMانتشار موج در    يهاده یپد  يبر رو  شتریب 
عم ا  ترق یدرك  در  موج  ز  يبرا  شرفتهیپ  مواد  نیرفتار   ریموارد 

  است:  يضرور
انتشار   ی از چگونگ  ترق یدرك عم  با:  FGMیطراح  يسازنهیبه

مواد    نیا  يبرا  يدیجد  یاصول طراح  توانی ، مFGMامواج در مواد  
  ی کینامید  يدر برابر بارها  يکرد که عملکرد بهتر  جادیا  شرفتهیپ

 بیتا ترک  کندی دانش به مهندسان کمک م   نی. ادهنداز خود نشان  
را    FGMتا    کنندانتخاب    قیطور دقخواص را به  يهاان یمواد و گراد

  کنند. نهیخاص به يکاربردها يبرا
ما در مورد نحوه انتشار    دانشی:  خراب   يهازمیمکان   ینیب شیپ

  ی بالقوه خراب   يهازمیمکان   ییبه شناسا  تواندی م  FGMامواج در مواد  
بارها   نیا تحت  تجز  ی کینامید  يمواد  با  کند.  تحل  هیکمک    ل یو 

درك  میتوان ی ، م FGMمواد  يهای تعامل امواج با ناهمگون  یچگونگ
نوبه    بهامر    نی. اشوندی ها چگونه شروع و منتشر مکه ترك  میکن

  ی تر در برابر خراب مقاوم   FGM  يهاتا طرح   دهدی خود به ما امکان م
    .میرا توسعه ده

روش   ازین   يهای ژگیو:  FGM  مواد  یبررس  يبرا  نینو  يهابه 
مواد   در  موج  انتشار  فرد  به  ن FGMمنحصر  از    ازی،  استفاده  به 

وجود  مواد را به  نیا  قیو سنجش دق  یبررس  يبرا  نینو  يهاروش 
اآوردی م تطب  توانندیم  نینو  يهاروش   نی.   يهاروش   قیشامل 

مبتن مواد    یموجود  با  موج  رو  ای  FGMبر  کاملاً   يکردهایتوسعه 
  باشند.  شرفتهیمواد پ نیا یک ینامید  ررفتا یاب یارز يبرا دیجد

انجام یافته در   ) 2015و همکاران،    Swaminathan(  تحقیق 
را    FGMصفحات    لیتحل  يمختلف برا  يو عدد  یلیتحل  يهاروش 

بررسبه خلاصه  است  یطور  اکرده  به    نی.  پرداختن  بدون  مقاله 
کمانش   ده،یچیپ  یاضیر  اتیجزئ  رفتار  و  ارتعاش  تنش،  بر 

 سندگانیمختلف تمرکز دارد. نو  يهايتوسط تئور  شده ینیب شیپ
تغ  اندکرده  یبررس ا  ریی که چگونه  مواد،  و   يبارگذار   نواعخواص 

  FGMبر رفتار صفحات    ،یرخطیهندسه صفحه، از جمله اثرات غ
در  يامطالعه  .گذارند یم  ریتأث ارائه   )2022و همکاران،    Lu(  که 

 تواندیکه م  دهدیارائه م  رهایت  يبرا  يدیجد  یشده است، طراح
 تیکامپوز یچیساندو يهاارتعاشات را در سازه  یتوجهطور قابل به

با ساختار خاص   FGMماده  کیاز  جدید یطراح  نیکاهش دهد. ا
  کرده است.) استفاده band gapشکاف باند ( جادیا يبرا

Li    ي هاساخت پوسته  يبرا  نینو  یروش  )2022(و همکاران  
که هم سبک و هم در برابر ضربه مقاوم   اندکردهارائه    یچیساندو

ا ترک  نیباشند.  شامل  با  auxetic يبعدسه  يهاهسته  بیروش 
 .شودی ) م یجی(مواد با خواص تدر FGM با  تیکامپوز  ییصفحات رو

ا  یبررس  يبرا  محققان  يهاک یاز تکن  د،یجد  یطراح   نیعملکرد 
تأث  يسازمدل   شرفتهیپ بر رو  ریاستفاده کرده و  را    ي دما و ضربه 

 نیروش نو  نیکه ا  دادهنشان    جیاند. نتاکرده  يسازهیها شبپوسته
 يهاپوسته  رایدارد، ز  ا یدر  یکاربرد در مهندس  يبرا  ییبالا  لیپتانس
داشته   یهم وزن کم   توانندی روش م  نیبا ا  هساخته شد  یچیساندو

    مقاوم باشند. ییایدر دیشد يهاباشند و هم در برابر ضربه
Liu    رفتار امواج    یبررس  يبرا  جدید  ی روش)  2021( و همکاران

 نی. ااندکردهارائه   FGM با  رهمسانگردیصفحات غ  -نانو  /کرو یدر م
نام    "افتهیتوسعهمتعامد   لژاندرهاي  ياچندجمله "که    دیروش جد

نوع صفحات و اجتناب  نیدارد، به حل کارآمدتر مسائل مربوط به ا
سنجش    يبرا  .کندی کمک م  یمراتب  سلهسل  دهیچیپ  يهااز روش 
شده است. در    سهیمقا  يگرید  کرد یآن با رو  جیروش، نتا  نیدقت ا

مواد بر رفتار موج    يهاان یابعاد و گراد  ریثأمطالعه، محققان ت  نیا
  ي که ابعاد صفحه بر الگوها دهدی نشان م جیاند. نتاکرده یرا بررس
. شودیها مو چروك در آن  نیچ  جادیو باعث ا  گذاردیم  ریثأموج ت
  . گذارندیم  ریثأمواد بر دامنه و برد امواج ت  يهاان یگراد  ابل،در مق 
  ي پارامترها، مشاهده شده است که  SHدر مورد امواج    ن،یهمچن
  ی پاشندگ  یبر فرکانس قطع و روند منحن  یطور متفاوتبه  يابعاد

محققان به ،  )2022و همکاران،    Zhang(  در  .گذارندی م   ریثأامواج ت
استوانه  یبررس در  امواج  ساختار   کیزوالکتریپ  يهارفتار  با 

به  یستالیکر گرادمنحصر  مواد  و   يبعدتک   یبیترک  انیفرد 
زمان خواص مواد، هندسه و نوع هم  ریثأمطالعه، ت  نی. ااندپرداخته

  ی ها بررسنوع استوانه  نیانتشار و رفتار امواج در ا  يموج را بر رو
عوامل   نیکه چگونه ا  دهدی انجام شده نشان م   يهال یتحل  .کندی م

م و  توانندیمختلف  و    يهایژگیبر  موج  مانند سرعت، طول  موج 
منجربه شناسا  نیا  ن،یبگذارند. همچن  ریثأتدامنه آن     یی مطالعه 

ا  ي دیجد  یموج  يهادهیپد استوانه  نیدر  استنوع  شده    . ها 
 یطراح  يلازم برا  يو اساس نظر  هیپا  تواندیمقاله م  نیا  يهاافتهی

با عملکرد بالا را فراهم کند، که   کیزوالکتریپ  زاتیو ساخت تجه
کاربردها  محرك  یمختلف   يدر  سنسورها،  مبدلمانند  و   يهاها 

و همکاران،   Pshenichnov(  در  .رندیگی مورد استفاده قرار م   يانرژ
به بررس  ،)2022 در مواد    ستایرایغ  یانتشار امواج طول  یمحققان 

ااندپرداخته FGM با  کیسکوالاستیو به  نی.  بر  مطالعه  طور خاص 
مواد تمرکز    ن یساخته شده از ا يهاو استوانه  هاهیرفتار امواج در لا

مواد را    نی، محققان اFGMاز  یناش  يهای دگیچیحل پ  يبرا  .دارد
  ب یبا خواص مجزا تقر کنواختینازك و  يهاهیاز لا يابه مجموعه

با استفاده از روش   زده، رفتار امواج    ،يو عدد  یلی تحل  يهاسپس 
  سه ی. اعتبار روش حل با مقااند کرده  یرا بررس  ياه یساختار لا  نیدر ا
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مشاب   جینتا موارد  است  دییتأ  هبا   ریثأ تمحققان    ت،ینها  در  .شده 
بر انتشار امواج را در    ،یو ناهمگن  تهیسکوزیخواص مواد، ازجمله و

در درك بهتر رفتار   تواندیمطالعه م  نی. انداکرده  لیتحل  FGMمواد  
مطلوب    یبا خواص موج  دیمواد جد  یو طراح  دهیچیامواج در مواد پ

    داشته باشد.کاربرد 
Koutoati    يبرا  جدیدي  یمدل  محققان)  2021( و همکاران 

ارتعاش  یبررس از  یچیساندو  يرهایت  یرفتار   FGM ساخته شده 

  ل یمدل قادر به تحل  نی. ااندکردهارائه    کیسکوالاستی مواد و  يحاو
استاتیکی  یارتعاش  يرفتارها خواص    ریت  و  گرفتن  نظر  در  با 

به فرکانس مواد است  یرخطیغ مقاله، دو مدل   نیا  در.  و وابسته 
برش  رییتغ قوان   یشکل  و  نیو    گر یکدیبا    کیسکوالاستیمختلف 

مدل کارآمد بوده و   نیا ياند. روش حل ارائه شده براشده  سهیمقا
است  یاعتبارسنج  يبعدسه  يهاي سازمدلبا   با   محققان  .شده 

ا از  شرا  ریثأتمدل،    نیاستفاده  و  مواد  بر   يمرز  طیخواص  را 
داستاتیکی  يهایژگیو م  یک ینامی،  اند. کرده   یبررس  ریت  ییرایو 

غیرخطی   یتوان   یو وابستگ  ییرایم  بیکه ضر  داده استنشان    جینتا
 ن،یهمچن  .دارند  ریت  یکینامید  يهایژگیبر و  یقابل توجه  ر یثأتآن،  

 ریثأت  ریارتعاش ت  يبر مُدها  يمرز  طیمشاهده شده است که شرا
 ياژه یو  يسازنهیبه به  ازی، ن یکنسول  ریو در مورد خاص ت  گذارندی م

همکاران،    Belabed(  در  دارند. دینامیکی    )2024و  خصوصیات 
با مقطع متغیر مورد ارزیابی قرار گرفته   FGMتیرهاي ساندویچی  

از   نوآروي و  المان محدود پیشرفته تیر استفاده شده است.  مدل 
این تحقیق در تحلیل تیرهاي با مقطع متغیر ساندویچی و بررسی  
پیامدهاي ناشی از ترکیب مواد و آرایش هندسی بر پاسخ ارتعاش  
آزاد و اجباري از جمله شرایط مرزي متنوع بوده است که منجربه  

-هاي ساندویچ کامپوزیت، بهسازي مکانیکی سازه پیشرفت در مدل
همراه با ملاحظات هندسی پیچیده  FGMهایی که از مواد ویژه آن

  کنند، شده است.استفاده می 
تغ  یزمان  جهت  و  موج  انتشار  جهت  ماده   رییکه  خواص 

پهم مسئله  باشند،  توجه  یدگیچیجهت  نشان   یقابل  خود  از 
کننده  اتلاف   تاًیماه  ستمیاگر س  یحت  ،يموارد  نی. در چندهدی م

عدد موج مختلط   نی. اکندی م  داینباشد، عدد موج مقدار مختلط پ
 يدهندهنشاناست که    یق یرحقیغ  یو موهوم  یقیحق  ياجزا  يدارا

موج)    يبرها (راهنماهاشده در موجتر مشاهده انحراف از رفتار ساده 
درك کامل رفتار    يبرا  کندی م   جابیا  یدگیچیپ  نیهمگن است. ا

  انجام شود. يشتریب  قاتیمواد ناهمگن، تحق نیموج در ا
معادله حاکم آن   ل،ینوع تحل  نیدر ا  یاصل   يهااز چالش  یکی

ثابت، در    بیاست. برخلاف معادلات مربوط به مواد همگن با ضرا
امر منجر به  نیهستند که ا ریمتغ زیمعادله ن   بیمواد ناهمگن ضرا

حل  يبرا. شودیحاکم م یجزئ  لیفرانسیشدن معادله د تردهیچیپ
زمان و فرکانس مورد   يهادر حوزه   یمختلف يهامعادله، روش  نیا

محدود فوق    ياجزا"  کردی. در حوزه زمان، رورندیگیقرار م  یبررس

روشبه  "همگرا م  دبخشینو  یعنوان  اشودی مطرح  از    نی.  روش 
عنوان تابع  معادله حاکم به یکیمؤلفه استات يبرا قیدق يهاحل راه

م  هاییجاهاب ج  يبرا  یاب یدرون  اکندی استفاده  منجربه    نی.  توابع 
  . در ادامه شوندیم قیدق یو توابع شکل ذات قیدق یسخت سیماتر

حل اروند  از  دق  نی،  ماتر  یاب یدست  يبرا  قیتوابع   یجرم  سیبه 
  کرد یرو  نیاشده است.    متداول استفاده  يهانسبت به روش   ترقیدق

مختلف مانند   يهاسازه   يبرا  قیمحدود دق  ياجزا  يبنددر فرمول 
و مواد    )2018و همکاران،    Chaubey(  قیعم  ياهیلا  يهات یکامپوز

ا  زیآمت یموفق  یبیترک  انیگراد با  است.  روش  نیبوده   يهاحال، 
(  ياجزا بهFEمحدود  تحل  ژهیو)  آن   لی در  در  که  موج  انتشار 

ن   توانندیم  ستمیس  يهااندازه  باشند،    نهیپرهز  یمحاسبات  ظراز 
چن  ییهات یمحدود در  از    ،يموارد  نیدارد.   هايالمان استفاده 

 هاي ویژهالمان   نیباشد. ا  دیمف  تواندی م  یف یمحدود فرموله شده ط
برابه  شان،يبندفرمول   يهایژگیو  لیدلبه خاص  مسائل   يطور 

  انتشار موج مناسب هستند. 
) يبعد  1(  يبعدکیماده    کیبه انتشار موج در    در مقاله حاضر

که خواص مواد در جهت انتشار   ییجا  ،شودپرداخته میناهمگن  
که اصطلاح «موج ناهمگن» اغلب در   ی. در حالکندیم رییموج تغ

از    نجا یما در ا  رود،ی کار م به  ییدر مختصات فضا  راتییرابطه با تغ
برا ا  يردفمنحصربه  يهاچالش  فیتوص  يآن    ي ویسنار  نیکه در 

  . میکنیاستفاده م د،یآیوجود مخاص به
  ي برا  "روش المان موج"نام  به   جایگزینیمقاله، روش    نیدر ا

انتشار موج در مح کار گرفته شده  به  دهیچیپ  يهاط یحل مسائل 
  Khaji(  مورد توجه قرار گرفته   ر یاخ  يهاروش که در سال  نیاست. ا

و    Mirzajani؛  2018و همکاران،    Mirzajani،  2021و همکاران؛  
 يسازهیشب  يبرا  میمستق یاضیر يساز، از مدل )2021همکاران،  

و تنش  قیدق موج  و کرنشانتشار  ا  جادیا  يهاها  در   هالمان شده 
 يازین  م،یمستق یاض یر يسازاتکا به مدل  لیدل. بهکندی استفاده م
فرمول د  يبندبه  معادلات  حل  ن   لی فرانسیو  در    ستیحرکت  و 

بس  نیا  جینتا  جه،ینت در  با حل دق  ياریروش  مسئله    قیاز موارد 
  . ) Shorr ،2004( تطابق کامل دارد

  
  مسئله   يبندفرمول  -2

انتشار    يحاکم برا  لیفرانسی معادله د  بخش به معرفی  نیادر  
در   (  يراهنما   کیموج  ناهمگن    يبعدکی)  wave guideموج 

در طول و ضخامت    ریبا خواص مواد متغ  لهیم  کی  شود.پرداخته می
نشان داده شده   )1(طور که در شکل  (همان  بگیریدآن را در نظر  

را نشان    يبعدیک موج    يک راهنمایشده،  مدل ساده  نیاست). ا
با مواد مختلف تشک  دهدی م شده است:    لیکه از سه بخش مجزا 

 نی. فرض بر اک یو سرام  )FGM(  گرادیان ترکیبیماده    کیفولاد،  
هستند که    یخواص   يدارا یکی و سرام  يفولاد  يهااست که بخش

  ل یدلبه   FGMهستند. برعکس، بخش  ییمستقل از مختصات فضا



27-17)، 1403(زمستان  4، شماره 54مهندسی عمران و محیط زیست، جلد  م. میرزاجانی، ك. فلسفیان /  نشریه  

  
 

 

21 

 تهیسیمدول الاست  يبرا )x  جهت( خواص در طول  یجیدرت  رییتغ
)E  (یو چگال)ρ  (ز یهمگن متما  يهااز بخش  ر، یطبق معادلات ز  
  :شودی م
  

(ݖ,ݔ)ܧ =  ,(ݖ)݃(ݔ)଴݂ܧ 
,ݔ)ߩ (ݖ =   ) 1( ,(ݖ)ݐ(ݔ)ݏ଴ߩ 

  

ضخامت   ر ییتغ  لیدلبه  FGMبخش   و  طول  در  مواد  خواص 
بخش از  و سرام  يهاخود،  فولاد  اشودیم  زیمتما  کیهمگن   نی. 

ن   آوردی وجود مرا به  ییهایدگیچیپ  یناهمگن استخراج    ازمندیکه 
برا  کی ناهمگن است.  يراهنماها  يمعادله حاکم مخصوص   موج 

و سرام  يهادر بخش فولاد  مواد ) 1((شکل    کیهمگن  )، خواص 
الاست مدول  چگالE₀(   تهیسیمانند  و  و  ρ₀(  ی)  طول  سراسر  در   (

انتشار   لیکه تحل  ییاز آنجا  ها ثابت هستند.ضخامت آن بر  فقط 
در    )௫௫ߪ(  متمرکز است، مؤلفه مهم تنش، تنش نرمال  یموج طول

رابطه   .باشدی ) مu(  یمکان طولرییمکان مربوطه، تغرییو تغ  xجهت  
ها توسط قانون هوك کنترل بخش  نیمکان در ارییتنش و تغ  نیب 
  :شودی م
  

௫௫ߝ = ;ݔ߲/ݑ߲ ௫௫ߪ  = ,ݔ)ܧ   ) 2( , ݔ߲/ݑ߲(ݖ
  

را   xمکان در جهت  ریی) تغانی(گراد  بیش ݔ߲/ݑ߲در آن    که
عنوان به  لتونیعمل هم  نیبخش، اصل کمتر  نیدر ا  .دهدی نشان م

برا  یروش برا  يقدرتمند  حاکم  معادله    FGM  لهیم  ياستخراج 
اشودی م  یمعرف ب   نی.  غ  کندی م  انیاصل  در    ي روهاین   ابیکه 

(  ،یخارج سΣعملگر  کل  نما  ستم،ی)  است،   انگریکه  کنش  کل 
رسد.  ی م  ییستایمقدار ا) بهuمکان (رییتغ  دانیم  راتیینسبت به تغ

  کرد: انیب  ریصورت زبه توانی اصل را م  نیا ،یاض یعبارت ربه
  

Σߜ  = නߜ (ܶ − ݐ݀(ܷ
்

଴
= 0 )3 (  

  

آن در  است  δ  که  تغییرات  میله    T  ؛نماد  جنبشی  انرژي 
ذخیره   U؛باشدمی  پتانسیل  درون  انرژي  استشده    t  و  میله 

  توان نوشت:. در نتیجه میزمان است دهنده نشان
  

߲
ݔ߲ ൬ܣଵଵ݂

(ݔ)
ݑ߲
൰ݔ߲ = (ݔ)ݏ଴ܫ

߲ଶݑ
ଶݐ߲  )4 (  

  

برا م  ،یسادگ  يکه  مقطع  میکنی فرض  طول  )  A(  سطح  در 
 ضخامتحسب هستند که بر ییهاعبارت ଴ܫ  و   A₁₁تثابت اس لهیم
)z (شوندیم ف یتعر ریصورت زاند و بهشده يریگانتگرال:  
  

ଵଵܣ = ଴නܧ ܣ݀(ݖ)݃
஺

, ଴ܫ = ଴නߩ ܣ݀(ݖ)ݐ
஺

 )5 (  
  

صورت به یعیطب يمرز يهاشرط ،با استفاده از اصل تغییرات
  شوند:زیر تعریف می

  

൬(ݔ)ଵଵ݂ܣ
ݑ߲
൰ݔ߲ =   )6( ,ܨ

  

 ییانتها  يهاگره  يبرا  راتییاز اصل تغ  یعیطب  يمرز  يهاشرط
مبه x=L و   x=0در آن  ند،یآی دست  در  ن  F که   يانقطه  يرویهر 

  ن ی فرض بر ا  ،یسادگ   ي. برادهدی شده در مرزها را نشان ماعمال 
مواد )  z(  در جهت ضخامت  يرییتغ  چیه ρ و E است که خواص 

همان  مقادندارند،  با  که  ( ρ(z) و g(z) بتثا  ریطور  معادله  )  1در 
 توابعتوسط   )x جهت( در جهت طول ریینشان داده شده است. تغ

f(x)  و s(x) م داده  و    Chakraborty(  دشوی نشان 
Gopalakrishnan ،2003(.  

  

  
  المان میله شامل مواد گرادیان ترکیبی  -1شکل 

  
 روش المان موج  -3

به نام روش المان موج ارائه شده    يعدد  یروشدر این بخش  
ا گسسته   نیاست.  شامل  به   Lطول  به  لهیم  کی  يسازروش 

بب  )الف-2(با طول دلخواه (شکل    يهاالمان  . در شودی) مدینیرا 
گسستگ  نیا انتشار  سرعت   يقو  يهای روش،  تنشدر  و  ها،  ها 

    .شودیم انیها با سرعت موج محدود ب کرنش
  

 المان
j 1-

 المان
j

 المان
j +1

گره
j

گره
j +1

گره
j 1-

گره
j +2

Fj -1 Fj
(n) (n)

 المان
j 1-

 المان
j

گره
j

گره
j 1-

σj -1,0 σj ,0σj -1
+

vj -1
+

σj 
-

vj 
- vj ,0vj -1,0

-الف

-ب

  
  در روش المان موج  ها درازي المانسنحوه گسسته  -2شکل 

  
المان  لهیم  کی  يسازگسسته   )الف-2(شکل   به  مجزا   يهارا 

با فرض قرارگدهد ی نشان م المان   xمبدأ محور    يری.  ها و در مرز 
تنش و کرنش در    يهای سمت راست، گسستگجهت مثبت آن به
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݆ يهامحل اندرکنش المان  − ݐدر زمان   ݆و  1 = - به توانندیم 0
  شوند: انی) ب 7صورت رابطه (

  

,ݔ)ߥ 0) = ൜
, ௝ିଵ,଴ߥ ݔ < 0
,     ௝,଴ߥ ݔ > 0 ; 

,ݔ)ߪ 0) = ൜
ݔ, ௝ିଵ,଴ߪ < 0
ݔ, ௝,଴ߪ > 0     

)7 (  

  

) و نوشتن معادله دیفرانسیل حرکت 2سپس با استفاده از رابطه (
  صورت:براي یک میله همگن به

  
߲
ݔ߲ ൬ܧ଴

ݑ߲
൰ݔ߲ = ଴ߩ

߲ଶݑ
ଶݐ߲  )8 (  

  

(رابطه    هیاول  طیشرا  تعریفها و  با استفاده از روش مشخصهتوان  می 
  : دی) رس9) به رابطه ()7(
  

,ݔ)ߥ (ݐ = ௝,଴ߥ0.5ൣ + ௝ିଵ,଴ߥ + ௝,଴ߪ) −   ) ൧ )9ܿߩ/(௝ିଵ,଴ߪ
  

آن   در  ܿکه  = ඥܧ଴ (  ⁄଴ߩ رابطه  و  برا9است    ي ) 
− ௝ܿିଵ∆ݐ௜ < ݔ < ௝ܿ∆ݐ௜ی است.  ه یناح  يبرا  یعن،  معتبر   آشفته 

مFGM  ناهمگن بخش  تیماه  يسازمدل  يبرا قوان   توانی،   نیاز 
توان میمجزا را    کردیخواص مواد استفاده کرد. دو رو  رییمختلف تغ

. در مورد  یینما  رییو تغ  ياچندجمله   ریی: تغقرار داد  یبررسمورد  
نشان    s(x)و   f(x)توابع  ،ياچندجمله  رییتغ مدول  که  دهنده 

  : شوندی م انیب  ریصورت زبه تند،هس) ρ( یو چگال) E( تهیسیالاست
  

(ݔ)݂ = (1 + ௡(ݔߙ ,                       
(ݔ)ݏ = (1 +   ) ௡ )10(ݔߚ

  

  وسته یطور پاند که خواص مواد بهانتخاب شده ياگونهبه ߚ وߙ  که
 ياچندجمله  کردیرو  نیا  .کندیم  ر ییتغ  گر یماده به ماده د  کیاز  

اجازه  FGM خواص مواد در بخش  شدهو کنترل  یجیتدر  ي رییبه تغ
 ییجا  کند،ی استفاده م  یینما  رییاز تغ  ن،یگزیجا  کردی. رودهدی م

  :شوندی م فیتعر ریصورت زبه  s(x) و  f(x)که
  

(ݔ)݂ = ݁ఈ௫ (ݔ)ݏ              , = ݁ఉ௫ )11 (  
  

خواص ارائه  رییتغ يسازمدل يبرا يگریروش د ،یینما رییتغ
به  دهدی م نشانو  بالقوه،    FGMدر    ترعیگذار سر  کیدهنده  طور 

ا با در نظر گرفتن  درك    میتوان یمتضاد، م  يویدو سنار  ن یاست. 
 يهال ی از پروفا  یعیوس  فیاز رفتار انتشار موج در ط  يترگسترده

 .میدست آورمواد ناهمگن به
  در را  يسلول واحدتوان می  )2(و شکل  )1(با توجه به شکل 

  ن ی با استفاده از روابط حاکم بر ا در نظر گرفت و يشنهاد یروش پ
 یدلخواه  بیهر ترک  يرا برا  لهیسلول واحد، انتشار موج در طول م

 شودی ، فرض مiی  گام زمان   در  .کرد  يسازمدل   FGM  يهاه یاز لا
زمان  گام  اندازه  برابر  که  ௜ݐ߂ ی  در    موج  سرعت    برابر  j المانو 

௝ܿ = ܿ ،௜ݐ߂   ری. مقادباشد   ௜ݐ∆/௝ݔ∆ ௝ مرحله نامعلوم هستند  نیدر ا.  

ها در تنش يدیشد يهای، گسستگبا اعمال نیرو به محیط مسئله
براو سرعت داشت.  فرض    لیتحل  يها وجود خواهد  موج،  انتشار 

کوچک رخ    اریبس  یلحظه زمان   کیدر    هایگسستگ  نیکه ا  شودی م
قائل   زیتما ௜ିଵାݐ و௜ିଵିݐ یدو لحظه زمان  نیب   دیبا ن،یبنابرا .دهندی م

 دیشد یگسستگ جادیدهنده لحظه قبل از انشان بیترتشد که به
  در   .هستند )௜ିଵାݐ(  یگسستگ جادیو لحظه بلافاصله بعد از ا )௜ିଵିݐ(

حالت   کیدر  تواندی المان م د،یشد یگسستگ جادیلحظه قبل از ا
- هو جاب   ௝,଴ݒحالت، سرعت   نیقرار داشته باشد. در ا  یکیاستاتشبه

௝,଴ݑ  ياگره  يهاییاج
هستند.  ± ا  مشخص  م  نیدر   توانیلحظه، 

  :نوشت ریصورت زالمان را به کیحاکم بر  یکیروابط مکان 
௝,଴ߝ:  کرنش = ൫ݑ௝,଴

ା − ௝,଴ݑ
ି ൯ Δݔ௝ൗ  

௝,଴ܯی: خط مومنتوم = ൫ܫ଴(ݔ)ݏ൯௝Δݔ௝ߥ௝,଴  
௝,଴ܭی:  جنبش يانرژ = 0.5൫ܫ଴(ݔ)ݏ൯௝Δݔ௝ߥ௝,଴

ଶ  
௝ܲ,଴:  لیپتانس يانرژ = 0.5൫ܣଵଵ݂(ݔ)൯௝൫ݑ௝,଴

ା − ௝,଴ݑ
ି ൯ଶ Δݔ௝ൗ  

روابط    توانی در لحظه مورد نظر، م  یکیاستفاده از روابط مکان   با
گره  یاعمال  يروین  در  المان  با    يهابه  را مطابق    ) 12(رابطه  آن 

  : دست آوردبه
  

௝,଴ܨ
± =

߲ ௝ܲ,଴

௝,଴ݑ߲
± = ±൫ܣଵଵ݂(ݔ)൯௝(ݑ௝,଴

ା − ௝,଴ݑ
ି )/Δݔ௝ )12 (  

  

مجاور    يهادر المان ௝,଴ߥ   و  ௝ିଵ.଴ߥ ي  هاسرعت  کهنی با توجه به ا
݆ −   j داشته باشند، در محل گره یمتفاوت  ریمقاد  توانندی م  ݆و    1

با شکل   ا  ی) گسستگ)ب-2((مطابق  ا  شودی م   جادیسرعت    ن یو 
در    يدیشد  يهایگسستگ  جه، ینت  در  .گره در تعادل نخواهد بود

تنشسرعت و  ب ها  در  زمان  نیا  نیها  در  المان  ௜ିଵିݐ دو  وجود به 
در تعادل باشند،   دیمجاور با  يهاها در المانآنجا که گره  از  .دیآی م
زمان  یعن(ی بلافاصله  دیبا  هایگسستگ  نیا مقاد)  ௜ିଵାݐ  در   ریبه 

 ௝ିܨ  ،௝ିଵାܨي  مرز  يهانیروو    ௝ିߥ  ،௝ିଵାߥ  يمرز  يهاسرعت  دیجد

௜ݐ߂ یدر طول گام زمان   دیبا  ریمقاد  نیا  یتمام  .ابندیکاهش   ثابت  
) )13(  (رابطه  یالمان   نی ب   يشرط مرز  دیبا  جهیبمانند و درنت  یباق

  : را ارضا کنند
  

∗௝ܨ + ௝ିܨ ௝ିଵାܨ− =   الف) -13( 0
௝ିଵାߥ =   ب) -௝ି )13ߥ

  

ا در گره    تواندیاست که م  یخارجنیروي    ∗௝ܨمعادله،    نیدر 
المان (مشترك  رابطه  شود.  اعمال  مرز   )الف-13ها  تعادل  شرط 

 .است  یالمان   نیب  یوستگیپ  انگریب   )ب-13ها و رابطه (المان   یداخل
انتشار امواج تنش و سرعت در طول    لیمنظور تحلمرحله بعد، به  در

 ي. براشودی مومنتوم در دو فاز استفاده م  یستگیالمان، از اصل پا
௜ݐ߂ یمنظور، گام زمان   نیا نصف    در  .شودی به دو قسمت تقسیم م 
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ا زمان   نیاول  زمان   یعنی  ،یگام  المان   یتا  وسط  به  امواج  ها که 
  :نوشت توانیم اند، دهینرس

  

⎩
⎪
⎨

⎪
௝ିଵାߥ⎧ = ௝ିଵ,଴ߥ +

൫ܨ௝ିଵା ௝ିଵ,଴൯Δt௜ܨ−
൫ܫ଴(ݔ)ݏ൯௝ିଵΔݔ௝ିଵ

௝ିߥ = ௝,଴ߥ −
௝ିܨ) ௝,଴)Δt௜ܨ−
൫ܫ଴(ݔ)ݏ൯௝Δݔ௝

 )14 (  

  

) رابطه  از  استفاده  م14با  در سمت   ریمقاد  توانی )،  سرعت 
݆راست المان   − ها ارتباط آن  ن یو همچن  ݆و سمت چپ المان    1

روابط    يگذاریبا جا  سپس،  .اعمال شده را به دست آورد   يهابا تنش
  :ندیآی دست مبه دیجد يمرز  يها)، سرعت13) در روابط (14(
 

௝ିଵାݒ = ௝ିݒ

=
൫ܫ଴(ݔ)ݏ൯௝ିଵ∆ݔ௝ିଵݒ௝ିଵ,଴ + ൫ܫ଴(ݔ)ݏ൯௝∆ݔ௝ݒ௝,଴

൫ܫ଴(ݔ)ݏ൯௝ିଵ∆ݔ௝ିଵ + ൫ܫ଴(ݔ)ݏ൯௝∆ݔ௝

+
൫ܨ௝,଴ − ௝ିଵ,଴ܨ + ௜ݐ∆௝∗൯ܨ

൫ܫ଴(ݔ)ݏ൯௝ିଵ∆ݔ௝ିଵ + ൫ܫ଴(ݔ)ݏ൯௝∆ݔ௝
 

)15 (  

  

  دست آورد: هب  ریصورت زبهتوان می را  يمرز يهاسپس نیرو
  

⎩
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎧
௝ିଵାܨ =

௝ିଵ,଴ܨ

+
൫ܫ଴(ݔ)ݏ൯௝ିଵ∆ݔ௝ିଵ൫ݒ௝ିଵ

ା − ௝ିଵ,଴൯ߥ

௜ݐ߂

௝ିܨ =
௝,଴ܨ

−
൫ܫ଴(ݔ)ݏ൯௝∆ݔ௝൫ݒ௝

ି − ௝,଴൯ߥ

௜ݐ߂
௝ିܨ = ௝ିଵାܨ ∗௝ܨ−

 )16 (  

  

ها  نیروها و  سرعت  توانی )، م16) و (15با استفاده از روابط (
݆دو المان    نیدر مرز ب  −   در   .طور کامل مشخص کردرا به  ݆و    1

و پس   رسندیها مامواج به مرکز المان  ،یگام زمان   نینصف دوم ا
به آن  انتهااز  خواهند گشت  ݆المان    يسمت  اصل    با  .باز  اعمال 

  د ی، سرعت جد௜ݐ߂ی  مومنتوم به کل المان در گام زمان   یستگیپا
  ید:آی دست مالمان به

  

௝ݒ = ௝,଴ݒ +
൫ܨ௝ିଵା ௝ିܨ− ௜ݐ∆௝∗൯ܨ−

൫ܫ଴(ݔ)ݏ൯௝∆ݔ௝
 )17 (  

  

صورت  تنش به  - ینرسیا  دی)، حالت جد14رابطه (  ،طبق بخش دوم
  ): )ب-2(خواهد بود (شکل  ریز
  

ቊ
௝ܨ = ௝ିܨ + ௝ାܨ − ௝,଴ܨ

௝ߥ = ௝ିߥ + ௝ାߥ − ௝,଴ߥ
 )18 (  

  

  ی برابر خواهد بود با:گره دیجد يهاییجاهجاب 
  

௝ݑ
± = ௝,଴ݑ

± + ௝ߥ
  ) ௜ )19ݐ߂±

  

زمان  گام  اتمام  ௜ିݐی  عنی ௜ݐ߂ی  با  = ௜ିଵାݐ + حالت  ௜ݐ߂  ،
  در   .باز خواهد گشت  ستایاها به حالت شبهالمان   یتمام   یکیمکان 

سرعت  نیا بودن  مشخص  با  جاب مرحله،  و    د یجد  يهاییجاهها 
موج را مشخص کرد    يهاالمان   دیدوباره حالت جد  توانیم  ،ياگره

تنها    تکرار نمود.  يبعد  یگام زمان   يرا برا  یو روند محاسبات قبل
௜ݐ߂ یمرحله، گام زمان   نیمانده در ایمجهول باق سرعت   یعبارتبه  ای 

پا௜ݐ߂  ن ییتع  يبرا  .موج است  يهاالمان  قانون  از    ي انرژ  یستگی، 
 يقانون، مجموع انرژ  ن ی. بر اساس امیکنیاستفاده م  لهیکل م  يبرا

پتانس  یجنبش باالمان   لی و  توسط   دیها  شده  انجام  کار  با  برابر 
  :باشد ستمیس
  

௜ܲஊ + ௜ஊܭ = ௜ܹஊ
∗  )20 (  

  

ی جنبش يانرژ ௜ఀܭ  و  لهیکل م لیپتانس يانرژ ௜ܲఀمعادله،   نیا در
௜ܹఀو  ௜ିݐ یدر لحظه زمان  لهیکل م

 ستم یکار انجام شده توسط س ∗
  در کل فرآیند انتشار موج است. 

  
  هاي عددي مثال -4

  سنجی صحت -1-4
سنجی روابط ارائه شده مورد بررسی قرار صحت  ، در این بخش

منظور یک مس براي این  است.  ناهمگن که مصالح آن ئگرفته  له 
اند در نظر گرفته شده  از هم جدا شده  FGتوسط یک لایه مصالح  

است. مصالح در نظر گرفته شده شامل آلومینیوم و آلومینا است. 
  .ارائه شده است )1( مشخصات مصالح مورد استفاده در جدول 

  
  مشخصات مصالح  -1جدول 

  E (GPa) )3(kg/m   مصالح 
  2600  70  آلومینیوم 

  3950  390  آلومینا 
  

مترمربع   01/0میله داراي طول واحد است و مساحت مقطع آن  
به  .در نظر گرفته شده است آزاد و شرایط مرزي  صورت یک سر 

زمان   با مدت  است. یک ضربه  و   50یک سر گیردار  میکروثانیه 
  کند. کیلوهرتز به آن اثر می 46محتوي فرکانسی تقریباً  

هم زمانی که میله با دو مصالح متفاوت که در جهت طولی به
شده  داده  قرار  اتصال  ضربه  بار  اثر  تحت  که  باشیم  داشته  را  اند 

به مصالح، بگیرند،  دو  مشترك  وجه  در  امپدانس  در  تغییر  دلیل 
ایجاد خواهد شد،   این وجه  اضافی در  بسانعکاس  در  از    ي اری که 

کاهش   باعث  م  یکپارچگیموارد  راه شودی سازه  از  یکی  ها حل. 
در بین دو مصالح است    FGMاستفاده از مصالح غیرهمگن از نوع  

به را  موج  انعکاس  این که  بررسی  ببرد. جهت  بین  از  کامل  طور 
پدیده یک میله با دو مصالح آلومینیوم و آلومینا در نظر گرفته شده  
است. بارگذاري در انتهاي آزاد میله اعمال شده و سرعت در ابتداي 



27-17)، 1403 زمستان(  4، شماره 54مهندسی عمران و محیط زیست، جلد  /  نشریه فلسفیان. میرزاجانی، ك. م  

  
 

24 

تدریج از صفر تا  به FGMگیري شده است. سپس ناحیه میله اندازه 
صد درصد افزایش داده شده است. این ناحیه در وسط میله در نظر  
آلومینیوم   مصالح  شامل  میله  گیردار  انتهاي  است.  شده  گرفته 

انتهاي آزاد مصالح آلومینا را شامل می می  ب شود و  نتایج  - هشود. 
شکل   در  آمده  است  )3( دست  شده  داده  و    Mirzajani(  نشان 

  .  ) 2018همکاران، 
  

  
  FGMپاسخ سرعت در میله  -3شکل 

  
مربوط به میله با دو مصالح بدون لایه   FGM %0  ،در این شکل

FGM  وجود آمده متناسب با بار اعمالی به سازه  است. اولین پیک به
است. پیک دوم و سوم مربوط به انعکاس اول و انعکاس دوم موج 

این  به  توجه  با  است.  آلومینا  ناحیه  موج  در  در که سرعت  طولی 
برابر   طول    9365/9آلومینا  که  زمانی  است،  ثانیه  بر  کیلومتر 

برابر می  یابد  انتشار  متر  یک  طول  در  اعمالی  بار  تا    کشد 
ଵ

ଽ.ଽଷ଺ହ
+ یعنی    ܿ݁ݏߤ100 بود؛  این   6/200خواهد  میکروثانیه. 

داده شده  نشان )3( که در شکل همان زمان وقوع پیک دوم است 
ଶاندازه  طور مشابه پیک سوم زمانی بهاست. به

ଽ.ଽଷ଺ହ
+   ܿ݁ݏߤ100

میکروثانیه نیاز دارد. درنهایت، سرعت موج طولی   301/ 28برابر با 
برابر   آلومینیوم  زمان لازم    5/ 1887در  و  است،  ثانیه  بر  کیلومتر 

هاي بعدي بعد از انعکاس از  براي بار اعمالی براي رسیدن به پیک 
برابر   گیردار  ଵانتهاي 

ଽ.ଽଷ଺ହ
+ ଵ

ହ.ଵ଼଼଻
+   36/393یعنی    ܿ݁ݏߤ100

مشخص هستند.    )3( میکروثانیه خواهد بود. این مقادیر در شکل  
باعث از بین رفتن انعکاس موج   FGMهمچنین اضافه شده ناحیه  

  شوند. مشاهده می  )3( در مسئله شده است که در شکل 
 

  نتایج عددي  -2-4
نظر  قبلی در  بخش  در  ارائه شده  دولایه  میله  بخش  این  در 

ساده براي  است.  شده  بهگرفته  پارامترها  محاسبات  حالت  سازي 
به این صورت که قسمت آلومینیوم داراي  بعد تبدیل شدهبی اند. 

بی  ଵߩبعد  پارامترهاي  = ଵܧ = بعدي   1 لایه  در  و  شده  انتخاب 
ଶߩ(آلومینا)   = ଶܧو   0.6582 = تعیین شده است. طول    0.1795
المان تقسیم شده است. بار اعمال شده به انتهاي   15000میله به 

  متفاوت   یزمان   يهابا عرض  ی لیمستط  يهاپالسصورت  آزاد میله به

نحوه تغییر عرض   )4(انتخاب شده است که در رابطه زیر و شکل  
  زمانی بار مشخص شده است: 

  
ଶߣ,ଵߣ) (ସߣ,ଷߣ, = (10,30,70,120) ×   ) 21( ݔ∆

  

 
  FGM بار اعمالی در انتهاي آزاد میله  -4شکل 

  
  FGM %0میله دولایه با   -1-2-4

در نظر گرفته شده است. در  FGMمیله دولایه بدون  ،در ابتدا
این میله، نصف طول میله شامل مصالح آلومینا و نصف دیگر شامل 

باشد. لذا در محل وجه مشترك دو لایه تغییر مصالح آلومینیوم می
وجه  این  در  تنش  موج  انعکاس  و  داریم  را  مصالح  امپدانس  در 
مشترك رخ خواهد داد. براي مشخص شدن نحوه انتشار موج تنش  

میله،   این  (در  وجه   )5شکل  محل  است.  شده  گرفته  نظر  در 
این  در  است.  در شکل مشخص شده  با یک خط چین  مشترك 
زمانی  در هفت گام  میله  در طول  تنش  انتشار موج  نحوه  شکل 
مختلف نمایش داده شده است. تا زمانی که موج به وجه مشترك  
  نرسیده است، شکل موج تنش مشابه با بار اعمالی در طول میله 

با رسیدن موج به وجه مشترك دو لایه انعکاس در  یابد.انتشار می 
به تنش  موج  نشان داده وقوع می شکل  نمودارهاي  در  پیوندد که 

  شده قابل مشاهده است. 
  

 
 به بار اعمالی  FGM %0پاسخ میله  -5شکل 
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هاي زمانی از پایین به  گام  ،)5(   گردد در شکلخاطرنشان می 
یابند، بنابراین خط آبی اولین موج تنش و خط قرمز  بالا افزایش می

دلیل ماهیت پیچیده دهند. بهپررنگ آخرین موج تنش را نشان می 
میزان بسیار محدودي اختلاف با حل تحلیلی مشاهده موج تنش به

گردد که با توجه به ماهیت عددي روش مورد استفاده طبیعی می 
 نخواهد داشت.   ریثأتبوده و در نتایج 

 
  FGM %10میله دولایه با   -2-2-4

اضافه شده است. به   هیدولا  لهیبه م FGM مصالح  ،يدر گام بعد
  FGMصورت که ده درصد از طول میانی میله تبدیل به مصالح    نیا

از رابطه ( با استفاده  صورت  ) و به10شده است و خواص مصالح 
به آلومینیوم تغییر داده شده است. همانخطی از   طورکه آلومینا 

ناحیه   )6(شکل  در   به  بار اعمالی  ورود  با  است،  داده شده  نشان 
FGM   با تنش  موج  انتشار  نحوه  اما  است،  داده  رخ  موج  انعکاس 

  افته است. یتغییر  FGMحالت بدون 
  

  
 به بار اعمالی  FGM %10 پاسخ میله -6شکل 

  
  FGM %30میله دولایه با   -3-2-4

در میله دولایه ادامه یافته و در این  FGMروند افزایش ناحیه  
اختصاص   FGMبخش سی درصد از بخش میانی میله به مصالح  

نحوه انتشار موج تنش در این میله   )7(داده شده است. در شکل  
لایه دلیل انعکاس در سهنمایش داده شده است. تغییر شکل موج به

  هاي مختلف قابل مشاهده است. از میله در زمان 
  

  FGM %60میله دولایه با   -4-2-4
بعد مرحله  لایه    ،در  پوشش  به   FGMمیزان  دولایه  میله  در 

اي از  شصت درصد افزایش یافته است. در این حالت بخش عمده
صورت خطی شود که خواص مصالح بهمی   FGMمیله شامل مصالح  

کنند. با ورود موج ورودي به ناحیه  از آلومینا به آلومینیوم تغییر می
FGM    انعکاس موج رخ داده است که در سه نمودار آبی، قرمز و

مشخص است. با ورود    )8(سبز در سمت چپ و پایین نمودار شکل  

شود این انعکاس با شدت کمتري مشاهده می  FGMموج به ناحیه 
  که ناشی از تغییر خطی خواص ماده در این ناحیه است. 

  

  
 به بار اعمالی FGM %30پاسخ میله   -7شکل 

  

  
  به بار اعمالی  FGM %60پاسخ میله  -8شکل 

  
  FGM %100میله دولایه با  -5-2-4

به مصالح   تبدیل  میله  است.    FGMدرنهایت، کل طول  شده 
شوند و با یک تغییر خطی مصالح از آلومینا از ابتداي میله شروع می 

می آلومینیوم  هیچبه  که  داریم  انتظار  حالت  این  در  گونه  رسند. 
انعکاسی در موج تنش رخ ندهد و بار اعمالی در طول میله انتشار  

نتایج مربوط به این حالت نشان داده شده است.    )9(یابد. در شکل  
گردد موج ورودي بدون انعکاس در طول  گونه که مشاهده می همان

میله منتشر شده است و اثرات تغییرات خطی مصالح نیز در شکل  
توان نتیجه گرفت که این  شود. بنابراین میموج تنش مشاهده می

به برابر موج ضربه اعمالی  شکل یکپارچه عمل رفتار  نوع سازه در 
  است. 
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  به بار اعمالی FGM %100پاسخ میله  -9شکل 

  
   يریگجه ینت -5

در این مقاله، از روش المان موج براي تحلیل انتشار موج در  
استفاده گردید. براي این منظور، انتشار موج طولی   FGMمحیط  

به که  ناهمگن،  میله  بودند  در  پاشنده  طبیعت  داراي  طور خاص 
مثال  گرفت.  قرار  بررسی  روش  مورد  از  استفاده  با  متعددي  هاي 

میله   در طول  تنش  انتشار موج  نحوه  نمایش    FGMالمان جهت 
مورد بررسی قرار گرفت. مشخص شد که با تغییر مصالح از حالت  

حالت ناهمگن، نحوه انتشار موج و شکل انتشار موج تغییر همگن به
بود نیز مشخص شد    FGMصورت  یابد. در حالتی که کل میله بهمی 

که هیچ گونه انعکاسی در موج تنش نخواهیم داشت. نتایج حاصل  
می  مقاله  این  المان از  طراحی  در  حفظ  تواند  که  صنعتی  هاي 

مورد   دارد  اهمیت  بسیار  موج  انتشار  هنگام  در  سازه  یکپارچگی 
 د. استفاده قرار گیر
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