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  چکیده

پوسته مورد نظر . گرفته است) مورد بررسی قرار آگزتیک(پواسون منفی اي از مواد ي استوانه ساندویچی با هستهپژوهش، ارتعاشات غیرخطی یک پوسته این در

. ابتدا به کمک معادلات که این خاصیت نتیجه ساختار هسته می باشد ا ضریب پواسون منفی تشکیل شدهاي از مواد بهایی با ماده همسانگرد و هستهاز رویه

شود. سپس با توجه به ه محاسبه میو مواد همسانگرد و استفاده از فرضیات لایه معادل، سفتی کششی، خمشی و کوپلینگ ساز پواسون منفیساختاري مواد 

جایی در معادلات حرکت با مشتقات جزئی، گذاري میدان جابهیشود. با جاجایی حدس زده میجابهمیدان شرایط مرزي و کامل بودن پوسته در جهت محیطی، 

سپس به . شودمیکوتا بهره گرفته - از روش عددي رانگ شود. در ادامه براي حل این معادلاتمعادلات به شکل معادلات غیرخطی با مشتقات معمولی تبدیل می

 ، طول و ضخامتهمانند زاویه با ساختارپواسون منفینتایج با نتایج موجود در ادبیات تحقیق مقایسه و در انتها اثر مشخصات هندسی هسته  قصد صحه سنجی

  . گیردقرار میمورد بررسی ر مشخصات فرکانسی سازه باي همانند شعاع و طول استوانه ي استوانهو مشخصات هندسی پوسته هاالمان

  .، ارتعاشات اجباري، رخساره فازکوتا- ، روش رانگپواسون منفی اي ساندویچی، مواد ارتعاشات غیر خطی، پوسته استوانه :کلیدي هاي واژه

  

 

 Nonlinear vibrations of auxetic sandwich cylindrical shell 
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Abstract  
In this research, the nonlinear vibrations of a cylindrical sandwich shell with a core of auxetic structure (negative Poisson’s ratio) are 
investigated. The intended shell consists of two layers with isotropic material and a core of auxetic material with a negative Poisson's 
coefficient which is the result of the geometric structure of the core. First, with the help of the constitutive equations of auxetic 
materials and isotropic materials and using the assumptions of the equivalent layer, the tensile, bending, and coupling stiffness of the 
structure is calculated. Then, according to the boundary conditions and for circular cylindrical, the displacement field is estimated. 
By replacing the displacement field in the equations of motion with partial derivatives, the equations are transformed into nonlinear 
equations with ordinary derivatives. In the following, Runge–Kutta numerical method is used to solve these equations. Then, the 
results are compared with the results in the research literature, and finally, the effect of the geometric characteristics of the auxetic 
core, such as the angle, length and thickness and geometric characteristics of the cylindrical shell, such as the radius and length of 
the cylinder, are examined. 

Keywords: Nonlinear Vibration, Sandwich Cylindrical Shell, Auxetic Material, Runge-Kutta Method, Forced Vibration, Phase 
Portrait. 

 
 

 

  مقدمه - 1

به  .شوندبیشتر مواد طبیعی با نسبت پواسون مثبت مشخص می

شوند شود که وقتی به صورت طولی کشیده میمشاهده می عبارتی

با این  .شوندمی )منبسط( منقبض شوند) به صورت جانبی(فشرده می

وجود موادي با نسبت پواسون  ،وجود، نظریه کلاسیک الاستیسیته

رفتار  د.کنشود، منع نمیشناخته می 1آگزتیک با عنوان منفی را که

میلادي در مواد  1920ي اولین بار در دهه مواد با ضریب پواسون منفی

را مواد با ضریب پواسون منفی اگرچه رفتار  تک کریستال گزارش شد.

توان به صورت طبیعی نیز یافت اما براي اولین بار به صورت می

                                                             
1Auxetic  

تایج . ن]1[د ساخته ش 2ي فومی توسط لیکسمصنوعی در یک ماده

دهد که مواد بررسی مواد کامپوزیتی با ضریب پواسون منفی نشان می

. ]2[ با ضریب پواسون منفی مقاومت بهتري در مقابل شکست دارند

ها با سازه. خاص و جذاب هستند واديم مواد با ضریب پواسون منفی

یکی از فرد و عالی خود به دلیل خواص منحصربهواسون منفی پضریب 

ها و مواد رایجی است که امروزه جایگزینی سازه براي هابهترین گزینه

نمونه از کاربردهاي  یکباشند. در صنایع مختلف در حال استفاده می

مهندسی هوافضا یا در مهندسی در  با ضریب پواسون منفی هامهم سازه

این بنابراین  .هاي قوي مانند امواج انفجاري استعمران، جذب ضربه

هاي اغلب به عنوان لایه بیرونی براي محافظت از سازهمواد یا ساختارها 

  .دنشواستفاده می یداخل

                                                             
2 Lakes 
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اي نقش مهمی در برابر بارهاي انفجار ناشی از امواج ضربه واداین م

کند و یا حداقل اثرات منفی پرتابه هاي مافوق صوت ایفا میها و موشک

مواد با ضریب پواسون منفی در نتیجه،  .دندهها را کاهش میاین سلاح

و دفاعی استفاده  عمرانیهاي مهم براي اهداف  قسمت از بسیاري در 

هاي ساندویچی به دلیل خواصی همانند همچنین سازه  ت.اسشده

مچنین با هدف به حداقل رساندن وزن سازه، و هسفتی و سختی بالا 

هاي ساخته شده با مواد معمول امروزه جایگزین مناسبی براي سازه

اي در صنایع مختلف هوافضا، خودرو سازي و ستند و کاربرد هاي ویژهه

هم  با ضریب پواسون منفیاي ي استوانهپوسته اند.غیره پیدا کرده

ي هواپیما در صنعت مشخصا در ساخت موارد مختلفی همانند بدنه

هاي قلبی کاربرد دارد. 1ي پزشکی در ساخت استنتهوافضا و در زمینه

مواد با ضریب  ازآن  جزء یک که اي پوسته یا گلوله در کاربرد دیگر،

 پواسون نسبت داراي کلی پرتابه که طوري به باشدمی پواسون منفی

 کاهش با هدف سمت به پرتابه حرکت حالت این در. است یا منفی صفر

 نیروي تحت ضریب پواسون منفیخاصیت  دلیل به جانبی انبساط

با  مواد از جالب دیگر بالقوه کاربرد یک .شود می تسهیل فشاري رانش

 اگر. است نهفته هوشمند فیلترهاي ساخت در ضریب پواسون منفی

 منافذ جهت، یک در فوم کشش با شود، ساخته هافوم این از فیلتري

 فیلتر یک توان می منافذ، یکنواخت شدن بزرگ با. شوندمی بزرگتر

 تا کوچک بسیار هاي سوراخ از تواندمی که کرد ایجاد نیز تنظیم قابل

با  مواد که است شده مشاهده .باشد متغیر بزرگ بسیار هايسوراخ

 خواص داراي هاپانل ساندویچ در استفاده مورد ضریب پواسون منفی

 تا هايفرکانس در که است شده مشخص و هستند جذابی آکوستیک

 مقایسه در فلزي ساخته شده از این مواد و پلیمري هايفوم هرتز 1600

 معمولاً .هستند ايیافته افزایش صوتی جذب داراي معمولی مواد با

لایه فوقانی و شوند که دو هاي ساندویچی از سه لایه تشکیل میسازه

شود و همچنین یک لایه به عنوان هسته در تحتانی رویه نامیده می

ها از مواد نازك و مقاومت بالا و هسته از شود. عموما رویهنظرگرفته می

هایی با هستهشوند. موادي با ضخامت زیاد و چگالی کم ساخته می

هاي به عنوان جایگزینی بهینه و مناسب براي سازه 2معماري سبک

 اي با هستهي استوانهمزیت استفاده از پوستهشوند. ساندویچی تلقی می

 ،وزن کم و استحکام بالااین است که به دلیل  با ضریب پواسون منفی

تري را ساخت که به طور گسترده در صنایعی هاي بهینهتوان سازهمی

مر همانند هوافضا که وزن کم بسیار اهمیت دارد، استفاده شوند. این ا

مواد با ضریب ترین رایج. تواند مواد مصرفی را کاهش دهدهمچنین می

مواد با ضریب پواسون مورد استفاده شده در صنایع،  پواسون منفی

هاي ساندویچی به ي سازهمعمولا هستهباشند. می 3لانه زنبوري منفی

  شوند. صورت فوم (ریز ساختار) و یا سلولار (درشت ساختار) ساخته می

 ،هاي مورد استفاده در صنعتتوجه به این واقعیت که اکثر سازهبا 

-ي یک هواپیما و یا محفظهباشند همانند بدنههاي داراي انحنا میسازه

ي مینهزهاي احتراق در صنایع فضایی، به همین منظور پژوهش در 

-دار از اهمیت ویژههاي انحناي جدید در حالت سازهرفتار مواد پیشرفته

اي به خواص مواد هاي استوانهخواص کلی سازهاي برخوردار است. 

                                                             
1 stent    
2 Lightweight - Architecture  
3 Honeycomb 

- هاي هندسی هسته و رویه بستگی دارد. همچنین میسازنده، ویژگی

هاي داراي انحنا همانند هاي ساندویچی، سازهتوان گفت از میان سازه

دهند استوانه تحمل بار زیادي را به خاطر انحنا از خودشان نشان می

اري ذهاي مکانیکی که تحت بارگهاي ارتعاشاتی سازهحلیلت. ]5و 4و 3[

 باشند.اي برخوردار میگیرند از اهمیت ویژهدینامیکی و نوسانی قرار می

اي از جنس مواد درجه بندي استوانه يپوسته ،در یک پژوهش تحلیلی

همچنین  .]6[گرفت مورد تحلیل ارتعاشات غیرخطی قرار  4شده تابعی

ي مخروطی از جنس به تحلیل ارتعاشاتی یک پوسته در پژوهشی مشابه

مواد درجه بندي شده تابعی تحت اثر نیرو هاي آیرودینامیکی پرداخته 

اي کامپوزیتی هیبریدي تحلیل کمانش پوسته هاي استوانه .]7[ شد

تاکنون  .]8[د دار در محیط گرمایی انجام شتقویت شده با الیاف حافظه

مواد با در مورد رفی توپولوژي هاي جدید هاي مختلفی براي معپژوهش

توان دورنماي انجام شده است و بدین جهت می ضریب پواسون منفی

هاي ارتعاشاتی این هاي آتی در مورد تحلیلوسیعی را براي پژوهش

مورد توجه ویژه مواد با ضریب پواسون منفی اخیراً  مواد متصور بود.

تغییر شکل برشی بالاتر  نظریهاساس  . برجامعه علمی قرار گرفته است

هاي گذرا غیرخطی  اسخپ ]9[ رانردي و اصل همیلتون، ژانگ و همکا

تحت بارهاي  با ضریب پواسون منفیزنبوري یک صفحه ساندویچ لانه

 ]11 و 10 [و و همکارانژیانگ گائ .دینامیکی ضربه را مطالعه کردند

اي را تحت بار ضربه با ضریب پواسون منفیهاي رفتار دینامیکی سازه

اي کوك و در مطالعهي عددي و تحلیلی قرار دادند. مورد مطالعه

مورد بررسی تحلیلی و  را با ضریب پواسون منفیي سازه ]12[ همکاران

مواد با ضریب پواسون عددي قرار دادند. نتایج عددي نشان داد که 

مختلفی از هاي تواند رفتاربسته به عنوان هندسه و توپولوژي می منفی

در یک پژوهش عددي و تجربی تغییر شکل و جذب  .خود نشان دهد

تحت بارگذاري  با ضریب پواسون منفیانرژي استوانه با شبکه بندي 

اي با ي استوانهاز پوسته ايطرحواره ].13 [مورد مطالعه قرار گرفت

نشان داده شده  1در شکل  مواد با ضریب پواسون منفی اي ازهسته

 است.

 

  
مواد با ضریب  از يااي با هستهي استوانهاز پوستهاي طرحواره -1شکل 

 ]13[ پواسون منفی

  

هسته لانه زنبوري تحت  کامپوزیت با يرفتار ارتعاشاتی پوسته استوانه

. ]14[ پژوهش تحلیلی مورد مطالعه قرار گرفتفشار متحرك به صورت 

 ساندویچی متشکل مخروطی هاي پوسته آزاد در تحقیقی دیگر، ارتعاش

کننده تقویت بدون و از مواد با ضریب پواسون منفی با هسته یک از

    .]15[مورد بررسی قرار گرفت مختلف مرزي شرایط تحت محیطی

                                                             
4 Functionally graded material 
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از مواد با ضریب پواسون  ايهاي پوسته استوانهبا توجه به اهمیت سازه

ها تحلیل ارتعاشاتی این سازه ،در صنایع مختلف از آن ، و استفادهمنفی

-در این پژوهش به ارتعاشات غیر خطی سازه مهم باشد. تواند بسیارمی

پرداخته  از مواد با ضریب پواسون منفیي ااي با هستهاستوانه ي پوسته

اي با ي استوانههاي گذشته در مورد پوستهبا مرور پژوهش شده است.

و با توجه به عدم بررسی  از مواد با ضریب پواسون منفیي اهسته

ت بار خارجی براي این سازه و عدم بررسی تاثیر تح ارتعاشات غیرخطی

پارمترهاي هندسی ساختار با ضریب پواسون منفی بر رفتار دینامیکی 

نتایج تحلیل خطی با  .استحائز اهمیت  تحقیق حاضر، غیرخطی سازه

نتایج تحلیل خطی یک پژوهش تجربی صحه سنجی شده است و براي 

 با ضریب پواسون منفی،ي هاي مختلف هستهبررسی تاثیر پارامتر

جایی بر جایی بر حسب زمان و همچنین نمودار جابهبههاي جانمودار

هاي رخساره فاز همچنین نمودار حسب نسبت فرکانسی رسم گردید. و

  هاي مختلف رسم گردید. براي شکل مود

  

  حاکممعادلات  -2

اي با سه لایه در نظر گرفته ي استوانهدر این پژوهش یک پوسته

مواد با ضریب پواسون منفی  ازاست که یک لایه به عنوان هسته دهش

-ي همسانگرد در نظر گرفته میي دیگر با یک مادهباشد و دولایهمی

در نظر گرفته شده براي این  ساختار با ضریب پواسون منفینوع   شود.

ي منفی و این نام گذاري به زاویهباشد. می 1درون رواز نوع  ،پژوهش

ترین ي مایل به داخل این نوع سلول ها اشاره دارد. این رایجدیواره

باشد که اولین بار توسط مکانیزم ایجاد سازه با ضریب پواسون منفی می

همچنین لازم به ذکر است که  معرفی شد. ]16[ 3و اشبی2گیبسون

ایجاد شده در لایه میانی به دلیل خواص  ضریب پواسون منفیخاصیت 

در  ندارد. این خاصیت راي استفاده شده ماده باشد و جنسهندسی می

یک پژوهش تجربی که براي تحلیل مشخصات ارتعاشاتی یک استوانه با 

هاي طبیعی استوانه فرکانس ،انجام شد ضریب پواسون منفیي هسته

به روش آنالیز مودال تجربی بدست  ضریب پواسون منفیي با هسته

سنجی این پژوهش بهره که از داده هاي این مسئله جهت صحه مدآ

در  با ضریب پواسون منفی از ساختار ايطرحواره .]17[ شودگرفته می

 ،شودمشاهده می 2طور که از شکل همان است.شدهنشان داده  2 شکل

، علاوه بر جهت کشیدگی، شخص است که در اثر کشش این المانم

 ،کندالمان از سمت عمود بر جهت کشیدگی نیز افزایش طول پیدا می

-به این صورت که المان هم افزایش طولی و هم افزایش جانبی پیدا می

  باشد.کند که این به معناي پواسون منفی می

  

                                                             
1 Re-Entrant 
2 Gibson 
3 Ashby 

  
 ]17 [با ضریب پواسون منفیاز ساختار هاي  ايطرحواره -2شکل 

  

به ترتیب به ضخامت، عرض و طول  dو  t ،lهاي پارامتر 2شکل در 

ي به ي بین دیوارهبه زاویه ϕو همچنین  با ضریب پواسون منفیالمان 

  کند.داخل فرو رفته با راستاي افق اشاره می

به کمک  با ضریب پواسون منفیي هستهالاستیک مهندسی  ثابتهاي

) قابل 1ي (پارامترهاي هندسی و خصوصیات ماده به صورت معادله

  .]19و  18 [محاسبه است

 

)1(  

3
c 3 1
1 2 2 2

1 3
3

c 3
2 2 2

1 3

c

1

3
2

1

2
c

1

3
1

3

2 3

2
c 3 1 1
1

1
2

c 3 1
12

1

2

( sin )
E E ,

cos [1 (tan sec ) ]

E E ,
cos ( sin )(tan )

cos
G

1

G G ,
(

G
sin

sin 2 sin
G G [ ],

2 cos 1 2 2( sin )

sin (1 )( sin )

cos

1 2 ) co

[

s

   


      




      

 


  

      
 

     

    





















2 2 2

1 3
2

c 3
21 2 2

3 1

c 3 1

1

,
(tan sec ) ]

sin (1 )
,

(tan )( sin )

( 2)

2 cos ( sin )

    

  
  

     

  
  

   

  

ي پوستهاز  ايطرحواره .کنداشاره می به هسته c )1( در روابط 

-نشان داده شده 1در شکل  با ضریب پواسون منفی اي با هستهاستوانه

- به ترتیب به مدول یانگ و ضریب پواسون می μو E همچنین  است.

) تعریف 2به صورت رابطه هاي ( 3ηو  1ηهمچنین پارامتر هاي و  باشند

  شود. می

)2(  1 3
d t

,
l l

     

ي پوسته جاییبهجا- کرنش رابطه ،کلاسیک نظریهمطابق با 

 .]20 [گرددبیان می) 3ي (اي به صورت معادلهاستوانه

)3(  

0
x x x,

0
y y y,

0
xy xy xy

z

z

2z

    

    

    

  

  هجایی ک

)4(  

0 2 0 2
x y

2
0
xy

2 2

x y2 2

2

xy

u 1 w v w 1 w
( ) , ( ) ,

x 2 x y R 2 y

v u w
,

x y x y

w 1 v w
, ,

R yx y

1 v w
,

2R x x y
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کرنش برشی  ،نرمالبه ترتیب به کرنش  κو  0ε ،0γدر روابط فوق 

ي بیانگر شعاع پوسته Rو همچنین  دارد.ي میانی و انحنا اشاره صفحه

 باشد. اي میاستوانه

معادلات ساختاري  ،کلاسیک نظریهبراساس  وك ومطابق قانون ه

-میارائه  )5ي (اي ساندویچی به صورت معادلهاستوانه يبراي پوسته

  شود. 

)5(  
x 11 12 x

y 21 22 y

66xy xy

Q Q 0

Q Q 0

0 0 Q

     
             
            

  

) 6( يبه صورت رابطه )5ي (اي ماتریس سفتی در رابطههکه درایه 

  قابل محاسبه است. 

)6(  

c c c
c c1 12 2
11 12c c c c

12 21 12 21
c

c c c2
22 66 12c c

12 21

T T T T
11 22 12 662 2

B B B B
12 22 12 662 2

E E
Q ,Q

1 1

E
Q ,Q G

1

E E E
Q Q ,Q ,Q

2(1 )1 1
E E E

Q Q ,Q ,Q
2(1 )1 1


 

    

 
  


   

    


   
    

 

-به ترتیب به لایه بالایی و لایه پایینی اشاره می Bو T ) 6در روابط (

هاي هاي تنش در راستاي ضخامت، منتجهگیري از مولفهبا انتگرال کند.

) قابل محاسبه خواهد 7نیروي محوري، برشی و ممان به صورت رابطه (

  بود.

)7(  

x 11 12 11 12 x

12 22 12 22

x 66 66 x

x 11 12 11 12 x

12 22 12 22

x 66 66 x

N A A 0 B B 0

N A A 0 B B 0

N 0 0 A 0 0 B

M B B 0 D D 0

M B B 0 D D 0

M 0 0 B 0 0 D

 

 

 

 

     
          
        

     
    

    
    

         

  

 هايمنتجه به Q ،ي محورينیرو هايمنتجه به N ،که در این رابطه

 Dو  A ،Bمقادیر  کنند.ممان اشاره میهاي منتجهبه  Mنیروي برشی و 

 آید. بدست می )8(ي مطابق رابطهگیري از انتگرال

)8(  

h / 2c B 2
ij ij ij ij

h /2
h / 2 h /2c c 2 T 2

ijij
h /2 h /2c c

(A , B , D ) Q (1, z, z )dz

Q (1, z, z )dz Q (1, z, z )dz









 



 
  

هاي استوانه و به ترتیب به ضخامت کل لایه hCو h ) 8ي (در رابطه

اي استوانه يمعادله حرکت غیرخطی پوسته ضخامت هسته اشاره دارد.

روابط به صورت نل اي دپوسته يبهبود یافته نظریه جدار نازك براساس

  .]20[ شودنوشته می )9(

)9(  

2
xyx

1 2

2
xy y xy y

1 2

2 22
xy yx x

2 2

x xy xy y

2 2

1 12 2

h / 2 h / 2c c c
1

h / 2 h / 2c

NN u
,

x y t
N N M M1 v

( ) ,
x y R x y t

M MM N
2

x y Rx y
w w w w

(N N ) (N N )
x x y y x y

w w w
ph q 2

tt t

where dz dz dz


 

 
  

  
    

    
    

 
   

  
     

   
     

  
    

 

       
h / 2

h / 2c


  

بر  اياستوانه متوسط پوسته ساندویچی جرمبیانگر  ρ1)، 9ي (در رابطه

- با در نظر گرفتن هر سه لایه بیرونی و درونی و هسته می واحد سطح

بیانگر بار فشاري محوري است که روي دو سر پوسته اعمال  P باشد.

فشار خارجی است که به طور یکنواخت روي سطح پوسته  q. می شود

  شود.توزیع می

  

  تحلیل غیرخطی دینامیکی - 3

گاه ساده در نظر گرفته تکیهشرایط مرزي در این مقاله به صورت 

  توان نوشت:می x=Lو  x=0شود، بنابراین در می

)10(  xw 0, v 0, M 0    

جایی به صورت جابهبه جهت ارضاي شرایط مرزي فوق، میدان 

 .]22 و 21[شود ) در نظر گرفته می11معادله (

)11(  

m x ny
u U(t) cos sin ,

L R
m x ny

v V(t) sin cos ,
L R
m x ny

w W (t) sin sin
L R










  

ي حرکت ارتعاشی و به دامنه Wو V و U ) 11( تدر معادلا

محیطی پوسته  هاي طولی وي شکل مودبه  شماره nو  mهمچنین 

، این )9) در معادلات (11با جایگذاري روابط ( کنند.استوانه اشاره می

به شکل معادلات اي با مشتقات پارهمعادلات دیفرانسیل   معادلات از

 قبولی، قابل دقت با دیگر، سوي ازشود. تبدیل می معمولی دیفرانسیل

کرد به  استفاده دینامیکی تحلیل در ]23[ ولمیر فرض از توان می

�اي که چون گونه ≪ �,� ≪ توان از نیروهاي اینرسی می �
2

1 2

u

t





 

و 
2

1 2

v

t





از از حل معادلات اول و دوم با این فرض و  .صرفنظر کرد 

بدست  )12( يمعادله ،سوم ينتایج در معادلهاري و جایگذ) 9روابط (

 آید.می

)12(  
2

2 3
1 1 1 2 32 2

d W dW 16q
2 a W a W a W

dtdt mn
      



  

) بیان 13ي (با رابطه مطابق  )12ي (مربوط به رابطه a3و a1 ، a2ضرایب 

 گردد. می
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)13(  

1 33

31 12 23 22 13 32 21 13 11 23
2

11 22 12

2 3

31 12 2 22 1 32 12 1 11 2
2

11 22 12

5 12 23 22 13 6 21 13 11 23
2

11 22 12

3 4

5 12 2 22 1 6 21 1 11 2

11 22

a L

L (L L L L ) L (L L L L )
,

L L L

a N

L (L N L N ) L (L N L N )

L L L

N (L L L L ) N (L L L L )

L L L

a N

N (L N L N ) N (L N L N )

L L

 

  






  




   




 

  


 2
12L

  

) 14( وابطرا به صورت ر Nو  Lهاي عملگر) 13ي (که در رابطه

  قابل محاسبه هستند.

)14(  

2 2 2

11 11 662 2

12 66
12 21 12 66

3 3

13 31 12 11 3

2

12 66 2

2 2
66 66

22 66 2

2
11 11

11 2 2

311 11 11
23 32 112 3

12 6

m n
L A A , n

L R
B B mn

L L ( A A ) ,
R LR

m m
L L A B

LR L

mn
(B 2B ) ,

LR

2B D m
L ( A )

R R L

2B D n
( A ) ,

R R R
nA B Dn

L L ( ) (B )
R R RR R

(B 2B


  

 
    

 
   


 


   

   

     

 
2 2

12 66
6 2

2 2 2 4 4 4

33 12 11 11 112 3 4 4

2 2 2 2 2
11

12 66 2 2 2 2

2

1 11 12 663 2

66 12
2 66 12 2

2
11

11 2 3

3 12 2

D 2D m n
) ,

R L R

m n m n
L 2B 2B D D

L R R L R

Am n Ph m
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L R R L

m n
N 32A 16(A A ) ,

9L n 9 LR
B B 16m
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R 9L R

B 32n
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R 9 R m
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N 16A
3L

 


 
   

 
   


   




   

  


 11 2 3

66 12 2 2

4 4 2 2 2

4 11 12 664 2 2

4

11 4

2

5 11 12 663 2

66 12
6 12 66 2

2
11

11 2 3
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16A

Rn 3 R m
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32(B B ) ,
3L R

m m n
N 9A (A 2A )

32L 16L R
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 فرکانس طبیعی  - 3-1

)، فرکانس طبیعی خطی 13ي (هاي غیرخطی رابطهبا حذف ترم

  سیستم ارتعاشاتی بدین صورت قابل محاسبه است. 

)15(  1
mn

1

a
 


  

 

  فرکانس-منحنی دامنه - 3-2

بار گسترده  تحتاي ي استوانهارتعاشات غیرخطی براي پوسته براي

) 16ي (بار اولیه فشاري معادله اعمال و با فرض q=Q*sin(t)عرضی 

  برقرار است.

)16(  

2
2 3

1 1 1 2 32

2

d W dW
2 a W a W a W

dtdt
16Q

sin t 0
mn

     

  


  

 ،)15( يو همچنین با توجه به رابطه ρ1) به 16ي (با تقسیم رابطه

  .شودبازنویسی می )17(ي معادله

)17(  
2

2 2 3
mn2

d W dW
2 (W HW KW )

dtdt
F sin t 0

     

  

  

F=16Q/ρ1π و همچنین H=a2/a1 ، K=a3/a1 )17( يدر معادله
2mn 

) را 18ي (رابطهفرکانس  –ي دامنه براي بدست آوردن رابطه باشد.می

  شود.در نظر گرفته می

)18(  
W A sin t 

  

- ي زیر حاصل میرابطه ،)17ي (رابطه) در 18ي (با جایگذاري رابطه

  .گردد

)19(  
2 2
mn

2 2 2 2 3 3
mn mn

X A( ) sin t 2 A cos t

HA sin t K A sin t F sin t 0

        

       
  

  با انتگرال گیري به صورت 

)20(  
/ 2

0
X sin tdt 0

 
   

  آید.بدست می) 21فرکانس به صورت معادله ( –ي دامنه رابطه

)21(  2 2
2

mn mn

4 8 3K F
1 HA A

3 4 A


      

  

  

ي نسبت نشان دهنده αي دامنه و نشان دهنده A ،)21( يدر معادله  

 باشدمی (فرکانس طبیعی غیر خطی به فرکانس طبیعی خطی) فرکانس

  زیر قابل بیان است. که به صورت رابطه

)22(  
mn


 


  

) 23) به صورت روابط (21ي (بدون در نظر گرفتن میرایی رابطه

  شود. بازنویسی می

)23(  

2 2 2
mn

2 2
2
mn

8 3K F
(1 HA A )

3 4 A
or

8 3K F
1 HA A

3 4 A

     


    
 

  

ي فرکانس طبیعی غیر خطی نشان دهنده Ω)، 23( يدر معادله 

گردد که فرکانس طبیعی ) مشاهده می20ي (با توجه به رابطه .باشدمی

باشد. با حذف عبارت شامل غیر خطی تحت تاثیر نیروي تحریک می

آزاد به نیروي تحریک، فرکانس طبیعی غیر خطی براي حالت ارتعاشات 

 شود. ) حاصل می24ي (صورت رابطه

)24(  2 2 2
NL mn

8 3K
(1 HA A )

3 4
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  پاسخ غیر خطی سیستم -3- 3

 که شود) تعریف می17ي (ي غیر خطی ارتعاشی به صورت رابطهمعادله

شود و براي حل عددي این معادله این معادله به صورت عددي حل می

- گردد. با حل این معادله نمودارکوتا استفاده می- از روش عددي رانگ

هاي دامنه بر حسب نسبت فرکانس و همچنین تغییرات دامنه برحسب 

المانهاي ساختار با ضریب پواسون ي زاویه ریزمان براي بررسی اثر تغی

  گردد.رسم می و همچنین تغییرات طول و شعاع استوانهمنفی 

 بحث روي نتایج  - 4

با ضریب پواسون اي با هسته هاي به جهت اهمیت پوسته هاي استوانه

ها از اهمیت تحلیل هاي ارتعاشاتی این سازه ،در صنایع گوناگون منفی

ارتعاش آزاد و اجباري این در این پژوهش،  اي برخوردار هستند.ویژه

. ابتدا روش گرفته استبا مدل غیر خطی مورد تحلیل قرار  نوع از سازه

با داده هاي یک پژوهش تجربی مقایسه گردید.  ،حل این مسئله

دامنه برحسب زمان، دامنه برحسب هاي همچنین در بخش نتایج نمودار

ي فاز براي چندین مود نسبت فرکانس رسم گردید. و نیز رخساره

با ضریب هاي مختلف طراحی سازه هاي پارامتررسم گردید. مختلف 

  ، مورد مقایسه قرار گرفت.  پواسون منفی

 صحه سنجی نتایج   - 4-1

هاي براي تایید نتایج تحلیلی به دست آمده از این پژوهش، نتایج با داده

به ي مورد بررسی یک پژوهش تجربی مقایسه گردید. ویژگی هاي ماده

 است. ) 1شرح جدول (

  ايي ساندویچی استوانهپوستهویژگی هاي  -1 جدول

t (s) L(m)  (kg/m3)ρ E2c(MPa) E1c(MPa)  E(GPa) 

1/0 104/0 7800 999,6  3885,2  210 

ϕ η3 η1 hc(m) hf(m) d 

60 21/0 28/2 003/0 002/0 0105/0 

      ε  h(m)  μ 

      1/0  007/0  3/0 

  

به صورت  [1]پارامتر فرکانسی جهت صحه سنجی نتایج با مرجع 

  شود.) تعریف می25ي (رابطه

)25(  2f R (1 ) / E   

  

- مقایسه می ]16[ ه لینتایج تحلیلی پژوهش حاضر با نتایج تجربی مقال

درصد خطا بین نتایج تجربی و  )26( يگردد و همچنین طبق رابطه

  آید که در جدول قابل ملاحظه است. تحلیلی بدست می

)26(  Theory Experiment

Theory
error(%)

  




  

تواند میشود که اي در شکل مود سوم دیده میخطاي قابل ملاحظه

 گیري مربوط باشد. مربوط به خطاي اپراتور یا خطاي تجهیزات اندازه

  نتایج تجربی ونتایج تحلیلی  -2 جدول

  نتایج  درصد خطا 

  تحلیلی 

  نتایج

  ]17[ تجربی 

  شکل

  )n( مود 

83/12 1080/0  1239/0  1 

85/1  1535/0  1507/0  2  

48/29  2427/0  3442/0  3  

91/1  3882/0  3809/0  4  

56/1  5854/0 5764/0  5 

  نتایج - 4-2

به  ) و حل عددي این معادلات23و () 17( معادلاتبا در نظر گرفتن 

- هاي دامنه بر حسب زمان و همچنین نمودارنمودار ،کوتا- روش رانگ

آید. اثر تغییر هاي دامنه بر حسب نسبت فرکانس به دست می

لازم به ذکر گردد. نمودار ها بررسی میپارامترهاي مختلف تحت این 

- می )1است که در رسم نمودارها، ویژگی هاي ماده به شرح جدول (

در عنوان و یا توضیحات شکل به آن اشاره  ،باشد و در صورت تغییر

  گردد.می

هاي مختلف المان به صورت نمودار ي زمانی سیستم براي زاویهتاریخچه

گردد که با افزایش زاویه مشاهده میو رسم گردیده است  3شکل 

، هرچند مدول ϕبا افزایش کند. افزایش پیدا میي نوسان دامنه

یابد، اما مدول الاستیسیته هسته در جهت طولی افزایش می

یابد الاستیسیته در جهت محیطی کاهش و چگالی هسته افزایش می

منجر که این عوامل به نرمتر شدن عملکرد پوسته در مدهاي محیطی 

  شود و که نتیجه آن افزایش دامنه نوسان خواهد بود.می

 المان اثر زاویهبررسی تغییرات جابه جایی بر حسب زمان و  -3شکل  

  و شکل مود اول F=1500، P=0، L/R=2در حالت 

  

به  ولط سیستم براي نسبتهاي مختلف ي زمانیهمچنین تاریخچه

مطابق  یابد،شعاع استوانه درحالیکه طول ثابت است و شعاع کاهش می

افزایش این نسبت گردد با رسم گردیده است. مشاهده می 4شکل 
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یابد و در نتیجه دامنه (یعنی کاهش شعاع) سفتی سیستم افزایش می

 .یابد که همین انتظار نیز وجود داشتجایی کاهش میجابه

  
نسبت طول اثر  بررسی تغییرات جابه جایی بر حسب زمان و -4شکل 

  P=0 و60oϕ ، F=1500=در حالت به شعاع 

  

 5تاریخچه زمانی سیستم براي فشار اولیه هاي مختلف در نمودار شکل 

تغییرات گردد هرچند رسم گردیده است. از این نمودار مشاهده می

ي نوسان افزایش فشار اولیه دامنهي نوسان محسوس نیست اما با دامنه

کند که دلیل آن این است اعمال فشار محوري به افزایش پیدا می

شود که در واقع استحکام پوسته کاهش یابد و پوسته پوسته باعث می

 راحتتر و با مقاومت کمتر نوسان کند.

 
 فشار اولیه اثربررسی تغییرات جابه جایی بر حسب زمان و  -5شکل 

  L/R=2و 30oϕ  ، F=1500=درحالت 

  

ي دامنهبراي ارتعاش آزاد سیستم،  )24(رابطه  از حل معادله غیر خطی

 7و 6که در شکلهاي  فرکانس رسم گردید تبرحسب نسب نوسانات

تغییرات دامنه بر حسب نسبت  6در شکل  نمایش داده شده است.

فرکانسی (فرکانس غیزخطی ارتعاش آزاد به فرکانس خطی) براي 

 به بسته بارهاي فشاري مختلف رسم شده است. مطابق این دو شکل

 سیستم ارتعاش فرکانس باشد، مقدار چه اولیه جاییجابه دامنه اینکه

 رخطی،غی سیستمهاي در است شده دانسته که همانطور. کندمی تغییر

 0,02 از کمتر دامنه اگر 7مطابق شکل . است مرتبط دامنه به فرکانس

 نسبت و شود می کمتر خطی فرکانس از غیرخطی فرکانس باشد،

 مذکور مقدار از بیشتر دامنه اگر اما. بود خواهد 1 از کمتر فرکانسی

. شد خواهد بیشتر سیستم خطی فرکانس از غیرخطی فرکانس باشد،

 سیستم کوچک، هايدامنه در که کرد بیان نیز اینگونه توان می البته

 .دهد می نشان خود از سفتتر رفتار ،بیشتر هايدامنه در و نرمتر رفتار

نیز مشخص است که در یک دامنه مشخص، نسبت  7همچنین از شکل 

کوچکتري است، مقدار  ϕاي که داراي زاویه فرکانسی پوسته با هسته

باشد دلیل آن سفتی بیشتر این پوسته می باشد کهبیشتري را دارا می

  نیز به آن اشاره شد. 3که در توضیحات شکل 

  

تغییرات جابه جایی بر حسب نسبت فرکانس و بررسی اثر  -6شکل 

  L/R=2و  60oϕ ،F=0=در حالت  فشار اولیه

 

  
 اثر زاویهبررسی و  فرکانسنسبت تغییرات جابه جایی بر  -7شکل 

  L/R=2و  F=0 ،P=0در حالت  با ضریب پواسون منفیالمان 
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در  بررسی اثر نیرو و تغییرات جابه جایی بر نسبت فرکانس -8شکل 

 P=0و  60oϕ  ،L/R=2=حالت 

  

جباري مورد توجه اثر وجود نیروي خارجی و ارتعاشات ا 8مطابق شکل 

 منحنی بر خارجی نیروي دامنه تأثیر در این شکل گرفته است.قرار 

-منحنی خط. داده شده است نشان اجباري ارتعاش در دامنه- فرکانس

 است موردي خط-منحنی نقطه ،)F=0( است آزاد ارتعاش مورد چین

مشاهده . است F=3000مورد  منحنی با خط کامل براي و F=1500 که

 منحنی یابد، می افزایش خارجی نیروي دامنه وقتی که شودمی

و در واقع در  شوددورتر می آزاد ارتعاش مورد منحنی از دامنه- فرکانس

یک نسبت فرکانسی مشخص، دامنه ارتعاشی سیستم با نیروي بزرگتر، 

- ، کمتر می1بیشتر خواهد بود اما این اثر در نسبتهاي فرکانسی دور از 

  باشد. 

  
  براي شکل مود اول و شرایط اولیه صفر رخساره فاز -9شکل 

  

رات سرعت به تغییرات ی، که بیانگر تغی1رخساره فاز 9مطابق شکل 

باشد براي شکل مود اول با شرایط اولیه صفر رسم شده موقعیت می

  است. 

که رخساره فاز براي مود اول و سرعت اولیه  12و  11، 10مطابق شکل 

، سوم و گردد که براي شکل مود اولمشاهده میرسم شده است.  01/0

باشد. نمودار رخساره فاز نشان می 2نمودار به صورت یک چمبرهپنجم 

  باشد.ي نقاط پایداري سیستم ارتعاشاتی میدهنده

                                                             
1 Phase Portrait 
2 torus 

 
  01/0رخساره فاز براي شکل مود اول و سرعت اولیه  - 10شکل 

 

 
   01/0و سرعت اولیه  سومرخساره فاز براي شکل مود  -11شکل 

  

 

 
  01/0رخساره فاز براي شکل مود پنجم و سرعت اولیه  -12شکل 

 

  
  01/0و سرعت اولیه  هفتمرخساره فاز براي شکل مود  -13شکل  
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دهد که نشان میشود مشاهده می 13رخساره فازي که در شکل 

اي تبدیل به کانونی شده است و پایداري به رخساره فاز از حالت چنبره

لازم به توضیح است که در رسم نمودار هاي  کند.سمت مرکز میل می

، 2 درجه، نسبت طول به شعاع استوانه 60رخساره فاز زاویه المان 

F=1500 ،P=0 .در نظر گرفته شده است  

  گیرينتیجه - 5

اي  هاي استوانه مطالعه ارتعاش غیرخطی پوسته بهمقاله حاضر 

تحت بارهاي  ضریب پواسون منفیداراي ي ساندویچی با هسته

معادلات حاکم با استفاده از  .پرداخته استمکانیکی محوري و عرضی 

با در نظر گرفتن غیرخطی بودن  ،پوسته دانل بهبود یافته نظریه

اي پوسته استوانهبراي جایی هجاب- هندسی در تمام روابط کرنش

  استخراج گردید. به اختصار نتایج زیر حاصل گردید.

 با ضریب پواسون منفیهسته هاي المان ي بین دیوارهبا افزایش زاویه

  یابد. دامنه افزایش می

ي نوسان دامنه گردد کهمشاهده میمحوري،  با افزایش فشار اولیه

  باشد.اي نمیهیابد، هر چند افزایش قابل ملاحظافزایش می

هاي کوچک، فرکانس غیرخطی از فرکانس در ارتعاش آزاد و در دامنه

  خطی کوچکتر و بالعکس.

اي که داراي در ارتعاش آزاد و در یک دامنه مشخص، پوسته با هسته 

  باشد.کوچکتري است، نسبت فرکانسی بیشتري را دارا می ϕزاویه 

پوسته براي فرکانسهاي جی بر دامنه ارتعاشات اثر بزرگی نیروي خار

  خطی سیستم، بزرگتر است. تحریک نزدیک به فرکانس
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