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 چکیده 

مرتبه بالاي ردي با شرایط مرزي دوسرگیردار مورد مطالعه قرار  نظریهبر اساس  ترك عرضیدر این پژوهش، براي اولین بار ارتعاشات آزاد تیر مدرج تابعی داراي 

هاي طبیعی شود خواص مکانیکی تیر مدرج تابعی به صورت نمایی در جهت ضخامت تیر تغییر کند. براي استخراج پاسخ فرم بسته براي فرکانسگرفت. فرض می

تز استفاده شده است. اثرات پارامترهاي مختلف از جمله نسبت لاغري، مکان ترك، عمق ترك و گرادیان مواد بر تیر مدرج تابعی داراي ترك عرضی از روش ری

و  ABAQUSافزار هاي تحلیلی با نتایج حاصل از مدلسازي در نرمهاي طبیعی تیر مورد بررسی قرار گرفت. در انتها، نتایج حاصل از روشروي پاسخ فرکانس

تیر ردي و براي نظریه ردي، براي تیر ضخیم استفاده از  نظریه ترمعادلات پیچیدهتحقیق حاضر نشان داد که با توجه به مقایسه قرار گرفت. ها مورد سایر پژوهش

   اي بین عمق ترك و ضرورت استفاده از تیر مدرج تابعی اثبات گردید.به علاوه، وجود رابطهتر است. تیر تیموشنکو مناسبنظریه تیر نازك 

 .هاي طبیعی، ارتعاش آزاد، فرکانسمرتبه بالاي تیر، روش ریتزنظریه تیر مدرج تابعی، ترك،  :کلیدي هاي واژه

  

 Free vibration analysis of functionally graded material beams with transverse crack 
   

Space Research Institute, Malek Ashtar University of Technology, Tehran, Iran A. R. Rahimi 
Department of Aerospace Engineering, Air University of Shahid Sattari, Tehran, Iran M. Livani 
Department of Aerospace Engineering, Air University of Shahid Sattari, Tehran, Iran A. Negahban Boron 

   

Abstract 
In this research, for the first time, the free vibration of the functionally graded beam containing transverse crack under clamped-
clamped boundary condition studied based on Reddy high order theory. It was assumed that mechanical properties of beam vary 
exponentially in the thickness direction. To drive the closed form solution for natural frequencies of functionally graded beams 
containing a transverse crack, Ritz method was used. The effects of slender ratio, the location of crack, depth of crack and material 
gradients on natural frequency were also examined.  Finally, the results of the analytical method were analyzed and compared with 
results of modeling by ABAQUS software and other studies. This research shows that due to more complex equations of Reddy 
beam theory, using Reddy beam theory for a thick beam and Timoshenko beam theory for a thin beam are more suitable. In addition, 
a relation between the depth of crack and the necessity of using functionally graded beam is confirmed. 

Keywords: FGM beam, Crack, Higher order beam theory, Ritz method, Free vibration, Natural frequency. 

  
  مقدمه  - 1

ها و غیره در ها، خللاگر نوعی از خرابی و آسیب به شکل انواع ترك

هاي ذکر دینامیکی سازههاي استاتیکی و سازه وجود داشته باشد، ویژگی

ها ممکن گیرند. تركاي تحت تأثیر قرار میشده در بالا به طور عمده

است به دلایل مختلفی در سازه وجود داشته باشند. تشخیص ترك، 

اند. ها همیشه موضوعات مهمی بودهارزیابی موقعیت و شرایط آن در سازه

هاي مود شکلهاي طبیعی ارتعاش شده و بر ترك باعث کاهش فرکانس

اي گاهی اوقات منجر ها در یک جز سازهگذارد. وجود تركطبیعی اثر می

شود. نظارت بر سلامت سازه براي تشخیص اولیه به خرابی و شکست می

هاي مختلفی هاي اخیر مورد توجه تحقیقها، در دههو موقعیت یابی ترك

از عمر  هاي نظارت بر سلامت سازه، اطلاعاتیبوده است. این تکنیک

کند و به طور همزمان خرابی سازه را تشخیص ها فراهم میمتوسط سازه

  کند.یابی میداده و موقعیت

ها همواره یابی و ارزیابی شرایط سازهتشخیص آسیب، موقعیت

اند. پاسخ دینامیکی خطی و غیرخطی هاي مهم تحقیقاتی بودهحوزه

هاي اخیر با دهه، توسط تعدادي از محققان در تیرهاي داراي ترك

شمار، برخی از هاي مختلفی بررسی شده است. از میان مقالات بیتکنیک

اند که براي اجراي این کار پژوهشی مفید این تحقیقات در زیر ارائه شده

  هستند.

تحلیل  1واشیزو - هوبا استفاده از اصل  ]1[الملکی رضایی و عرب

را مطالعه کردند. آنها اثر ترك را دار  ارتعاشات تیر اویلرـ برنولی ترك

یک تیر داراي  ]2[ 2ژنگ و جی بصورت اغتشاش پیوسته مدل کردند. 

ي معادل هاي ساده شدهترك را به صورت یک تیر بدون ترك با بخش

روشی تحلیلی براي حل  ]3[و همکاران  3وي حول ترك تحلیل کردند.

ا بارگذاري محوري با داراي ترك ب مدرج تابعیکردن ارتعاش آزاد تیرهاي 

استفاده از مدل فنر پیچشی تعریف کردند. سپس بر اساس روش ماتریس 

ي انتقال، فرمول بازگشتی براي رسیدن به معادلات مقدار مشخصه

- توسعه داده شد. به دلیل کاهش مرتبهمدرج تابعی ارتعاش آزاد تیرهاي 

تعاش آزاد ي اري دترمینان، روش توسعه یافته براي حل تحلیلی مسئله

با  ]4[آیدین  تر است.تر و راحتداراي ترك، سادهمدرج تابعی تیرهاي 

ارتعاش آزاد تیرهاي مدرج تابعی داراي برنولی - استفاده از مدل تیر اویلر

                                                             
1 Hu-Washizu 
2 Zheng and Ji 
3 Wei 
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هاي دلخواه را با فرض توزیع نمایی تغییرات خواص مواد در تركتعداد 

شی بدون جرم راستاي ضخامت مورد مطالعه قرار داد و از یک فنر پیچ

تأثیر  ]5[ستاري ساربانقلی وبیگلري در محل هر ترك استفاده کرد. 

نظریه را با استفاده از  ارتعاش آزاد تیر مرکبتورق را  بر روي رفتار 

 کنترل ارتعاشات عرضی تیر ]6[رحمانی و غلامی  تیموشنکو انجام دادند.

گیردار ساخته شده از مواد مدرج تابعی داراي ترك عرضی و تحت یکسر

 سپس با بیان این معادلات به فرمکردند. بررسی را تأثیر بار حرارتی 

 گر حالت مقاوم برايروش بازخورد خروجی مبتنی بر رؤیت فضاي حالت،

برنولی، -با استفاده از مدل تیر اویلر .کار گرفته شد سیستم به کنترل این

مدرج تابعی که خواص مواد در  ارتعاش آزاد تیر ]7[و همکاران  1وانگ

  کند را رسیدگی کردند.راستاي ضخامت و راستاي طول تیر تغییر می

ارتعاشات آزاد غیرخطی ورق مستطیل شکل  ]8[شوشتري و منتشلو 

شرایط مرزي ساده بر با الاستیک -الکترو-مدرج تابعی با خواص مگنتو

محسن و  .دادندقرار  مطالعهبرشی مرتبه سوم مورد نظریه اساس 

ارتعاشات آزاد و اجباري تیر مدرج تابعی داراي ترك با  ]9[همکاران 

سازي آن با تیر همگن همسانگرد گیردار را با معادل-شرایط مرزي گیردار

ارتعاشات تیر مدرج  ]10[ 2هاروي و باقرصادداراي ترك بررسی کردند. 

تیر نظریه با استفاده اصل توانی تغییرات مواد و  تابعی داراي ترك را

تیموشنکو انجام دادند. آنها ترك را با یک فنر معادل با سفتی محاسبه 

با  ]11[ 3بخشیخانیکی و راجزکاران کردند.شده از عمق ترك مدل 

ارتعاش آزاد تیر ن محدود، تیر اویلر برنولی و روش المانظریه استفاده از 

خواص مواد در راستاي ضخامت و راستاي طول تیر مدرج تابعی که 

. تیر مورد مطالعه آنها داراي یک، دو، سه و تعداد بیشتري کندتغییر می

ارتعاش آزاد تیر مدرج تابعی داراي ترك  ]12[یانگ  و 4کو .باشدترك می

مطالعه بدون مش را با استفاده از روش معادله انتگرال ناحیه مرزي 

  کردند.

هاي ارائه شده داراي محدودیت در بیان اشاره شد مدلهمانطور که 

باشند. اثر ترك بر ارتعاشات تیر ضخیم از جنس مواد مدرج تابعی می

- دلیل این موضوع افزایش اثر پیچش سطح مقطع در تیرهاي ضخیم می

مرتبه بالاي برشی ردي بدلیل نظریه از براي اولین بار باشد. در این مقاله 

ابعی درجه سه براي میدان جابجایی در راستاي با تدر نظر گرفتن 

و عدم نیاز به ضریب تصحیح تنش برشی، براي برطرف کردن ضخامت 

این کمبود و بیان اثرات ترك بر ارتعاشات تیر ضخیم ساخته شده از مواد 

مدرج تابعی و همچنین از مدل نودا جهت توصیف ماده هدفمند استفاده 

  شده است.

   

 سازي ترك عرضیمدل -2

فرض بر این است که تیر داراي ترك باز باشد. اثر غیرخطی هندسی 

تیر دو سر گیردار  1شکل شود. ترك با روش تکرار و آزمایش تعیین می

از انتها را نشان  ��و در یک فاصله  ��دار با ترك عرضی باز با عمق ترك

  می باشد. hو  Lدهد. طول و عمق تیر نیز به ترتیب می

ترك می بخش در چرخش در گسستگی یک به منجر پیچشی فنر

                                                             
1 Wang 
2 Harvie and Baqersad 
3 Rajasekaran and BakhshiKhaniki 
4 Kou 

 در عرضی جابجایی در گسستگی به منجر کششی فنر که حالی در گردد؛

داده نشان مختلف هايطرح در مختلف نویسندگان. شودترك می بخش

 به سیستم دارد، کل انرژي به کمتري بسیار مود دوم اثرات ترك که اند

نظر اول صرف مود با مقایسه در مود دوم ترك توان از سهممی کهطوري

 حاضر تیر تحلیل و تجزیه در دهدنشان می 2شکل همانطور که  .شود

بدون جرم  پیچشی فنر یک توسط تیر دو تکه که به باز عرضی ترك یک

 . است شده متصل شده، مدل

  

  
  �� تیر دو سر گیردار داراي ترك با عمق -1شکل 

  

 
 پیچشی فنر با شده مدل دار ترك تیر -2شکل 

  

به صورت نمایی در جهت ضخامت مدول الاستیسیته و چگالی تیر 

  آیند:کند و از رابطه زیر بدست میتیر تغییر می

)1( �(�) = ��√��(
�

�
��(�)),�(�) = ��√��(

�

�
��(�)) 

به ترتیب مدول الاستیسیته لایه بالایی،  ℎو  �، ��، ��کهجایی

چگالی لایه بالایی، نسبت مدول الاستیسیته لایه بالایی به پایینی و 

بودن تیر  پذیرترناپیوستگی در چرخش باعث انعطافباشند. ارتفاع تیر می

  آید:ي زیر بدست میخمشی از رابطهشود. سفتی می

)2( �� =
1

�
 

پذیري بوجود آمده توسط ناپیوستگی در چرخش انعطاف Gکه در آن 

پذیري ایجاد شده ناشی از پذیري باید معادل انعطافباشد. این انعطافمی

-وجود ترك باشد تا مدل یک سازه واقعی بوجود آید که این انعطاف

 شود:مکانیک شکست محاسبه مینظریه پذیري توسط 

)3( 
� = �

72 � (1 − ��)� ��(�)

� ℎ�
 ��

�

�

 

- به ترتیب ضریب پواسون و مدول الاستیسیته می υ و �که در آن 

ςتابع نسبت عمق ترك  (�)�باشند.  =
��

ℎ
ن و غاباشد که توسط اردومی 

  مختلف تغییرات مواد ارائه شده است.هاي براي نسبت ]13[وو 

 :K=5به عنوان نمونه براي 

)4(  

 

F(ζ) = 0.650 − 0.859ζ + 12.511ζ� − 72.627ζ� 
         +267.910ζ� − 535.236ζ� + 545.139ζ� 
         −211.706ζ� 

 سازي ارتعاشات سازهمدل - 3

مرتبه سوم برشی نظریه اساس  کرنش بر-روابط جابجایی و تنش

  :]14[باشدبصورت زیر می ردي

)5(  

  

�(�, �, �) = �(�, �) + �{Ψ(�, �)} 

                  −
4 ��

3ℎ�
�Ψ(�, �) +

��(�, �)

��
� 

�(�, �, �) = �(�, �) 
,�)�که عبارات جایی �) ،�(�, ,�)Ψو  (� - به ترتیب نشان (�

ي فشردگی طولی و جابجایی عرضی و دورانی لایه میانی در دهنده
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هاي طولی و برشی بترتیب کرنش باشد. روابطمختصات مکان و زمان می

  باشند:صورت زیر میب
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 آید:از رابطه زیر بدست میانرژي پتانسیل تیر 
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 باشد:ي مربوط به انرژي جنبشی تیر بصورت زیر میرابطه
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  شوند:پارامترهاي سفتی و اینرسی بصورت زیر بیان می
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مرتبه سوم نظریه انرژي جنبشی بیشینه تیر داراي ترك طبق 

  شود:برشی ردي بصورت زیر نوشته می
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  آید:همچنین انرژي پتانسیل بیشینه بصورت زیر بدست می
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هاي جنبشی و مربوط به انرژي در نهایت با قراردهی روابط

  گردد:ي زیر معادلات حاکم استخراج میپتانسیل در رابطه

)17(  π = U − K 

 

  توابع حدس - 3-1

انتخاب شود که تمامی شرایط  مرزي و  طوريتابع حدس باید 

باید تابع حدسی در  )17(ي . براي حل رابطهبرقرار باشدشرایط سازگاري 

نظر گرفته شود که شرایط مرزي طبیعی در دو انتهاي تیر و شرایط 

گیردار - براي شرایط مرزي گیردار. برقرار باشدپیوستگی در مکان ترك 

ها در دو انتهاي تیر یعنی رانی آنمعادلات جابجایی عرضی، طولی و دو

ζ در سمت چپ ترك درنقطه  =  و در سمت راست ترك در نقطه 0

 � =   شود:، صفر فرض می1

)18(  ���ζ�, ���ζ�, ��(ζ) = 0        at   ζ = 0 

)19(  ��(�), ��(�), ��(�) = 0       at   � = 1 

ترك بصورت پیوستگی در جابجایی شرایط سازگاري در محل 

شود. دوران در عرضی و طولی و ناپیوستگی در دوران در نظر گرفته می

  شود:محل ترك بصورت زیر بیان می
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-در نظر گرفته می )17(ي بنابراین تابع حدس زیر براي حل رابطه

  شود:
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با وارد کردن توابع حدس و مشتق گرفتن نسبت به شش ثابت 

شود. بنابراین معادله بنیادي تیر داراي مجهول، کمینه انرژي محاسبه می

  صورت زیر خواهد بود:ترك به

)22(  [�]{��} = �[�]{��} 
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به ترتیب ماتریس سفتی، ماتریس  �و  {��}، [�]و [�]که در آن 

باشند. با حل مجموعه می ��جرم، ضرایب مجهول و فرکانس طبیعی

نظریه هاي طبیعی تیر مدرج تابعی داراي ترك معادلات فوق، فرکانس

   آیند.مرتبه سوم برشی ردي بدست می
  

 تحلیل دینامیکی - 4

تشکیل ماتریس سفتی و ماتریس جرم، حل خطی معادله پس از 

���از حل مقدار ویژه و بردار ویژه ماتریس   حاکم × آید. بدست می �

جهت استخراج مقادیر ویژه و  Mapleافزار از برنامه نوشته شده در نرم

  بردارهاي ویژه ماتریس استفاده شده است.

  

  اعتبارسنجی نتایج - 4-1

آمده، نتایج از صحت نتایج بدست در اولین گام براي اطمینان

  شود.شده در مراجع ارزیابی میمطالعات انجام شده با نمونه مشابه انجام

تحقیق حاضر از  بعد بدست آمدهمقادیر سه فرکانس اول بی 1 جدولدر 

مرتبه سوم برشی ردي براي تیر مدرج تابعی با تکیهنظریه با استفاده از 

براي ضخامت  ]4[گاه دو سرگیردار با نتایج بدست آمده توسط آیدین 

مقایسه شده  1و  2/0و نسبت مدول یانگ  5متر، نسبت لاغري  1/0تیر 

دهد نتایج با هم مطابقت بسیار نشان می 1 جدولاست. همانطور که  

  .خوبی دارند

 
  ]4[نتایج آیدین  وهاي طبیعی پژوهش حاضر فرکانس -1 جدول

E� E�⁄  

  فرکانس سوم  فرکانس دوم  فرکانس اول

  تحقیق

  حاضر
  ]4[آیدین 

  تحقیق

  حاضر
  ]4[آیدین 

  تحقیق

  حاضر
  ]4[آیدین 

2/0  015/21  027/21  936/57  947/57  57/113  63/113  

0/1  362/22  381/22  669/61  682/61  85/120  88/120  

 

  اثرات نسبت لاغري بر پاسخ دینامیکی تیر بررسی  - 4-2

 2 جدولمشخصات هندسه و مواد تیر مدرج تابعی دو سر گیردار در 

آمده از تحقیق حاضر براي تیر نتایج بدست 3شکل داده شده است. در 

گاه دو سرگیردار با استفاده از با تکیه مدرج تابعی داراي ترك عرضی

مرتبه سوم برشی ردي مقایسه شده نظریه تیموشنکو با نتایج نظریه 

  است. 

  

 مشخصات هندسی و مواد تیر مدرج تابعی -2 جدول

�� ��� ��  
��

��
 � ℎ 

��

ℎ
 

70  2780  33/0  1/0  4/0  

  

) L/hمشهود است با افزایش نسبت لاغري ( 3شکل همانطور که در 

 3شکل چنین یابد. همطبیعی بشدت کاهش می فرکانس 16تا  4از 

دهد که با افزایش نسبت لاغري و ثابت در نظر گرفتن ارتفاع، از نشان می

ردي به نظریه ضخامت تیر کاسته شده که باعث نزدیک شدن جواب 

شود که هرچه شود. از نتایج فوق نتیجه میجواب تئوري تیموشنکو می

مشهودتر خواهد بود که این نظریه ف دو ضخامت تیر بیشتر باشد اختلا

مرتبه سوم برشی ردي در بیان اثر پیچش نظریه نشان دهنده قدرت 

  باشد.سطح مقطع تیر ضخیم می
 

  اثرات مکان ترك بر پاسخ دینامیکی بررسی  - 4-3

- در این بخش اثرات مکان ترك بر فرکانس طبیعی تیر بررسی می

شود، فرکانس طبیعی اول تیر مشاهده می 4شکل شود. همانطور که در 

از کمینه مقدار خود براي مکان ترك نزدیک به انتهاي گیردار تیر آغاز 

 2/0یابد و پس از رسیدن به قله در نزدیکی شده و به تدریج افزایش می

 یابد.از طول تیر، مقدار آن تا مکان میانی تیر کاهش می
  

  
  نسبت لاغريتغییرات فرکانس طبیعی اول با تغییر  -3شکل 

  

  

  تغییرات فرکانس طبیعی اول با تغییر مکان ترك -4شکل 
  

هاي طبیعی اول با جابجایی مکان ترك بر روند تغییرات فرکانس

استفاده نظریه درصدي براي هر دو  19روي تیر با اختلاف عددي حدود 

نظریه هاي طبیعی بدست آمده از فرکانسباشد. تقریباً یکسان میشده 

نظریه هاي طبیعی بدست آمده از فرکانسمرتبه سوم برشی رِدي از 

، همواره کوچکتر است؛ دلیل این L/hهاي مختلف تیموشنکو براي نسبت

مرتبه سوم برشی ردي، با در نظر گرفتن نظریه رفتار این است که در 

نظریه تابعی درجه سه براي میدان جابجایی در راستاي ضخامت، مشکل 

برشی در راستاي ضخامت یکسان بود، ندارد و  کرنش تیموشنکو که

آورد، به بدست می zبرشی را به صورت توابعی درجه دو نسبت به  کرنش

تر پذیري تیر را دقیقمرتبه سوم برشی ردي انعطلافنظریه بیان دیگر 

سفتی تیر را بیش از مقدار موجود تیموشنکو نظریه  کند ومدل می

نظریه هاي طبیعی بدست آمده از زند، به همین دلیل فرکانستخمین می

  تر است.تیموشنکو بزرگ
  

  دینامیکی تیر اثرات عمق ترك بر پاسخ بررسی  - 4-4

- افزایش عمق ترك، کاهش سفتی سازه و در نتیجه کاهش فرکانس

هاي طبیعی سازه را به همراه دارد. براي مشاهده این اثر، تغییرات 

 5شکل هاي مختلف ترك در هاي طبیعی اول تیر را براي عمقفرکانس
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شود، فرکانس مشاهده می 5شکل همانطور که در  نشان داده شده است.

، بصورت پیوسته در 7/0مق ترك تا مقدار طبیعی اول تیر با افزایش ع

ردي و تیموشنکو بخوبی نظریه حال کاهش است. این رفتار در هر دو 

  مشهود است.

  
  تغییرات فرکانس طبیعی اول با افزایش عمق ترك در وسط تیر -5شکل 

 

  بررسی اثرات گرادیان مواد بر پاسخ دینامیکی تیر  - 4-5

شود، نسبت نمایش داده می Kمنظور از گرادیان مواد که با نماد 

باشد. مدول الاستیسیته و چگالی سطح بالایی تیر به سطح پایینی تیر می

ها انتخاب شده است. بدیهی است براي تحلیل 2/0و   1، 5سه گرادیان 

نسبت مدول  6شکل باشد. بیانگر تیر همگن می K=1گرادیان 

هاي فرکانسبر روي ) Kالاستیسیته لایه بالایی به پایینی مختلف (

دهد. همانطور که  نشان میهاي مختلف ترك براي مکانطبیعی تیر 

مدرج تابعی بسیار کمتر هاي طبیعی تیر شود مقدار فرکانسمشاهده می

توان مشاهده کرد ي جذاب دیگري که میباشد. پدیدهاز تیر همگن می

زمانی که  2/0و  5هاي هاي طبیعی براي گرادیاناین است که فرکانس

گیرد و هم در نقاطی که ممان مکان ترك هم در گره ارتعاشی قرار می

مقدار  شود، بسیار نزدیک به هم هستند. همچنینخمشی صفر می

فرکانس طبیعی تیر در صورتی که مکان ترك در شکم مود ارتعاشی قرار 

  یابد. گیرد به شدت کاهش می
  

  
تغییرات فرکانس طبیعی اول با تغییرات مکان ترك براي نسبت  -6شکل 

  تغییرات مواد مختلف

 گیرينتیجه -5

در این مقاله اثر وجود ترك بر رفتار ارتعاشی تیر مدرج تابعی توسط 

مرتبه سوم برشی ردي نظریه تیموشنکو و براي اولین بار توسط نظریه 

سازي شد. در کار بررسی شد. پارامتر ترك توسط فنر پیچشی مدل

کار رفته در تیر و شرایط حاضر، عمق ترك، مکان ترك، گرادیان مواد به

به عنوان ورودي در نظر گرفته شده است. نتایج نشان داد مرزي تیر 

مرتبه سوم برشی ردي، رفتار ارتعاشی تیر مدرج تابعی داراي ترك نظریه 

کند. با بررسی نتایج مشاهده شد براي تیرهاي بینی میرا به خوبی پیش

شده ناچیز و براي تیرهاي ضخیم کار گرفتهبهنظریه نازك اختلاف دو 

  تري خواهد داشت. هاي بهتر و دقیقسوم برشی ردي جواب مرتبهنظریه 
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